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Aufgabe 1 (4 Punkte).
Seien f, g, h : R → R integrierbar. Zeigen Sie, dass die Funktion F : R3 → R; F (x, y, z) =
f(x)g(y)h(z) integrierbar ist und dass die Formel∫

R3
F dλ3 =

(∫
R

f dλ

) (∫
R

g dλ

) (∫
R

h dλ

)
gilt.

Aufgabe 2 (4 Punkte).
Sei D ∈ Bm und f : D → R eine messbare Funktion.

(a) Zeigen Sie mit den Prinzip von Cavalieri, dass der Graph Gf = { (x, f(x)) | x ∈ D }
eine λm+1-Nullmenge ist.

Sei nun f zusätzlich nichtnegativ.

(b) Zeigen Sie, dass die Menge V =
{

(x, y) ∈ Rm+1 ∣∣ x ∈ D, 0 ≤ y ≤ f(x)
}

zu Bm+1

gehört und dass

λm+1(V ) =
∫

D
f dλm

gilt.
(c) Zeigen Sie, dass die Abbildung h : (0, ∞) → R; t 7→ λm({f ≥ t}) messbar ist und

dass die Formel ∫
D

f dλm =
∫ ∞

0
λm({f ≥ t}) dt

gilt.
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Aufgabe 3 (4 Punkte).
Sei D ⊂ R2 das von (0, 0), (1, 0) und (0, 1) aufgespannte Dreieck und sei g : R → R eine
stetige Funktion. Zeigen Sie mit Hilfe des Satzes von Fubini∫

D
g(x + y) dλ2 =

∫ 1

0
g(t)t dt.

Aufgabe 4 (4 Punkte).
Im Folgenden wollen wir den Begriff der schwachen Ableitung einführen.
Dazu seien I = [a, b], F ∈ L2(I) und ϕ ∈ C∞

c ((a, b)). Wir suchen nun eine Funktion
f ∈ L2(I) die die Regel der partiellen Integration für alle ϕ erfüllt. Das heißt, es gilt∫

I
fϕ dλ = −

∫
I

F (∂ϕ) dλ, für alle ϕ ∈ C∞
c (I).

Wir schreiben dann ∂F := f und nennen f die schwache Ableitung von F .
Bestimmen Sie, falls möglich, die schwache Ableitung der folgenden Funktionen.
(a) u : R → R, u(x) = |x|.

(b) f : (−1, 1) → R, f(x) =

x2 sin
(

1
x2

)
x ̸= 0,

0 x = 0.

Quiz: Ist die schwache Ableitung eindeutig?


