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Aufgabe 1 (4 Punkte).
Es bezeichne A ⊂ R2 die Fläche, die von den Geraden y = −x/2, y = 1 − x/2, y = x
und y = x − 1 eingeschlossen wird. Weiter sie Φ: R2 → R2 definiert durch Φ(u, v) =
(u + 2v, u − v).

(a) Zeigen Sie: Φ(A) = [0, 2] × [0, 1] und |det DΦ(u, v)| = 3 für alle (u, v) ∈ R2.
(b) Berechnen Sie das Integral

∫
A

(x + 2y) exp(y − x) dλ2(x, y)

Aufgabe 2 (4 Punkte).
Seien m ∈ N, A ∈ Rm×m eine invertierbare Matrix und B ∈ Rm×m eine symmetrische,
positiv definite Matrix.

(a) Berechnen Sie
∫
Rm exp(−∥Ax∥2) dx.

(b) Berechnen Sie
∫
Rm exp

(
−x⊤Bx

)
dx.

(c) Setze E =
{

x ∈ Rm
∣∣∣ x⊤Bx ≤ 1

}
. Berechnen Sie λm(E).
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Aufgabe 3 (4 Punkte).
(a) Sei R > 0. Der Vivianische Körper ist definiert durch

V =
{

(x, y, z) ∈ R3
∣∣∣ x2 + y2 + z2 ≤ R2, x2 + y2 ≤ Rx

}
.

Berechnen Sie λ3(V ).
(b) Sei A =

{
(x, y, z) ∈ R3 ∣∣ 0 ≤ z ≤ 1, x2 + y2 ≤ (1 − z)2 }

. Berechnen Sie das Integral∫
A

(x2 + y2)2 exp
(
2(1 − z)7

)
d(x, y, z).

(c) Sei B =
{

(x, y, z) ∈ R3 ∣∣ 1 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ 4, z ≥ 0
}
. Berechnen Sie das Integral∫

B
4z(x2 + y2) d(x, y, z).

Aufgabe 4 (4 Punkte).
Beweisen Sie für das Lebesgue-Maß des durch

A :=
{

(x, y, z) ∈ R3
∣∣∣ x2 + y2 ≤ (ϱ(z))2, z ∈ [a, b]

}
gegeben Rotationskörpers mit stetigem ϱ : [a, b] → (0, ∞) die Formel

λ3(A) = π

∫ b

a
(ϱ(z))2 dz.

Tipp: Verwenden Sie die Zylinderkoordinaten f(r, φ, z) := (r cos φ, r sin φ, z)⊤.


