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Aufgabe 1 (4 Punkte).
Der Schwerpunkt einer A"-messbaren, beschrankten Menge B C R™ mit \"(B) # 0 ist
gegeben durch

_ 1 n
x:)\n(B)/Bxd)\ (z).

(a) Zeigen Sie, dass T das Integral I(y) == [ ||z — y||* d\"(z) minimiert.
(b) Berechnen Sie den Schwerpunkt des Kugeloktanten
B = { (z,y,2) € B(0,1) ’ T,Y, 2 > 0}.

(c) Es sei B C Ry x R beschrinkt und A>-messbar. Betrachten Sie
A= { (z,y,2) € R? ‘ (Va2 +y?,2) € B} und zeigen Sie
N(4) = 20503 (B),
wobei (7, %Z) der Schwerpunkt von B ist.

Aufgabe 2 (4 Punkte).
Seien k,w > 0. Beweisen Sie, dass die Lange der durch die Gleichung
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v 1+ (kw)? w2
anngegebenen Ellipse in R? gleich der Linge der Sinusoide

y = ksinwx

zwischen den Punkten (0,0) und (27,0) ist.



Aufgabe 3 (4 Punkte).
Betrachte auf U C R™ die Riemannsche Metrik g;; = exp(2A)d;; mit A € C?(U). Zeigen
Sie folgende Aussagen:

(a) Agu = exp(—2X)(Au+ (n — 2)(Du, DX)).
(b) Aexp(”T_Q/\) =0 = Aju= exp(—%ﬂ/\)A (exp(”T_Q)Qu).

(c) Fiir ¢: R*\ {0} — R™\ {0}, ¢(z) = =/||z||, und ¢ die durch ¢ induzierte Riemann-
sche Metrik auf (R™\ {0}, (-, -)), folgt die Formel von Kelvin:

(Av) 0 ¢ = ||z|" A (HxHQ*nu) fir u =vo¢.

Aufgabe 4 (4 Punkte).
Betrachten Sie fiir 0 < 7 < 1 den Torus
T, = {(z0) € R x R? | ||2]* = 2, o] * = 1 = }.

Zeigen Sie, dass T} eine kompakte 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R* ist, und
berechnen Sie den Flicheninhalt von 7.



