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Aufgabe 1 (4 Punkte).
Der Schwerpunkt einer λn-messbaren, beschränkten Menge B ⊂ Rn mit λn(B) ̸= 0 ist
gegeben durch

x = 1
λn(B)

∫
B

x dλn(x).

(a) Zeigen Sie, dass x das Integral I(y) :=
∫

B ∥x − y∥2 dλn(x) minimiert.
(b) Berechnen Sie den Schwerpunkt des Kugeloktanten

B :=
{

(x, y, z) ∈ B(0, 1)
∣∣∣ x, y, z ≥ 0

}
.

(c) Es sei B ⊂ R+ × R beschränkt und λ2-messbar. Betrachten Sie
A :=

{
(x, y, z) ∈ R3

∣∣∣ (
√

x2 + y2, z) ∈ B
}

und zeigen Sie

λ3(A) = 2πyλ2(B),

wobei (y, z) der Schwerpunkt von B ist.

Aufgabe 2 (4 Punkte).
Seien k, ω > 0. Beweisen Sie, dass die Länge der durch die Gleichung

x2 + y2

1 + (kω)2 = 1
ω2

anngegebenen Ellipse in R2 gleich der Länge der Sinusoide

y = k sin ωx

zwischen den Punkten (0, 0) und (2π
ω , 0) ist.
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Aufgabe 3 (4 Punkte).
Betrachte auf U ⊂ Rn die Riemannsche Metrik gij = exp(2λ)δij mit λ ∈ C2(U). Zeigen
Sie folgende Aussagen:
(a) ∆gu = exp(−2λ)(∆u + (n − 2)⟨Du, Dλ⟩).

(b) ∆ exp
(

n−2
2 λ

)
= 0 =⇒ ∆gu = exp

(
−n+2

2 λ
)
∆

(
exp

(
n−2

2 λ
)
u

)
.

(c) Für ϕ : Rn \{0} → Rn \{0}, ϕ(x) = x/∥x∥2, und g die durch ϕ induzierte Riemann-
sche Metrik auf (Rn \ {0}, ⟨·, ·⟩), folgt die Formel von Kelvin:

(∆v) ◦ ϕ = ∥x∥n+2∆
(
∥x∥2−nu

)
für u = v ◦ ϕ.

Aufgabe 4 (4 Punkte).
Betrachten Sie für 0 < r < 1 den Torus

Tr :=
{

(z, w) ∈ R2 × R2
∣∣∣ ∥z∥2 = r2, ∥w∥2 = 1 − r2

}
.

Zeigen Sie, dass Tr eine kompakte 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R4 ist, und
berechnen Sie den Flächeninhalt von Tr.


