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Aufgabe 1.
Seien m ∈ N, I ⊂ R ein offenes Intervall und ϕ ∈ C1(I, (0, ∞)). Definiere

V = { (x, t) ∈ Rm × R | t ∈ I, ∥x∥2 ≤ ϕ(t) }

sowie M = ∂V ∩ (Rm × I).
(a) Zeigen Sie, dass M eine C1-Hyperfläche ist (bzw. C1-Untermannigfaltigkeit).
(b) Für x ∈ M berechnen Sie die Normale bei x an M .
(c) Geben Sie eine Formel für das Oberflächenmaß µM (M) an.
(d) Gabriels Horn ist die Fläche M in der Situation m = 2, I = (1, ∞) und ϕ(t) = t−1,

t ∈ I. Zeigen Sie, dass die Oberfläche von M unendlich groß, aber das Volumen von
V endlich ist.

Aufgabe 2.
Berechnen Sie die folgenden Oberflächenintegrale
(a)

∫
M y2z dµM (x, y, z), wobei M = ∂B(0, 1) ⊂ R3.

(b)
∫

S(x2 + y2) dµS(x, y), wobei S =
{

(x, y, z) ∈ R3 ∣∣ 3 ≤ z ≤ 6, z2 = 3(x2 + y2)
}
.

Sei f : B(0, 1) → R integrierbar.

(c) Zeigen Sie die Formel
∫

B(0,1) f dλm =
∫ 1

0

(∫
∂B(0,r) f dµ

)
dr.

(Gehen Sie dabei in Ihrer Lösung auf die folgende Frage ein: Ist f für jedes r ∈ (0, 1)
auf ∂B(0, r) integrierbar, und falls nicht, wie ist dann die rechte Seite der Formel
zu verstehen?)

Aufgabe 3.
(a) Berechnen Sie das Oberflächenintegral∫

∂V
⟨f, ν⟩ dµ,

wobei f : R3 → R3; f(x, y, z) = (−x2yz, xy2z, z) und V = [0, 1]3.
(b) Seien m ∈ N, B(0, 1) ⊂ Rm und A ∈ Rm×m. Berechnen Sie

∫
∂B(0,1)⟨Ax, x⟩ dµ(x).
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Aufgabe 4.
Berechnen Sie für V :=

{
(x, y, z) ∈ R3 ∣∣ x, z > 0, y < 0, x2 + y2 + z2 < 1

}
das Integral∫

V
(xy + yz + xz) d(x, y, z)

(a) mit dem Gaußschen Integralsatz,
(b) direkt.

Aufgabe 5.
Sei H =

{
x ∈ R3 ∣∣ x3 ≤ 0

}
die untere Halbebene. Sei V ⊂ H offen und beschränkt mit

dünnsingulärem C1-Rand sowie p(x) = x3ν(x) für x ∈ ∂V . Berechnen Sie (komponen-
tenweise) das Oberflächenintegral

F =
∫

∂V
p dµ.

(Interpretation: H ist mit einer Flüssigkeit der Dichte 1 gefüllt, p(x) ist der Druck auf
V an der Stelle x und F ist die daraus resultierende Auftriebskraft auf den Körper V .
Dieser Zusammenhang wird Archimedisches Prinzip genannt. Dünnsingulärer C1-Rand
bedeutet hier, dass der Rand bis auf eine vernachlässigbare Menge an Singularitäten C1

ist.)


