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Aufgabe 1 (1+1+1+1 Punkte).
Seien (X, A, µ) ein Maßraum und Aj ∈ A, j ∈ N. Wir definieren

lim inf
j→∞

Aj =
∞⋃

k=1

∞⋂
j=k

Aj , lim sup
j→∞

Aj =
∞⋂

k=1

∞⋃
j=k

Aj .

Zeigen Sie die folgenden Aussagen.
(a) lim inf

j→∞
Aj ∈ A, lim sup

j→∞
Aj ∈ A.

(b) µ

(
lim inf

j→∞
Aj

)
≤ lim inf

j→∞
µ(Aj).

(c) Falls µ
(⋃∞

j=m Aj

)
< ∞ für ein m ∈ N, dann gilt µ

(
lim sup

j→∞
Aj

)
≥ lim sup

j→∞
µ(Aj).

(d) Ist die Voraussetzung µ
(⋃∞

j=m Aj

)
< ∞ in (c) notwendig?

Aufgabe 2 (4 Punkte).
Seien X = [0, 1] und A = P(X). Zeigen Sie, dass es kein Wahrscheinlichkeitsmaß auf A
gibt, welches nur die Werte 0 und 1 annimmt und bei dem für jedes x ∈ X die Menge
{x} Maß 0 hat.

Aufgabe 3 (4 Punkte).
Finden Sie einen Maßraum (X, A, µ) und Funktionen f, g : X → R so, dass f A-messbar
ist, g nicht A-messbar ist, und f = g µ-f.ü. auf X.

Aufgabe 4 (4 Punkte).
Sei (X, A) ein messbarer Raum und sei fn : X → R eine Folge A-messbarer, numerischer
Funktionen. Zeigen Sie, dass { x | fn(x) konvergiert } ∈ A.


