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Aufgabe 1 (4 Punkte).
Sei (X, .A) ein messbarer Raum, D € A, f,g: D — R A-messbar und sei a € R. Zeigen
Sie, dass dann auch die folgenden Funktionen auf ihren Definitionsbereichen, die in A
liegen, A-messbar sind:

f+ g, f=, max(f,g), min(f,g),|f|, fg, f/9g-

Aufgabe 2 (24+1+1 Punkte).
Die Funktionen u: R™ — RF f: R™** — R! und ¢g: R™ — R seien jeweils Borel-
messbar.

(a) Zeigen Sie die B1-Bi-Messbarkeit der Funktion h: R — R gegeben durch

e

(b) Zeigen Sie, dass ¢: R™ — RY; ¢(z) = f(z,u(z)), Borel-messbar ist.
(c) Zeigen Sie, dass ¢: R™ — R;¢(x) = sign(g(x)), Borel-messbar ist. (Dabei ist
sign: R — R durch sign(t) = t/|¢| fir ¢ # 0 und sign(0) = 0 erklart.)

Aufgabe 3 (143 Punkte).

Sei f € R — R eine Funktion. Zeigen Sie: Wenn f monoton ist, dann ist f Bi-Bi-

messbar.

Mogliche Vorgehensweisen.

(a) Untersuchen Sie die Mengen {f > a} fir a € R.

(b) Zeigen Sie, dass die Menge der Unstetigkeitsstellen einer monotonen Funktion héchs-
tens abzdhlbar ist. Zeigen Sie dann, dass jede Funktion mit hochstens abzéhlbar
vielen Unstetigkeitsstellen Borel-messbar ist.

Aufgabe 4 (242 Punkte).
Sei X eine iiberabzédhlbare Menge. Fiir A € X definieren wir 7(A) = 0, falls A abzéhlbar
ist, und y(A) = 1, falls A tiberabzahlbar ist.

(a) Zeigen Sie, dass v ein dufleres Mafl auf X ist.
(b) Zeigen Sie, dass gilt M(v) = A, wobei

A:={AC X | Aabzidhlbar oder X \ A abzdhlbar }.



