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Aufgabe 1 (6 Punkte).
Sei (a, b) ⊂ I ⊂ [a, b] ein Intervall in R. Dann definieren wir die Mengenfunktion vol1
auf den Intervallen durch

vol1(I) := (b − a) ≥ 0,

Zeigen Sie, dass auch für jedes Intervall (a, b) ⊂ I ⊂ [a, b] vol∗1(I) = vol1(I) gilt, wobei
vol∗1 das von vol1 induzierte äußere Maß bezeichnet.

Aufgabe 2 (4 Punkte).
Analog zu äußeren Maßen wollen wir nun innere Maße definieren. Sei vol∗1 das äußere
Maß aus Aufgabe 1, und für A ⊂ R sei das innere Maß vol1,∗ : P(R) → [0, ∞] definiert
durch

vol1,∗(A) := sup{ vol∗1(D) − vol∗1(D \ A) | D ⊂ R, vol∗1(D \ A) < ∞ }.

Zeigen Sie, dass für A ∈ M(vol∗1) gilt vol1,∗(A) = vol∗1(A).

Bemerkung: das äußere Maß versucht die Menge A durch eine Überdeckung von Inter-
vallen zu messen, das Maß der Menge wird im Prinzip von außen an A approximiert. Das
innere Maß hingegen versucht die Menge D \ A von außen zu approximieren und liefert
dadurch eine Approximation an A von innen. Dies ähnelt den Ober- und Untersummen
des Riemann-Integrals. Die Mengen, für die das äußere und innere Maß übereinstimmen,
nehmen eine ausgezeichnete Rolle ein, denn das sind genau unsere messbaren Mengen.

Aufgabe 3 (2 Punkte).
Sei A ⊂ R abzählbar. Zeigen Sie, dass A eine vol∗1-Nullmenge ist.

Aufgabe 4 (4 Punkte).
Sei (µn)n eine isotone Folge von Prämaßen auf einem Ring R, d.h. µn(A) ≤ µn+1(A) für
alle A ∈ R und alle n ∈ N. Zeigen Sie, dass µ∞(A) := limn→∞ µn(A) ein Prämaß auf R
definiert.


