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Aufgabe 1 (4 Punkte).

In der Vorlesung haben wir gesehen, dass gilt:

Sei X eine Menge und sei u ein dufleres Mafl auf X. Durch die Einschrénkung von p
auf die o-Algbera M(pu) der p-messbaren Mengen erhalten wir ein vollstandiges Mafl
A = M(p)- Umgekehrt kénnen wir ein gegebenes MaB A auf einer o-Algebra A C P(X)

mit der Carathéodory-Fortsetzung zu einem reguliren duferen Mafl A¢ auf X fortsetzen.
Dann sind die durch Einschrankung bzw. Fortsetzung gegebenen Abbildungen zwischen
den o-endlichen, reguldren dufleren Maflen und den c-endlichen, vollstdndigen Maflen
auf X zueinander invers und damit insbesondere bijektiv.

Gilt diese Aussage auch noch, falls man jeweils eine der Eigenschaften regulér, o-endlich
bzw. vollstdndig weglésst?

Aufgabe 2 (242 Punkte).
Fir A, B C X definieren wir die symmetrische Differenz AAB durch

AAB = (A\B)U(B\A)=(AUB)\ (AN B),
d.h. AAB enthélt die x aus X, welche entweder in A oder in B liegen.

(a) Zeigen Sie, dass P(X) versehen mit der symmetrischen Differenz A als Addition und
der Durchschnittsbildung N als Multiplikation, ein kommutativer Ring (im Sinner
der Algebra) mit Nullelement () und Einselment X ist.

(b) Sei R C P(X). Zeigen Sie die Aquivalenz der beiden Aussagen

(i) R ist ein ring iber X (im Sinne der Vorlesung), d.h. § € R und A,B € R
impliziert A\ B, AUB € R.
(ii) R ist ein Unterring von (P(X),A,N) (im Sinne der Algebra), d.h. ) € R und
A, B € R impliziert AAB, AN B € R.
Dies rechtfertigt den Namen “Ring” in der Vorlesung.

Aufgabe 3 (8 Punkte).
Fiir eine Menge () # U C R"™ ist der Durchmesser von U gegeben durch diamU =
sup, yep |¢ — y| und wir setzen diam ) := 0. Fiir § > 0 sei

A= {ACR"|diamA < §}



und fiir s € [0, 00) seien die Mengenfunktionen A4 5: A° — [0, 00| definiert durch
diam A)*  fir A# 0
A5,6(*’4) = ( ) . 7&
0 fir A=10
(dabei verwenden wir die Konvention 0° := 1). Sei H3 fiir alle A C R™ definiert durch

Hi(A mf{Z)\s(s

€N ieEN

Ac 44 6A5V16N}

Zeigen Sie

(a) Fiir jedes s > 0 und jedes A C R™ ist die Funktion (0,00) 3 6 — H3(A) monoton
fallend. Damit ist H*(A) = lims_,o H35(A) = sups-o Hi(A) € [0, 00] wohldefiniert
und heifit das s-dimensionale Hausdorff-Maf$ von A.

) H®: P(R™) — [0,00], A — H*(A) ist ein duBeres Maf.

) ’HO ist das Zahlmaﬁ

) Ist 6 > 0 und s < ¢ < oo, so gilt fiir alle A C R™: H5(A) < 5" 5H5(A).

e) Sei A C R"™ mit H*(A) < oo. Dann gilt H!(A) = 0 fiir alle s < ¢ < co. Die Zahl

dimg(A) :==inf{s > 0| H*(A) = 0} heifit die Hausdorff-Dimension von A.
(f) Fir A € B C R” gilt dimg(A) < dimg(B) und fiir alle abzdhlbaren A C R™ gilt
(g) Die Cantormenge C ist die Menge aller reellen Zahlen in [0, 1], die eine triadische
Entwicklung nur mit den Ziffern 0 und 2 erlaubt.

(b

(c
(d
(

C={0.kiky... .= k;377: k; € {0,2} fiir alle j}
j=1
Fiir C gilt die Abschéitzung
1
3 <H(C) <1,

. Damit folgt, dass C' die Hausdorff-Dimension iOgZ hat.

wobei § = 1og2




