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Aufgabe 1 (242 Punkte).

Sei —00 < a<b<oound f € C([a,b]).

(a) Sei E = {z € (a,b) | f'(x) =0}. Zeigen sie, dass f(FE) eine Lebesgue-Nullmenge
ist.
Hinweis: Sie konnen Lemma 6.16 aus dem Riizicka Skript verwenden.

(b) Sei G:={x € a,b] | f(x) =0} und H :={x € [a,b] | f(x) =0, f'(x) =0}. Zeigen
Sie, dass G\ H eine Lebesgue-Nullmenge ist.
Hinweis: Zeigen Sie, dass A, = {x € (a,b) ’ f(x)=0,]f"(z)| > %} nur endlich
viele Elemente enthéalt.

Aufgabe 2 (2+2 Punkte).

Sei f: R? — R und wir setzen p := A2 o f~!, wobei

lo x, ,  (x, 0,
f@,y) ::{ gl 9)ll1), ( y)f
—00, ($ay) - Y
(a) Zeigen Sie, dass f B2-Bl-messbar ist.
(b) Berechnen Sie p([a,b)), fir —oo < a < b < 0.

Aufgabe 3 (4 Punkte).
Begriinden Sie, dass A == { (z,y,2) € R® | |[(2,v,2)| . <5, [(z,y)|l,, > 1} messbar (d.h.
A € B3) ist und berechnen Sie A\3(A).

Aufgabe 4 (2+2 Punkte).
Sei m € N. Die Menge der Lebesgue-Nullmengen ist definiert durch

N ={MCR"|INeB" : \"(N)=0und M C N }.
Man kann die Lebesguesche o-Algebra definieren durch
L ={BUM|BeB" MecN™}.

(a) Zeigen Sie, dass L™ eine o-Algebra auf R™ ist.
(b) Man kann nun das Lebesgue-Maf3 auch auf den Borelmengen B™ definieren und auf
L™ erweitern durch

p: L™ — [0, 00], u(A) = X(B), wobei A= BUM mit Be B™ und M € N"™.
Zeigen sie, dass p eine wohldefinierte Abbildung ist und ein Maf3 auf £ definiert.



