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Aufgabe 1 (4 Punkte).
Im Folgenden bezeichne λn das Lebesguemaß.
(a) Sei T ein offenes Dreieck in R2. Zeigen Sie, dass λ2(T ) = sh

2 , wobei s die Länge einer
beliebig gewählten Seite ist und h die Höhe des Dreiecks bezüglich dieser Seite ist.

(b) Sei A ⊂ R2 konvex, int(A) ̸= ∅ und λn(A) < ∞. Zeigen sie, dass A beschränkt ist.
Tipp: Setzen Sie voraus, dass A unbeschränkt ist und finden sie eine Folge von in
A enthaltenen Dreiecken mit wachsendem Lebesguemaß.

(c) Finden Sie eine unbeschränkte offene Menge G ⊂ Rn mit λ2(G) < ∞.

Aufgabe 2 (8 Punkte).
Sei A ⊂ Rn konvex und beschränkt, mit 0 ∈ int(A). Zeigen Sie das Folgende:
(a) int(A) ⊂

⋃
k≥2

((
1 − 1

k

)
A

)
.

(b) Es existiert ein δ > 0 so, dass für alle k ∈ N, k ≥ 2, und alle x ∈
(
1 − 1

k

)
A gilt

B(x, δ
k ) ⊂ int(A).

(c) int(A) ⊃
⋃

k≥2

((
1 − 1

k

)
A

)
.

Tipp: Approximieren Sie x ∈
(
1 − 1

k

)
A durch Punkte aus

(
1 − 1

k

)
A und nutzen

Sie (b).
(d) λn(A) = λn(int(A)).
(e) ∂A ist λn-messbar mit λn(∂A) = 0.
(f) A ist λn-messbar.
(g) Finden Sie eine λn-Nullmenge B ⊂ Rn mit λn(∂B) = ∞.
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Definition.
Für einen Maßraum (X, A, µ) und messbare Funktionen f , (fn)n∈N : X → K, heißt die
Funktionenfolge (fn)n∈N konvergent im Maß gegen f , wenn für alle ε > 0 gilt, dass

lim
n→∞

µ ({ x ∈ X | |fn(x) − f(x)| ≥ ε }) = 0

ist. Man schreibt dann fn
µ→ f .

Aufgabe 3 (4 Punkte).
Sei (X, A, µ) ein Maßraum. Seien f, g, fn, n ∈ N, µ-messbar und µ-fast überall endlich
mit fn

µ→ f und fn
µ→ g im Maß.

(a) Zeigen Sie, dass für jedes n ∈ N und λ ≥ 0 gilt
{|f − g| > λ} ⊂ {|fn − g| > λ/2} ∪ {|fn − f | > λ/2} ∪ N,

wobei N ∈ A eine µ-Nullmenge ist.
(b) Zeigen Sie, dass gilt f = g µ-fast überall.


