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Aufgabe 1 (4 Punkte)
Sei H ein Hilbertraum mit Skalarprodukt (·, ·)H und induzierter Norm ‖·‖H . Zeigen Sie, dass
für alle u ∈ H gilt:

‖u‖H = sup
v∈H\{0}

(u, v)H

‖v‖H

= sup
v∈H

‖v‖H=1

(u, v)H .

Aufgabe 2 (Betragsfunktion) (4 Punkte)
Sei u(x) = |x| für x ∈ ]−1, 1[. Zeigen Sie, dass u ∈ H1 (]−1, 1[) \H2 (]−1, 1[).

Aufgabe 3 (Schwaches Maximumprinzip) (4 Punkte)
Sei Ω ⊂ Rn ein beschränktes Gebiet und u ∈ H̊1(Ω) eine schwache Lösung von

−∆u ≤ 0 in Ω,

d.h. für alle ϕ ∈ H̊1(Ω), ϕ ≥ 0 f.ü. gilt:∫
Ω
∇u · ∇ϕ dx ≤ 0.

Zeige Sie, dass u ≤ 0 f.ü. in Ω.

Aufgabe 4 (Bilineare Elemente) (4 Punkte)
Sei R̄ := [−1, 1]2 mit den Eckpunkten a1, . . . , a4 ∈ R2. Weiter sei R ⊂ R2 ein beliebiges Viereck
mit Eckpunkten a1, . . . , a4 ∈ R2. Zeigen Sie:

(a) Es existiert genau eine bilineare Abbildung F : R̄→ R, d.h.

F (x) = c0 + c1x1 + c2x2 + c3x1x2 mit c1, . . . , c4 ∈ R2,

sodass F (ai) = ai, i = 1, . . . , 4.
(b) F ist genau dann affin linear, wenn R ein Parallelogramm ist.
(c) Das Bild von [−1, 1]2 unter F liegt in der konvexen Hülle von a1, . . . , a4.


