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Aufgabe 33 5 Punkte

Sei f ∈ Lp(Ω) ∩ Lq(Ω) mit p, q ∈ [1,∞]. Sei r zwischen p und q, dann gilt
1
r

= 1−θ
p

+ θ
q

für ein θ ∈ [0, 1]. (Hierbei gilt die Konvention 1/∞ = 0.) Zeigen

Sie, dass f ∈ Lr(Ω) und

‖f‖r ≤ ‖f‖
1−θ
p ‖f‖θq.

Dies ist die verallgemeinerte Hölder’sche Ungleichung. Tipp: Nutzen Sie die
klassiche Hölder’sche Ungleichung und |f | = |f |θ|f |1−θ.

Aufgabe 34 6 Punkte

Sei 1 ≤ p < q <∞.

(a) Zeigen Sie, das L1(Ω) ∩ L∞(Ω) dicht in Lp(Ω) ist.

(b) Zeigen Sie, dass {f ∈ Lp(Ω) ∩ Lq(Ω) : ‖f‖q ≤ 1} abgeschlossen in Lp(Ω)
ist.

(c) Sei fn ∈ Lp(Ω) ∩ Lq(Ω) und sei f ∈ Lp(Ω). Weiterhin gelte fn → f in
Lp(Ω) mit supn ‖fn‖q ≤ C. Sei r zwischen p und q mit r 6= q. Zeigen
Sie, dass f ∈ Lr(Ω) und fn → f in Lr(Ω). Tipp: Aufgabe 33.

Aufgabe 35 5 Punkte

Sei Ω ⊂ Rd offen und beschränkt.

(a) Sei f ∈ L∞(Ω). Zeigen Sie, dass limp→∞ ‖f‖p = ‖f‖∞.
Tipp für

”
≤“: Aufgabe 33.

(b) Sei f ∈
⋂

1≤p<∞ L
p(Ω). Weiterhin sei sup1≤p<∞ ‖f‖p < ∞. Zeigen Sie,

dass f ∈ L∞(Ω) ist. Tipp: Betrachten Sie zunächst fN := fχ{|f |≤N}.

(c) Konstruieren Sie eine Funktion
⋂

1≤p<∞ L
p(0, 1) derart, dass f 6∈ L∞(0, 1).

Aufgabe 36 4 Punkte

Sei 1 ≤ p < ∞ und un, u ∈ Lp(Ω) mit un ⇀ u schwach in Lp(Ω). Weiterhin
gelte un → v fast überall. Zeigen Sie, dass u = v gilt.

Tipp: Zeigen Sie zunächst mit Hilfe des Lemmas von Fatou, dass v ∈ Lp(Ω)
gilt und v fast überall endlich ist. Sei nun Ek := {x ∈ Ω : supn≥k |un(x)| ≥ k}
für k ∈ N. Zeigen Sie |∩kEk| = 0 und limk→∞ |Ek| = 0. Benutzen Sie domi-
nierte Konvergenz auf die Funktion unwχΩ\Ek

für ein beliebiges w ∈ Lp′
(Ω),

1
p

+ 1
p′ = 1. Folgern Sie, u = v fast überall auf Ω \ Ek.


