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Definition: Seien X, Y Banachräume und sei T : X → Y ein linearer
Operator. T heißt kompakt, wenn T stetig ist und beschränkte Mengen auf
relativ kompakte Mengen abbildet. T heißt vollstetig, wenn T stetig ist und
schwach konvergente Folgen auf stark konvergente Folgen abbildet.

Aufgabe 42 5 Punkte

Seien H1 und H2 Hilberträume und T : H1 → H2 ein linearer Operator.
Zeigen Sie, das T genau dann kompakt ist, wenn T vollstetig ist.
Tipp

”
⇒“: Lineare, stetige Operatoren bilden schwach konvergente Folgen

auf schwach konvergente Folgen ab.

Aufgabe 43 3+3 Punkte

Sei Ω ⊂ Rn offen und beschränkt. Für K ∈ L2(Ω× Ω) definieren wir

(Kf)(x) :=

∫
Ω

K(x, y)f(y) dy.

(a) Zeigen Sie, dass K : L2(Ω) → L2(Ω) für K ∈ C(Ω× Ω) kompakt ist.
Tipp: Zeigen mit Hilfe von Arzela-Ascoli, dass K : L2(Ω) → C(Ω)
kompakt ist

(b) Zeigen Sie, dass K : L2(Ω)→ L2(Ω) für K ∈ L2(Ω× Ω) kompakt ist.
Tipp: Approximation.

Aufgabe 44 5 Punkte

Seien X1, X2, X3 Banachräume, K ∈ K(X1, X2) und T ∈ L(X2, X3). Ferner
sei T injektiv. Zeigen Sie, dass es zu jedem ε > 0 ein Cε > 0 gibt so, dass

‖Kx‖X2
≤ ε ‖x‖X1

+ Cε ‖TKx‖X3

für alle x ∈ X1. Tipp: Beweis durch Widerspruch.

Aufgabe 45 4 Punkte

Zeigen Sie, dass jeder unendlichdimensionale, separable Hilbertraum H iso-
metrisch isomorph zu l2 ist.


