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Aufgabe 7 6 Punkte

Sei X ein Banachraum und sei E ⊂ X ein abgeschlossener Untervektorraum.
Dann ist X/E ein Vektorraum.

(a) Zeigen Sie, dass
∥∥x̂∥∥

X/E
:= infy∈E ‖x− y‖X eine Norm auf X/E defi-

niert. Dies ist die Quotientennorm.

(b) Zeigen Sie, dass X/E (versehen mit der Quotientennorm) ein Banach-
raum ist.

Aufgabe 8 6 Punkte

Sei V ein normierter Vektorraum und g : V → R ∪ {∞}. Zeigen Sie:

(a) g ist unterhalbstetig genau dann, wenn epi(g) abgeschlossen ist.

(b) g ist unterhalbstetig genau dann, wenn {x ∈ V : g(x) > λ} für alle
λ ∈ R offen ist.

(c) g ist konvex genau dann, wenn epi(g) konvex ist.

(d) Sei gj : V → R ∪ {∞}, j ∈ J , eine Familie unterhalbstetiger Funktio-
nen. Dann ist g := supj∈J gj (punktweise definiert) unterhalbstetig.

Aufgabe 9 5 Punkte

Sei X ein Banachraum und ϕ : X → R eine konvexe Funktion. Ferner sei A
ein linearer Teilraum und L : A→ R ein lineares Funktional mit

L(x) ≤ ϕ(x) für alle x ∈ A.

Zeigen Sie, dass es eine Fortsetzung L̃ : X → R von L gibt mit

L̃(x) ≤ ϕ(x) für alle x ∈ X.

Tipp: Benutzen Sie für die Elementarfortsetzung

λa+ µb

λ+ µ
=
λ(a+ 1

λ
x) + µ(b− 1

µ
x)

λ+ µ

mit a, b ∈ A, x ∈ X und λ, µ > 0 und die Konvexität von ϕ.

Aufgabe 10 3 Punkte

Sei V ein normierter Vektorraum und u ∈ V mit u 6= 0. Dann existiert ein
f ∈ V ∗ mit ‖f‖V ∗ = ‖u‖V und 〈f, u〉 = ‖u‖2V . Sei zusätzlich ‖ · ‖V ∗ strikt
konvex, d.h. aus ‖f0‖V ∗ = ‖f1‖V ∗ = 1, f0 6= f1 folgt ‖(1− t)f0 + tf1‖V ∗ < 1
für alle t ∈ (0, 1). Zeigen Sie, dass f eindeutig bestimmt ist.


