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Mit anderen Worten, es ist

lim f(z) = b lim fl(=00,a)(z) = b,

wobei f|(—o0,a) die Einschrinkung von f auf (—oo,a) ist. Entsprechendes gilt
fur lim,\ ,. Jetzt ist auch klar, daf§ sich die Sétze (11.1) und (11.2) sinngemés
auf diese ,linksseitigen“ und , rechtsseitigen” Grenzwerte iibertragen lassen.

Definition. Sei f : D — R eine Funktion und a ein Haufungspunkt von D. Man
schreibt

lim f(z) = o0

r—a

SVeeRY I eRY Vee D\ {a}: (Jlzr—a| <d= f(z)> ).
Analog definiert man lim,_,, f(x) = —oo, lim, ~, f(z) = oo, w.s.w.

Definition. Sei f : D — R eine Funktion und D nicht nach oben beschrankt. Man
schreibt

lim f(z) =10

T—00

SVeeRY JceRVzeD: (z>c=|f(z)—bl <e).

Analog definiert man lim,_,_ f(z) = b, lim, ., f(z) = oo, u.s.w.

Beispicle. Sei D := R\ {0}, f : D — R definiert durch z — <. Dann ist

lim () = =00, lim f(2) = o0,

Mit demselben D sei f: D — R definiert durch z — x—12 Dann ist

lim f(z) = oo.

x—0
Sei p : R — R eine Polynomfunktion, das heifit

mit gegebenen Zahlen a,,...,aq € R. Sei etwa a,, > 0. Dann gilt (fiir n > 1)

lim p(x) = oo,

T— 00

‘ oo, wenn n gerade ist,

lim p(z) = .
z——00 —o00, wenn n ungerade ist.
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Dies liest man sofort an der fiir z # 0 giiltigen Darstellung

+ 5 -+
X Ay, X Apx"”

Uy oy a
p(ﬂﬂ):anx”<1+ : 24 0)

ab.
Stetigkeit

Die am Anfang dieses Paragraphen intuitiv erlduterte Stetigkeit einer Funktion
148t sich nun bequem mit Hilfe des Grenzwertbegriffes formulieren. Wir ziehen
aber zunéchst eine dquivalente Definition vor.

Definition. Sei f : D — R eine reelle Funktion und a € D. Die Funktion f heifit
stetig in a, wenn zu jedem € € RT ein § € Rt existiert mit

|f(z) — f(a)| <e furallexz e D mit|z—al <.
Also kurz: f ist stetig in a <

Vee R" 30 e RT Ve e D: (Jz—a| <d=|f(x) — fla)] <e).

In gleichwertiger Weise konnen wir die Stetigkeit nun mit Verwendung des Grenz-
wertbegriffs ausdriicken, wie sich unmittelbar aus den Definitionen ergibt.

(11.3) Satz. Sei f : D — R eine Funktion und a € D ein Haufungspunkt von D.
Dann gilt
f stetigin a < lim f(z) = f(a).

r—a

BEMERKUNG. Der Fall, dal a € D, aber a nicht Haufungspunkt von D ist (a
heifit dann isolierter Punkt von D), kann aufler Betracht bleiben, da offenbar jede
reelle Funktion in jedem isolierten Punkt ihres Definitionsbereiches stetig ist.

Unmittelbar aus (11.3) und (11.1) erhalten wir:

(11.4) Satz. Die Funktion f : D — R ist in a € D genau dann stetig, wenn fir
jede Folge (,)nen n D mit lim, .. x, = a gilt: lim, ., f(x,) = f(a).

Hieraus ergibt sich unmittelbar, daff Summen und Produkte von stetigen Funk-
tionen stetig sind. Fiir Funktionen f,¢g: D — R sind f + g und fg erklart durch

(f+9)(z) = f(z)+g(z) und (fg)(x) := f(x)g(zx) fir alle z € D.

(11.5) Satz. Seien f,g: D — R ina € D stetig. Dann sind die Funktionen f + g
und fg in a stetig. Ist f(a) # 0, so existiert eine Umgebung U von a mit f(z) # 0
firx e UN D, und 1/ f|U N D ist stetig in a.
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Beweis. Dies ergibt sich sofort aus (11.4) und den Rechenregeln fiir Grenzwerte
in (7.3). Die Existenz von U folgt unmittelbar aus der Definition der Stetigkeit.
|

Bei Stetigkeitsbeweisen kann man wahlweise diejenige der dquivalenten Formu-
lierungen benutzen, die gerade am bequemsten ist.

Beispiele.

Zum Nachweis der Stetigkeit in a einer Funktion f : D — R ist, wenn wir unmit-
telbar die gewéhlte Definition verwenden wollen, zu zeigen, dafl zu gegebenem
e € RT ein § € R existiert mit

re€DAN|z—al<d = |f(z)— fla)] <e.
Wir geben im folgenden, soweit moglich, zu vorgegebenem e ein solches ¢ explizit
an.
1) Konstante Funktionen: ¢ beliebig.
2) idg : R — R mit  — =z, z.B. §=e
3) Hieraus und aus (11.5) folgt, dafl jede rationale Funktion stetig ist. Hierunter
versteht man eine Funktion f : D — R der Form f(z) = % fir « € D, wobei
p,q Polynomfunktionen sind und D := {x € R | ¢(z) # 0} ist.
4) \/:RSF—MRSF, T/,
1. Fall: @ = 0. Wihle z.B. § = €%
2. Fall: @ > 0. Wihle z.B. § = €y/a, denn es ist

VE = val =

[z —a| _ |z —d

NZERVIEN

5) abs : R = R, z — |z]

d = € leistet das Gewiinschte wegen ’|x| —lal| < |z —al

6) Die Exponentialfunktion: Nach (9.2) gilt
le® — 1| < 2|z| fiir |2] < 1, also
le® — et =" — 1] < e - 2|z —al.
Daher leistet § := min{1, ;5 } das Gewiinschte.
Nun zwei unstetige (d.h. in mindestens einem Punkt nicht stetige) Funktionen:
7) Definiere
0, wenn z < 0

f(x) 12{ fiir z € R.

1, wenn x > 0
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Diese Funktion ist offenbar genau in 0 unstetig.

8) Die durch
1, wenn z € Q

J(x):= {0, wenn x € R\ Q

definierte sog. Dirichlet-Funktion ist offenbar in jedem Punkt a € R unstetig.
Denn in jeder Umgebung einer reellen Zahl liegen rationale und irrationale Zahlen.

Verschiedene dquivalente Formulierungen der Stetigkeit sind fiir die Anwendun-
gen zweckméfig. Zundchst eine besonders einprégsame unter Verwendung des
Umgebungsbegriffes:

(11.6) Satz. Die Funktion f : D — R ist in a € D genau dann stetig, wenn zu
jeder Umgebung V von f(a) eine Umgebung U von a existiert mit f(UND) C V.

Beweis. ,=*“: Sei f stetig in a. Sei V' eine Umgebung von f(a). Dann existiert
ein € € RT mit U (f(a)) C V. Zu diesem € gibt es nach Voraussetzung ein 6 € R*
mit

|f(z) — f(a)] < e fiirallex € D mit |z —a| <.

Setze U := Us(a). Dann gilt f(UN D) C V. In der Tat, sei y € f(U N D), also
y = f(z) mit z € UND. Wegen z € Us(a) gilt |z —a| < 0, also |f(z) — f(a)] <,
dh.y= f(z) € U(f(a)) C V.

»<=“: Zu jeder Umgebung V von f(a) gebe es eine Umgebung U von a mit f(UN
D) C V. Seie € R gegeben. Zu V := U.(f(a)) existiert nach Voraussetzung eine
Umgebung U von a mit f(U N D) C V. Es gibt ein 6 € R mit Us(a) C U. Sei
jetzt € D und |z — a|] < §. Dann ist « € Us(a) C U, also f(z) € f(UN D) C
V = U.(f(a)), db. | f(z) — f(a)| < e .

Mit dieser Formulierung der Stetigkeit ist bequem zu arbeiten. Hierfiir ein Bei-
spiel.

(11.7) Satz. Sei f : D — R stetig in einem a € D, seig: D' — R mit f(D) C D’
stetig in f(a). Dann ist g o f stetig in a.

Beweis. Wir benutzen (11.6). Sei W eine Umgebung von (go f)(a) = g(f(a)). Da
g stetig in f(a) ist, existiert eine Umgebung V' von f(a) mit g(V N D’) C W. Da
f stetig in a ist, existiert eine Umgebung U von a mit f(U N D) C V. Also gilt
(go FYUND)=g(f(UND))Ccg(VND)CW. H

Schlieflich wird noch naheliegenderweise definiert:
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Definition. Die Funktion f : D — R heifit stetig, wenn f stetig ist in a fiir alle
a€D.

Die Funktion im siebten der obigen Beispiele hat eine Unstetigkeit von besonders
einfacher Art:

Definition. Die Funktion f : D — R hat in a € D eine Sprungstelle, wenn die
einseitigen Grenzwerte

lim f (z)  und lim f(z)

existieren und verschieden sind.

Ist f eine monotone Funktion, so ist leicht zu sehen, dafl in jedem Punkt a des
Definitionsbereiches die einseitigen Grenzwerte von f(z) fir  / a und = \, a
existieren. Bei einer monotonen Funktion sind die Unstetigkeitsstellen also sémt-
lich Sprungstellen. Hieraus kann man folgern, dafl bei einer monotonen Funktion
hochstens abzéhlbar viele Unstetigkeitsstellen auftreten konnen.

Im iibernéchsten Paragraphen werden wir einige wichtige spezielle Funktionen als
Umkehrfunktionen von gewissen streng monotonen Funktionen einfithren. Nach
Satz (5.1) ist eine streng monotone Funktion injektiv, und die daher existierende
Umkehrfunktion f~! ist ebenfalls streng monoton.

(11.8) Satz. Sei D ein Intervall, f : D — R streng monoton. Dann ist die
Umkehrfunktion f~': f(D) — R stetig.

Beweis. O.B.d.A. sei f streng monoton wachsend, und D enthalte mehr als einen
Punkt. Seien y € f(D) und € € RT vorgegeben. Es gilt y = f(z) fiir ein (eindeutig
bestimmtes) z € D.

1. Fall: z ist nicht Endpunkt des Intervalls D. Dann existiert ein ¢ € Rt mit
¢ <eund [z — €,z + €] CD. Setze

0 :=minfy — f(z —€), f(z+€) -y}

Wegen der strengen Monotonie von f ist § > 0. Sei jetzt y; € f(D), |y1 —y| < 0.
Dann ist

flea—€) <y < flx+¢€)
und daher nach (5.1)

r—d = [l =) < ) < Sk e) = e,

wegen z = f~!(y) also [~ (y1) — [T (y)| <€ < e
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2. Fall: x ist Endpunkt, etwa Maximum, des Intervalls D.

Dann existiert ein € € RT mit ¢/ < eund [x —€,2] C D. Setze 6 :=y— f(x—¢€).
Fir y; € f(D) mit |y3 —y| < 0 gilt f(x — €) < y1 < y, woraus wie oben
[f 7 y1) — [ ()] < e folgt. u

Man beachte, daf§ in (11.8) nicht die Stetigkeit von f vorausgesetzt zu werden
braucht. Andererseits 148t sich selbst bei stetigem f nicht auf die Stetigkeit von
f~1 schliefen, falls der Definitionsbereich von f kein Intervall ist. Dies 1i3t sich
leicht durch Beispiele belegen.

12 Eigenschaften stetiger Funktionen

Wir stellen in diesem Abschnitt einige wichtige Sétze zusammen, die sich auf reelle
Funktionen bezichen, die in ihrem ganzen Definitionsbereich stetig sind. Diese
Satze haben mannigfache Anwendungen. Aus der Stetigkeit einer Funktion lassen
sich besonders dann interessante Folgerungen ziehen, wenn der Definitionsbereich
von spezieller Art ist. Zunéichst betrachten wir kompakte Definitionsbereiche.

(12.1) Satz. Sei D C R kompakt und f : D — R stetig. Dann ist f(D) kompakt.

Beweis. Wir benutzen die durch den Uberdeckungssatz von Heine-Borel (10.8)
und seine Umkehrung (10.9) gegebene Charakterisierung kompakter Mengen.

Sei M eine offene Uberdeckung von f(D). Sei 2 € D. Es gibt eine Menge M € M
mit f(z) € M. Da M Umgebung von f(z) und f stetig ist, konnen wir nach Satz
(11.6) eine offene Umgebung U von x wéhlen mit f(U N D) C M. Das System

{U|UCRoffen, IM e M : f(UND) C M}

ist also eine offene Uberdeckung von D und enthilt daher nach (10.8) eine end-
liche Teiliiberdeckung {Uy,...,U,}. Zu i € {1,...,n} gibt es ein M; € M mit
f(Uin D) C M;. Es gilt f(D) C U, M;, also ist {M;,..., M,} eine endliche
Uberdeckung von f(D). Aus (10.9) folgt die Kompaktheit von f(D). |

(12.2) Satz. Jede auf einer (nichtleeren) kompakten Menge stetige reelle Funktion
nimmt dort ein Mazximum (und analog ein Minimum) an.

Genauer: Ist D C R kompakt und f : D — R stetig, so existieren a,b € D mit
f(a) < f(x) < f(b) fir alle z € D. Der Beweis ergibt sich sofort aus (12.1) und
(10.7), angewandt auf f(D).

Nun betrachten wir stetige Funktionen, die auf Intervallen definiert sind. Der
folgende Satz enthélt eine der wichtigsten Eigenschaften stetiger Funktionen.
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(12.3) Satz. Sei f : [a,b] — R stetig, f(a) < 0 und f(b) > 0. Dann existiert ein
xg € (a,b) mit f(zo) = 0.

Beweis. Wir definieren rekursiv eine Intervallschachtelung (J,,)nen, Jn = [an, bnl,
mit f(a,) < 0 und f(b,) > 0: Setze J; := [a,b]. Ist J,, schon definiert, so setze

[an, %(an +0b,)], falls f(%(an +b,)) >0,
Jn+1 =
[5(an +bn),bs),  falls f(5(an +0,)) <0,

Die Folge (J,)nen hat die angegebenen Eigenschaften. Nach dem Intervallschach-
telungsprinzip existiert ein zy € ﬂneN J,. Offenbar gilt lim, . a, = z9g =
lim,, .o b,. Aus der Stetigkeit von f und (11.5) folgt wegen f(a,) < 0 und

F(ba) = 0
0> lim f(a,) = f(z0) = lim f(b,) > 0,

also f(zo) = 0. |

BEMERKUNG. Das Beweisverfahren ist konstruktiv, d.h. es kann zur ndherungs-
weisen Berechnung einer Nullstelle verwendet werden.

(12.4) Satz (Zwischenwertsatz). Eine auf einem Intervall definierte stetige reelle
Funktion nimmt jeden Wert zwischen zwei Funktionswerten an.

Beweis. Sei D ein Intervall, f : D — R stetig. Seien u,v zwei Werte von f,
0.B.d.A. u < v. Es gibt also Elemente a,b € D mit f(a) = u, f(b) = v. Sei nun
u < z <wv.Im Fall @ < b wende man (12.3) an auf die Funktion

g:la,b] = R:z— f(x)—z
im Fall @ > b auf die Funktion
g:byal = R:2x— —f(x)+ 2.

Anwendungsbeispiel: Jede Polynomfunktion ungeraden Grades hat eine Nullstel-
le.

GleichméfBige Stetigkeit

Werfen wir noch einmal einen Blick auf die Definition der (globalen) Stetigkeit.
Dafl f: D — R stetig ist, bedeutet definitionsgemaf:

Vie DVeeR" BeR" VyeD:(Jz—yl <d=|flx)— fly)| <e).
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Hier ist also zu gegebenem z € D und gegebenem ¢ € RT ein ¢ zu finden, so dafl
die rechts stehende Aussage gilt. Im allgemeinen wird (bei festem ¢€) dieses § von
dem vorgegebenem x abhéngen. Beispiel:
f:(O,l]—>]R:xl—>%
Je néher z bei 0 liegt, umso kleiner mufl (bei festem €) das § gewahlt werden; es
gibt kein § € R™, mit dem man fiir alle z € D auskommt. Manche Konstruktionen
und Beweise der Analysis sind aber nur moéglich, wenn sich ein solches § einheitlich

fiir den ganzen Definitionsbereich wahlen 148t. Funktionen, fiir die dies der Fall
ist, heiflen gleichméafig stetig.

Definition. Die Funktion f : D — R heif3t gleichmdflig stetig, wenn zu jedem
e € RT ein § € R existiert mit

[f(z) = fly)] <e

fir alle z,y € D mit |z — y| < 0. Kurz: f ist gleichméfig stetig <

VeeRT 36 eRT Vee D VyeD: (lx—yl<d=|f(x)— fly)| <e

Wie das obige Beispiel zeigt, ist nicht jede stetige Funktion gleichméafig stetig.
Daf§ diese Beispielfunktion unbeschrankt ist, ist nicht der entscheidende Punkt.
Zum Beispiel wird eine beschrénkte, stetige, aber nicht

gleichméBig stetige Funktion f : (0, 1] — R erkléart durch

nn+ 1z —n fir x € [%4—1’ %] , n € N ungerade,
f(@) =
—nn+1z+n+1 fir x € [%—i—l’%]’ n € N gerade.

Wir wollen jetzt zeigen, dafl so etwas nicht passieren kann, wenn der Definitions-
bereich kompakt ist.

(12.5) Satz. Jede stetige Funktion mit kompaktem Definitionsbereich ist gleich-
mafig stetig.

Beweis. Sei D kompakt, f: D — R stetig. Sei € € R* gegeben. Zu jedem a € D
existiert, da f in a stetig ist, ein d(a) € R™ mit

|f(ac)—f(a)|<% fur allez € D mit |z — a] < d(a).

Das System {Ui;(a) | a € D} ist eine offene Uberdeckung von D, enthélt
also nach (10.8) eine endliche Teiliiberdeckung {U%J(ai)(ai) |i=1,...,n}. Setze
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6 := min{16(a1),...,30(a,)}. Seien dann z,y € D Punkte mit |z — y| < 4. Es
gibt eini € {1,...,n} mit z € U%(;(ai)(ai). Wegen |a; — z| < 26(a;) < 6(a;) ist

Fa) = f@)] < 5.

Wegen |a; — y| < |a; — 2| + |z — y| < 36(a;) + 0 < 6(a;) ist

€

fla) = Fw)] < 5.

Es folgt
[f(2) = F)l < 1f (@) = flai)| + | fa:) = fy)] <e

Das angegebene ¢ leistet also das Gewiinschte. [
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Kapitel 5: Spezielle Funktionen

In diesem Kapitel definieren und untersuchen wir einige spezielle Funktionen, die
in der Analysis und ihren Anwendungen héufig verwendet werden.

13 Logarithmus und allgemeine Potenz

Die Exponentialfunktion exp : R — R ist, wie in §9 gezeigt wurde, streng mo-
noton wachsend. Thre Umkehrfunktion existiert also, sie ist nach (5.1) ebenfalls
streng monoton wachsend und nach (11.8) stetig. In §12 wurde gezeigt, dafl exp
stetig ist. Aus der Reihendarstellung folgt

e*>1+4x firz >0

und daraus, ebenfalls fiir x > 0,

e 1 1
e =—X<
e 14z

Y

also gilt lim, .., €* = 0o und lim,_,_, e* = 0. Aus dem Zwischenwertsatz (12.4)
folgt, daBl das Bild der Exponentialfunktion gleich R ist (beachte ¢* > 0 fiir alle
x). Wir konnen daher formulieren:

(13.1) Satz und Definition. Die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion ist
auf RY definiert, stetig und streng monoton wachsend; sie heifit (natiirliche) Lo-
garithmusfunktion und wird mit exp~! = In bezeichnet.

13.2) Satz (Funktionalgleichung der In-Funktion): Fiir x,y € Rt qilt
( g g y g

Inzxy =Inx +Iny.

Beweis. Setze Inz =: a, Iny =: b. Dann ist z = €%, y = ¢°, also nach (9.3)

2y = ee® = e und daher Inzy =a+b=1Inz +Iny. [ |

BEMERKUNG. Fiir z € R* folgt

T X

1 1
ln——i—lnx:ln(—-m) =Inl=0

(wegen e = 1), also

In—=—-Inx.
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Definition. Fiir a € R* schreibt man
a” = exp, x = "¢ fir z € R.
Die Funktion exp, : R — R™ heiit Ezponentialfunktion oder Potenz zur Basis a.

Fiir die allgemeine Potenz a” stellen wir einige Rechenregeln zusammen:

(13.3) Satz. Fira,b € R* und z,y € R gilt
(a) ata¥ = am-i-y

(b) (a")? = a™,

(c) a"b" = ( )’”,

@ (3 =0 =

Beweis. (a) a®a¥ = e*M ey = plzty)na — goty,
(b) Wegen a® = €% ist Ina® = xlna, also (a®)¥ = e¥!n?" = evzlna — qoy,
(C) atbh*t = ea;lnaezlnb _ em(lna+lnb) — exlnab _ (ab):v

(d) () =ehe =ee =g = Ao = L m

erlna a®

BEMERKUNG. Fiir ¢« € R™ und n € N schreibt man auch

1

an =: C/a
(n-te Wurzel aus a). Nach (13.3)(b) ist

Die n-te Wurzel ;/ ist also die Umkehrfunktion der n-ten Potenz a +— a”. (Wir
haben die n-te Wurzel schon mehrfach benutzt, aber erst jetzt definiert.)

Offenbar ist auch die Exponentialfunktion zur Basis a stetig. Im Fall a > 1 ist sie
(wegen In a > 0) streng monoton wachsend, im Fall 0 < a < 1 ist sie (wegen Ina <
0) streng monoton fallend. Fiir a # 1 existiert also ihre Umkehrfunktion; sie heif}t
Logarithmusfunktion zur Basis a und wird mit log, bezeichnet. Sie unterscheidet
sich nur um einen festen Faktor von der natiirlichen Logarithmusfunktion: Setzen
wir log, r =: y, so ist

r=a¥=¢eY lna’

also Inx = yIna und daher

Inz
log, x = —.
Ina

Es geniigt daher, die natiirliche Logarithmusfunktion (also die zur Basis e) zu
kennen.
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HiNnweEis. Die Schreibweisen fiir die Logarithmusfunktionen sind in der Literatur
nicht einheitlich. So wird fiir In gelegentlich auch log geschrieben; oft ist mit log
auch log;, gemeint.

Einige Grenzwerte

Wir wollen einige mit der Exponential- und Logarithmusfunktion gebildete
Grenzwerte bestimmen, die haufig auftreten.

(13.4) Beh.: Va € RT : lim,,_,o, ¥/a = 1.

Beweis. /a = enne 5 0 = 1 fir n — oo wegen der Stetigkeit der e-Funktion
und (11.4).

(13.5) Beh.: Vk € N : lim, o & = c0.

Beweis. Fiir alle x > 0 gilt

e n k+1
Xz T
z = —_— >
‘ ano n! = (k+1)V

woraus die Behauptung folgt.
(13.6) Beh.: Vk € N : lim, ., "¢ " = 0.
Beweis. a*e¢™ = (5)~! und (13.5).

(13.7) Beh.: Vk € N : lim, o 2*es = co.

Bewezs: i
1 y
lim zFer = lim (—) ey = lim e_k = 00.
z\,0 y—oo \ Y y—oo Y
(13.8) Beh.: lim, .. Inzx =00, lim, olnz = —oc.

Beweis: Zu gegebenem ¢ € R setze ¢y := e°. Fiir alle x > ¢ gilt dann Inz > c.
Also ist lim,_,o, Inxz = oco. Ferner gilt

1
limlnz = lim In— = — lim Iny = —o0.
z—0 Yy—00 Yy Y—00

(13.9) Beh.: Va € RT : lim,\ o 2* = 0.
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Beweis: Zu gegebenem e € RT existiert wegen (13.8) ein § € RT mit alnz < Ine
fiir 0 < <d. Aus 0 < x < ¢ folgt dann

0< % = ealnaz < elne — €.

(13.10) Beh.: Ya € R* : lim,_,, 22 = 0.

Beweis. Sei € € RT gegeben. Wegen (13.5) existiert ein ¢y € R mit

1
0< -2 < fiir y > .
o ey

Wegen (13.8) existiert ein ¢ € R mit alnx > ¢ fiir > ¢. Fiir alle z > ¢ gilt also

Inz lalhz
0< = — < €.
T aealnx

(13.11) Beh.: lim,,_,» /n = 1.

Beweis. /n = en'™" — 0 =1 fiir n — oo wegen (13.10).

14 Die Exponentialfunktion im Komplexen

Um bequem die trigonometrischen Funktionen einfithren und untersuchen zu
konnen, ist es zweckméflig, die Exponentialfunktion auch fiir komplexe Argu-
mente zur Verfiigung zu haben. Wir werden daher jetzt die hierzu erforderlichen
Grundbegriffe und Sétze der Analysis unter Zugrundelegung des Korpers der
komplexen Zahlen entwickeln.

Ein Anlaf§ zur Einfithrung der komplexen Zahlen ist zum Beispiel die Tatsache,
dafl im Bereich der reellen Zahlen nicht jede ,,quadratische Gleichung® 16sbar ist.
So gibt es etwa keine reelle Zahl x mit 2 = —1 (denn es ist —1 < 0, und nach
(2.9) gilt 22 > 0 fiir alle z € R). Man erweitert daher den Bereich der reellen
Zahlen in geeigneter Weise, was man formal folgendermaflen tun kann.

C sei die Menge R x R der geordneten Paare reeller Zahlen. Addition und Mul-
tiplikation der Elemente von C werden erklédrt durch
(@,b)+ (c;d) = (a+cb+d)
(a,b) - (¢,d) := (ac—bd,ad+ bc)

fir (a,b),(c,d) € C. Das Tripel (C,+,-) erfiillt die in §1 zusammengestellten
Korperaxiome, wie man durch elementare Rechnungen leicht nachweist. Man be-
zeichnet (C,+,-) oder kurz C als den Kdrper der komplezen Zahlen und die
Elemente als komplexe Zahlen.



