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Zur Fehlerabschétzung schreiben wir

h 0 h

/f(x)dx:/f(x)d:c—l— f(z)dx

—h —h 0

und erhalten fiir das rechte Integral durch zweimalige partielle Integration
h h
[ @y =le = mf@); - [@-nf@d
0 0

1 h

= hf<o>+[—§<a:—h>2f'<x>] " / (z — h)2f" (@) de

N —

0

(x — h)?f"(z) da.

N | —

h
1 1
= B+ =h%f'(0
5B+ 3 f()+/
0

Analog ergibt sich

also

(x + h)? fir —h <z <0,
g(x) =

(x — h)? fiir 0 < ax < h.

Anwendung des Mittelwertsatzes der Integralrechnung ergibt

h h
o @ o= 1(e) [ gt do = ()50,
“h Zh

also
h

[ f@ydo— B| < 30177

—h
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BEMERKUNG. Eine besonders gute Niaherung ist durch C' := %A—i— %B , also durch
h
€ = 2 [F(=h) +4£(0) + f(B)

gegeben. Fiir Funktionen f, die auf [—h, h] 4-mal stetig differenzierbar sind, 1a83t
sich die Abschétzung

h
[ f@yde—c| < g
—h

beweisen (Simpson-Regel).

23 Parameterabhingige Integrale

In der Taylorschen Formel (21.3) hatten wir das Restglied in der Form

Runi(a) = / S — 1y di

angegeben. Dies ist ein Beispiel fiir ein ,,parameterabhéngiges Integral“. Im In-
tegranden und in der oberen Grenze kommt ein ,,Parameter” vor, d.h. eine Zahl,
die aus einer gegebenen Teilmenge von R gewahlt werden kann, so dafl also durch
das Integral eine auf dieser Teilmenge definierte Funktion erklart wird. Wir wol-
len Eigenschaften einer so erkldrten Funktion betrachten; dabei beschrinken wir
uns auf den Fall, daf§ der Parameter im Integranden vorkommt. Zur exakten For-
mulierung benotigen wir den Begriff einer ,,Funktion von zwei Verédnderlichen*.

Wir bezeichnen das kartesische Produkt R x R, also die Menge aller geordneten
Paare reeller Zahlen, mit R2.

Definition. Sei A C R?. Eine Funktion f : A — R heifit , Funktion von zwei
(reellen) Verédnderlichen®“. Statt f((x,y)) schreibt man f(x,y).

Die Funktion f : A — R heifit gleichmdfig stetig <
Ve € RT 35 € RT Y(z,1), (2, 1) € A:
e —2'| < oAt =t| < 0= |f(x,t)— f(2',1)] <e.

Ist D,Ja,b] C R und f: D x [a,b] — R gleichmé&Big stetig, so ist insbesondere fiir
jedes © € D die Funktion

f(z,) : [a,b] = R: t — f(x,t)
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stetig und daher eine Regelfunktion. Wir kénnen also
b
F(x) ::/f(x,t)dt firx e D

definieren. Wir fragen jetzt nach Eigenschaften dieser Funktion F' wie Stetigkeit
und Differenzierbarkeit. Es sei darauf hingewiesen, dafl die im folgenden getrof-
fenen Voraussetzungen wesentlich stérker sind als notwendig wére. (Fiir allge-
meinere Aussagen siehe z.B. Barner-Flohr.) Wir begniigen uns jedoch mit diesen
einfach zu beweisenden Resultaten, die fiir viele Anwendungen ausreichen.

(23.1) Satz. Sei D,[a,b] C R, sei f : D X [a,b] — R eine gleichmdflig stetige
Funktion. Dann ist die durch
b

F(z) ::/f(:c,t)dt fir x € D

a

definierte Funktion F stetig.

Beweis. Sei x € D und € € R* gegeben. Wegen der gleichméfigen Stetigkeit von
f gibt es ein § € R mit,

|f<.’13,t) - f(l'/,t)‘ < —CL

fir alle ¢ € [a,b] und alle z,2" € D mit |z — 2’| <.
Fiir z,2' € D mit |x — 2’| < § folgt also

b
F(z) - F(a')] < / o, t) — f@ D) dt < e.

Jetzt fragen wir nach der Differenzierbarkeit von F'. Sie erfordert natiirlich eine
geeignete Differenzierbarkeitsvoraussetzung an f.

Definition. Sei f : D X [a,b] — R eine Funktion. Sie heiit partiell differenzierbar
nach der ersten Verdnderlichen, wenn fiir alle ¢ € [a,b] die Funktion

flz,): D —=R:zw— f(z,t)

differenzierbar ist. Ihre Ableitung an der Stelle x wird dann mit 0, f(z, t) bezeich-
net. Die Funktion

O f: D x[a,b] = R: (z,t) — 01 f(x,1)

heiBt partielle Ableitung von f nach der ersten Verdnderlichen.
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(23.2) Satz. Sei [c,d], [a,b] C R, sei f: [c,d] X [a,b] — R eine gleichmdfig stetige
Funktion, deren partielle Ableitung O, f existiert und gleichmdf$ig stetig ist. Dann

1st die durch ,

F(z):= /f(x,t) dt fir x € [¢, d]

a

definierte Funktion F' differenzierbar, und es gilt

b
F'(x) = /81f(.9:,t)dt

(, Vertauschbarkeit von Differentiation und Integration®).

Beweis. Sei x € [c,d] und € € RT gegeben. Fiir h # 0 mit z + h € [¢, d] gilt

””*m_F@)—/&ﬂ%wﬁz/[ﬂz+h2_ﬂ%®—8jwﬁ dt.

h

Fiir jedes t € [a,b] wenden wir auf die Funktion f(-,¢) den Mittelwertsatz der
Differentialrechnung (17.2) an. Danach existiert ein ¥; € (0,1) mit

flx+h,t) — f(z,1)
h

= 01 f(z + Vh, ).

Nach Voraussetzung ist 01 f gleichméBig stetig, also existiert ein § € R mit

€

Ouf 1) = (D) <

—a

fiir alle ¢ € [a,b] und alle z, 2’ € [¢,d] mit |z — 2’| < 9.

Sei |h| < §. Dann gilt |z — (x 4+ 9;h)| = V|| < 4§, also
h

€

’t) — 81f(x,t)’ = |81f($ +'19th,t) — 81f(:v,t)| < b

—a

und daher ,

F(a?—l—h})L—F(x) —/Qlf(x,ﬂdt <e.

a
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Nun fragen wir analog, ob man ,,unter dem Integralzeichen integrieren* darf.

(23.3) Satz. Sei f : [c,d] x [a,b] — R gleichmdfig stetig. Dann gilt

d b b d
/ /j@¢mtdx:/ /j@ﬁwxcﬁ

(, Vertauschbarkeit der Integrationsreihenfolge®).

Beweis. Setze
Yy b
G(y) ::/ /f(x,t) dt | de  firy € [¢,d].

Nach (23.1) ist der Integrand des duBeren Integrals stetig; nach dem Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung (21.1) ist daher G differenzierbar und

b

G'(y) = /f(y, t)dt.

a

Setze b
H(y) ::/ /f(x,t) dx | dt fir y € [c, d].

Die durch

h(y,t) == /f(x,t) dx fir (y,t) € [c,d] x [a, b]

definierte Funktion h ist (wieder nach (21.1) partiell differenzierbar nach der
ersten Verdnderlichen, und es gilt

O = f.

Also ist 01 h gleichméBig stetig. Nach (23.2) folgt die Differenzierbarkeit der Funk-
tion H und die Gleichung

H'(y) = /alh(%t) dt:/f(y,t) dt.

Es ist also (G — H)' = 0 und daher G — H = const. Wegen G(c) =0 = H(c) ist
G = H. Daraus folgt die Behauptung. |
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Durch ein Beispiel wollen wir noch zeigen, dafl man die Integrationsreihenfolge
keineswegs immer vertauschen darf.

Beispiel. Die Funktion f : [0,1] x [0,1] — R sei definiert durch

y% firo<z<y<l,

fl,y)=¢ —=% fir0<y<az<l,
0  sonst.
Ist y =0 oder y =1, so ist f(z,y) =0 fur alle z € [0,1]. Sei y € (0,1). Dann ist
(0 firx=0

y% fir0<zr<y
flz,y) = 0 firz=y

—= firy<z<l1

0 fiir x = 1.

\

Also ist f(-,y) auf dem Intervall (0,y) konstant und auf dem Intervall (y, 1) Ein-
schrankung einer auf [y, 1] stetigen Funktion. Es folgt, daB8 f(-,y) Regelfunktion
ist. Daher ist das Integral

1
Fly) = [ £y da
0
definiert. Es ist F(0) = F(1) = 0. Sei y € (0,1). Dann ist
Yy 1
1 1 IR N R
F(y):/—d:c—l—/ —— |de = | sz + |= =1
Y2 2 T ).,
0 y
Also ist F' Regelfunktion und

/F(y)dy=1-

0
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Analog findet man, daB fiir jedes x € [0, 1] die Funktion f(z,-) Regelfunktion ist
und dafl

ﬂ@?z/ﬂ%@@

1

1 1
- 3y
0

T

fir x € (0,1) sowie G(0) = G(1) = 0 gilt. Also ist G Regelfunktion und
fol G(r)dr = —1. Damit ist

!!ﬂ%wM@=l%4=!!ﬂ%w@M

gezeigt.

24 Uneigentliche Integrale

Bisher kénnen wir nur Regelfunktionen integrieren. Eine solche Funktion ist
stets auf einem kompakten Intervall definiert und beschrankt. Es kommt jedoch
héufig vor, dafl Funktionen iiber unendliche Intervalle oder unbeschrinkte Funk-
tionen zu integrieren sind. In naheliegender Weise kénnen solche Integrale durch
Grenziibergéinge definiert werden. Wir betrachten zunéchst den Fall eines unbe-
schriankten Integrationsintervalls.

Definition. Sei a € R, sei f : [a,00) — R eine Funktion derart, daf fiir jedes
b € [a,0) die Einschrinkung f|[a, b] eine Regelfunktion ist. Falls der Grenzwert

lim /b f(z)dw

b—oo

existiert, bezeichnet man ihn mit [ f(z) dz und sagt, daB das (uneigentliche)
Integral [ f(x)dx konvergiert.

Ganz analog definiert man [ f(z)dz und

7f(fv)df€ = /af(fff)dIJr]of(x)d%
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wobei a € R beliebig und die rechte Seite offenbar unabhéngig von a ist.

Im folgenden wird von allen auftretenden Funktionen stillschweigend vorausge-
setzt, daf ihre Einschrankungen auf kompakte Intervalle Regelfunktionen sind.

Fiir die Konvergenz uneigentlicher Integrale gilt das folgende Cauchy-Kriterium.

(24.1) Satz (Cauchy-Kriterium). Das Integral [~ f(x) dv konvergiert

)
SVeeRY JueR Vo, 20 > u: /f(x)da: < e.

xr1

Der Satz ist analog zum Cauchy-Kriterium (8.3) fiir Reihen und zum Cauchy-
Kriterium (11.2) fiir Grenzwerte von Funktionen; man beweist ihn analog wie
letzteres.

Beispiele.

(1) [ L dx. Fiir b>1und s # 1 ist

b b
1 1 1 1 1
—dr = = 1-— .
s l—sast], s—1 bs—1

Also ist das Integral floo %dw konvergent fiir s > 1, nicht konvergent fiir s < 1.

Fiir s =1 ist es wegen flb %dx = In b ebenfalls nicht konvergent.

(2) [70 L5 dr. Fiir b > 0 gilt

—oo 1+x2

0
1
/ dx = [arctan z)°, = — arctan(—b) — g fiir b — oo,

1+ 22
—b
analog
b o)
1 T 1
/mdw—)§, also /1+x2dﬂf:ﬂ'
0 —00

(3) Beh.: [ % dz ist konvergent (an der Stelle 0 ist der Integrand gleich 1 zu
0

setzen; er ist dann stetig).

Beweis. Fiir b > a > 0 ergibt partielle Integration

b b
) b
sinx 1 COS X
dr = |——cosz| — 5 dz.
x x u x

a a
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Sei e € RT. Fiir zy > 27 > % gilt

T2 T2
1 17" 1 1 1
/cosxdx g/—d:c: — =———<—<e
2 2 r], 11 T2 @
x1

1

Nach dem Cauchy-Kriterium (24.1) ist also [ %% da konvergent und daher auch
[ #22 4y konvergent.

Das Integralkriterium fiir Reihen

An dieser Stelle kénnen wir ein Konvergenzkriterium fiir Reihen nachtragen, des-
sen Formulierung den Begriff des uneigentlichen Integrals erfordert.

(24.2) Satz (Integralkriterium fiir Reihen). Sei f : [1,00) — RT eine monoton
fallende Funktion. Dann ist die Reihe

> fn)

genau dann konvergent, wenn das uneigentliche Integral

7 f(x)dx

konvergent ist.

Beweis. Fir ke Nund k — 1 <z < k gilt f(k) < f(z) < f(k—1) und daher

k—1
Summation ergibt
n n n—1
S Fh) < / oy <3 f(k)
k=2 1 k=1
Wegen f > 0 liest man hieran die Behauptung ab. [

Beispiele:

(1) >0, - konvergiert fiir s > 1 und divergiert fiir s < 1 (vgl. Beispiel (1) nach

)
(24.1)).
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(2) Beh.: >> 7, m ist fiir s > 1 konvergent, fiir s <1 divergent.

Beweis: Fiir b > 2 und s # 1 ist [ Substitution z = €]

b Inb

1 1 11" 1 1
z(lnz)s ts 1—sts7t],, s—1[(n2)st (Inb)s-!
2 In2
Fiir s > 1 ist also f2 m(lnr dx konvergent, fiir s < 1 divergent. Fiir s =1 gilt
b Inb
1 1 Inb
de= [ —dt =[Int],,o =Inlnb —Inln2,
zlnx t
2 In2

also ist f2 —.— dx ebenfalls divergent. Daraus folgt die Behauptung.

Wir kommen zum zweiten Typ uneigentlicher Integrale, bei denen der Integrand
an einer Integrationsgrenze nicht erklart ist und auch nicht so erklart werden
kann, dafl eine Regelfunktion entsteht.

Definition. Sei f : (a,b] — R eine Funktion derart, daf fiir jedes ¢ € Rt (mit
€ < b—a) die Einschrinkung f|[a + €, b] eine Regelfunktion ist. Man sagt, ,,das

Integral fab f(z)dx konvergiert®, wenn

b
i [ f(z) ds

a-+te

existiert und bezeichnet dann diesen Grenzwert mit f; f(z)dx.

Analog wird fab f(z)dx behandelt, wenn f nur auf [a,b) erklart ist. Ist f nur

auf (a,b) erklirt, so bezeichnet man f; f(z) dx als konvergent, wenn fiir ein (und
dann fiir jedes a) ¢ € (a,b) die Integrale

j f(z)dx und /f(x) dx

Cc

konvergieren; in diesem Fall setzt man

/bf(x) dx ::/Cf(x) dx+/bf(x) dz.
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Beispiele.

(1) Wegen
y 1 1—18(1 — €' 7%) fiir s # 1
—dx =
e ’ —lIne fir s =1

ist fol xi dx fiir s < 1 konvergent, fiir s > 1 jedoch nicht.

(2) Wegen fellnxdx = [zInz —2]! = =1 —€elne + € und lim~gelne = 0 (wie
aus (13.10) folgt) ist fol Inzdr =—1.

(3) f_ll ﬁ dx konvergiert: Es ist

1—e
1 -
———dz = [arcsinz], © = arcsin(1 — ¢)
V1—2a? 0

0

) T
= lim

1—e

| =
Jm 1.2 [L’—Q

0

Analog fi)l \/11_7 dr = 7.

(4) Im Beispiel fol sin % dz ist der Integrand beschrénkt, aber lim,\ o sin% exi-
stiert nicht; daher ist der Integrand nicht Einschrinkung einer auf [0, 1] erkldrten
Regelfunktion.

Die Substitution x = % ergibt

1
1 P
1 int
/sin—dx:/gdt.
T 12
€ 1

Da das Integral [ =8tdt konvergiert (z.B. nach dem Cauchy-Kriterium), ist

1.
J, sin 2dz konvergent.
xT

Uneigentliche Parameterintegrale

Wir betrachten jetzt parameterabhéngige uneigentliche Integrale. Hier liegen die
Verhiltnisse weniger einfach als bei den parameterabhéngigen eigentlichen Inte-
gralen.
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Beispiel: Sei

(@) = e
Diese Funktion ist gleichméBig stetig. Fiir x € (0, 1] gilt

b b
/f(m, t)dt = / ﬁ dt [ Substitution tx = u]
0 0

bx

1
= / .y du = [arctan u]’"
0

folglich
Flz) = /f(x,t) dt = g
0
Es ist jedoch

F(0) ::/f(o,t) dt = 0.

Die Funktion F', die durch das uneigentliche Parameterintegral
Fo) = [fwod,  zepl
0

definiert wird, ist also unstetig.

Abwandlung dieses Beispiels zeigt auch, dafl man eine gleichméfig konvergente
Funktionenfolge i.a. nicht gliedweise uneigentlich integrieren darf; Satz (20.4) 143t
sich also nicht {ibertragen auf uneigentliche Integrale: Setze

n ..

Die Folge (fn)nen konvergiert gleichméBig gegen die Nullfunktion; aber es ist

lim [ f,(t)dt = lim — = g £0 :/ lim £, () dt.
0 0

Bei uneigentlichen Parameterintegralen wird die gleichméflige Konvergenz eine
wesentliche Rolle spielen. Wir beschranken uns im folgenden auf uneigentliche
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Integrale des ersten Typs, also solche mit unendlichem Integrationsintervall. Fiir
die anderen Typen lassen sich Definitionen und Sétze sinngeméif iibertragen.

Definition. Sei f : D x [a,00) — R eine Funktion derart, daf$§ fiir jedes z € D und
jedes b € [a,00) die Funktion f(z,-)|[a,b] eine Regelfunktion ist. Man sagt, das

Integral
/ b dt

konvergiert gleichmdf$ig, wenn es fiir jedes x € D konvergiert und wenn gilt:

Ve € RT Jby € [a,00) Vb > by Vo € D / flz,t)dt] <e.
b

Die in §23 bewiesenen Sétze iiber parameterabhéngige Integrale lassen sich auf
uneigentliche Integrale iibertragen, wenn von den auftretenden uneigentlichen
Parameterintegralen jeweils gleichméfiige Konvergenz gefordert wird. Wir wollen
dies jedoch nur am ersten dieser Sétze als Beispiel illustrieren.

(24.3) Satz. Sei D C R, sei f : D X [a,00) — R eine Funktion derart, daf8 fir
jedes b € [a,00) die Einschrinkung f|D X |a,b] gleichmdfig stetig ist. Ferner sei

das Integral
/ ot dt
gleichmdf$ig konvergent. Dann ist die durch
:/f(:v,t)dt fir x € D

definierte Funktion stetig.

Beweis. Sei x € D und € € RT gegeben. Wegen der gleichméifliigen Konvergenz
des Integrals existiert ein b € [a, c0) mit

/ t)dt < = fiir alle y € D.
b

Wegen der gleichmifligen Stetigkeit von f|D X [a, b] existiert ein § € R mit

’f(l’,t) _f(xlvt” < 3([)—&)
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fur alle t € [a,b] und alle ' € D mit |z — 2’| < 4.
Fiir alle 2 € D mit |z — 2’| < § gilt also

|F(x) = F(2')]
= / x,t)dt /f x’,t)dt+b/f z,t) b/fa: t
b 9] 9]
< a/|f(x,t) (' )| dt + b/ t| + b/f(x’t dt
< ‘ (b—a)+§+§:e. [ |

3(b—a)

Um gegebenenfalls gleichméflige Konvergenz uneigentlicher Integrale nachweisen
zu konnen, haben wir ein Majorantenkriterium zur Verfiigung:

(24.4) Satz. Sei f : D x [a,00) — R eine Funktion derart, daf fiir jedes x € D
und jedes b € [a,00) die Funktion f(x,-)|[a,b] eine Regelfunktion ist. Es gebe eine
Funktion g : [a,00) — R derart, daf$ jede Einschrinkung g|[a,b] Regelfunktion ist,

dafs
|f(z,t)] < g(t) tir alle x € D,t > a

gilt und das Integral

[e.9]

/ o(t) dt

a

konvergiert. Dann ist das Integral

7f(x,t) dt

Beweis. Sei € € RT. Nach dem Cauchy-Kriterium (24.1) gibt es ein u € [a, 00)
mit

gletchmdf$ig konvergent.

ug
/g(t) dt < e fiir alle uy, ug > u.

u1

Fiir alle z € D und alle u < u; < uy gilt also

ff@’t)dt 572|f($7t)ldt§72g(t)dt<e.



