24 UNEIGENTLICHE INTEGRALE 146

fur alle t € [a,b] und alle ' € D mit |z — 2’| < 4.
Fiir alle 2 € D mit |z — 2’| < § gilt also

|F(x) = F(2')]
= / x,t)dt /f x’,t)dt+b/f z,t) b/fa: t
b 9] 9]
< a/|f(x,t) (' )| dt + b/ t| + b/f(x’t dt
< ‘ (b—a)+§+§:e. [ |

3(b—a)

Um gegebenenfalls gleichméflige Konvergenz uneigentlicher Integrale nachweisen
zu konnen, haben wir ein Majorantenkriterium zur Verfiigung:

(24.4) Satz. Sei f : D x [a,00) — R eine Funktion derart, daf fiir jedes x € D
und jedes b € [a,00) die Funktion f(x,-)|[a,b] eine Regelfunktion ist. Es gebe eine
Funktion g : [a,00) — R derart, daf$ jede Einschrinkung g|[a,b] Regelfunktion ist,

dafs
|f(z,t)] < g(t) tir alle x € D,t > a

gilt und das Integral

[e.9]

/ o(t) dt

a

konvergiert. Dann ist das Integral

7f(x,t) dt

Beweis. Sei € € RT. Nach dem Cauchy-Kriterium (24.1) gibt es ein u € [a, 00)
mit

gletchmdf$ig konvergent.

ug
/g(t) dt < e fiir alle uy, ug > u.

u1

Fiir alle z € D und alle u < u; < uy gilt also

ff@’t)dt 572|f($7t)ldt§72g(t)dt<e.
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Nach (24.1) ist daher fiir jedes € D das Integral [° f(x,t) dt konvergent. Lassen
wir in der obigen Ungleichung us gegen oo gehen, so folgt

/f(x,t) dt| <e.

Zu jedem € € R existiert also ein u € [a,00), so daB fiir u; > v und alle z € D
diese Ungleichung gilt. Also ist faoo f(z,t)dt gleichméfig konvergent. [
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Kapitel 8. Funktionenreihen

In diesem Kapitel wollen wir etwas ausfiihrlicher die M6glichkeit studieren, Funk-
tionen durch unendliche Reihen darzustellen. Wir hatten schon im Anschlufl an
die Taylorformel kurz die Moglichkeit erortert, bei beliebig oft differenzierba-
ren Funktionen von den Taylorpolynomen zur Taylorreihe iiberzugehen. Schon
wesentlich frither hatten wir unendliche Reihen benutzt, um gewisse spezielle
Funktionen einzufithren, zum Beispiel die Exponentialfunktion durch

>k

expr = Z%

k=0

Hierbei ergibt sich unter anderem die Frage, wie man von Eigenschaften der
Reihenglieder auf Eigenschaften der Funktion schliefen kann. Wir kénnen zum
Beispiel zur Berechnung der Ableitung versuchen, , gliedweise* zu differenzieren.
Formal vorgehend, erhélt man

/ p— e R — —_—— _— = .
P = — k! dx Zk_l (k—1)! ano nt P

Das Ergebnis ist richtig; aber fithrt ein solches Vorgehen in jedem Fall zum richti-
gen Ergebnis? Diese und dhnliche Fragen werden im folgenden beantwortet. Wir
betrachten zunéchst allgemein konvergente Folgen von Funktionen und erst dann
spezielle Reihen.

25 Konvergenz von Funktionenfolgen

Wir kennen bereits zwei verschiedene Konvergenzbegriffe fiir Funktionenfolgen,
und an diese sei zunéchst erinnert.

Sei (fn)nen eine Folge von reellen Funktionen, die sdmtlich denselben Definitions-
bereich D haben. Fiir jedes x € D ist dann (f,,(z))nen eine Folge reeller Zahlen,
und fiir diese ist ein Konvergenzbegriff wohldefiniert. Wenn fiir jedes x € D die
Folge (fn(x))nen konvergiert, ist durch

f@):= lm f(x) (e D)

eine neue Funktion f auf D erklart, die wir als Grenzfunktion der Folge bezeichnen
konnen.

Definition. Seien f, f,, (n € N) reelle Funktionen auf D. Die Folge (f,)nen kon-
vergiert (punktweise) gegen f, geschrieben

ILm fn:f oder fn_)f (TL—>OO),
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wenn lim,, ., fn(z) = f(x) fur alle z € D gilt.
Beispiele.

(1) Sei D =R und

no ok
x
falz) = o
k=0
Dann konvergiert (f,)nen gegen exp.
(2) Sei D =[0,1] und
fo(x) ="

Dann konvergiert (f,,)nen gegen die durch
fa) { 1 firx =1
x) =
0 firo<z<1

erkldrte Funktion f.

Bei diesem Beispiel féllt auf, dal zwar jede Funktion f, der Folge stetig ist, dafl
aber die Grenzfunktion unstetig ist. Stetigkeit iibertrédgt sich also bei punktwei-
ser Konvergenz i.a. nicht auf die Grenzfunktion. Um den oft wiinschenswerten
Schlufl von der Stetigkeit der Folgenglieder auf die Stetigkeit der Grenzfunktion
zu ermoglichen, braucht man einen Konvergenzbegriff, der schérfer ist als punkt-

weise Konvergenz. Dies ist die bereits in §20 benutzte gleichméaflige Konvergenz,
die wir jetzt etwas allgemeiner definieren wollen.

Definition. Seien f, f,(n € N) reelle Funktionen auf D, sei D’ C D. Die Folge
(fn)nen konvergiert gleichmdflig in D' gegen f, wenn gilt
Ve e R Ing e N Vn >ng Ve € D' : |fu(x) — f(2)] < e

Statt ,,gleichméBig in D sagt man kurz , gleichméfig*.

Ist ein fester Definitionsbereich D gegeben, so konnen wir wie friiher fiir Intervalle
die Supremumsnorm einer beschrinkten Funktion f : D — R erkldren durch

[fIF:= sup [f ()]
€D

Dann gilt also (fiir Funktionen f, f,, auf D):
(fn)nen konvergiert gleichmafig gegen f
& VeeRT IngeNVn>ng:|[fu—fll <e

& lm||f,—f] =0,
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Fiir die Konvergenz von Folgen reeller Zahlen kennen wir das Kriterium von
Cauchy. Ein ganz analoges Kriterium gilt auch fiir die gleichméflige Konvergenz
von Funktionenfolgen. Im folgenden liege stets ein fester Definitionsbereich D
zugrunde.

Definition. Die Folge (f,)nen von Funktionen auf D heifit Cauchy-Folge genau
dann, wenn
Ve e RT Ing € N Vn,m > ng: || fo — full <€

(Il fn = fll < € impliziert, daB || f,, — fm|| definiert, also f, — f,, beschrankt ist.
Es wird aber nicht vorausgesetzt, dafl f,, beschrinkt ist.)

(25.1) Satz. Die Folge (f,)nen konvergiert genau dann gleichmdf$ig, wenn sie eine
Cauchy-Folge ist.

Beweis. ,=“: Sei (fn)nen gleichméBig konvergent gegen f. Sei e € RT. Es gibt
ein ng € N mit ||f,, — f|| < €/2 fiir n > ny. Fir alle n,m > ng gilt also

an - me < an - fH + Hf - fm“ <€,

wobei die Dreiecksungleichung fiir die Supremumsnorm benutzt wurde.

»<="“: Sei (fn)nen eine Cauchy-Folge. Sei ¢ € RT. Nach Voraussetzung existiert
ein ng € N mit ||f, — fi| < € fiir alle n,m > ng. Insbesondere gilt also fiir jedes
reD

|fn(x) — fin(z)] < € fiir n,m > ny.

Die Folge (f(x))nen ist also eine Cauchy-Folge und daher nach dem gewohnlichen
Cauchy-Kriterium konvergent gegen eine Zahl, die wir f(z) nennen. Da x € D
beliebig war, ist damit eine Funktion f : D — R erklart. Wir behaupten, dafl
(fn)nen gleichméfig gegen f konvergiert.

Sei € € RT und dazu ng wie oben. Fiir beliebiges z € D gilt dann
|fn(x) — fin(2)] < € fiir n, m > ny.
Der Grenziibergang m — oo liefert
[fu(r) = f(2)] <€ fiir n > ng.

Da dies fiir alle = € D gilt, folgt || f,, — f]| < € fiir alle n > ny. |

Der folgende Satz riickt die Bedeutung der gleichméfiigen Konvergenz ins rechte
Licht.

(25.2) Satz. Seien f,, f Funktionen auf D (n € N), seia € D. Sind alle f, stetig
in a und konvergiert (fn)nen gleichmdfig gegen f, so ist f stetig in a.
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Beweis. Sei € € RT. Es gibt ein m € N mit || f,,, — f]| < ¢/3, also
|[fm(z) — f(2)] < % fir alle z € D.
Da f,, in a stetig ist, existiert ein § € R* mit
|fm(x) — fin(a)] < g fir alle x € D mit |x — a| < 0.
Sei jetzt x € D und |z — a| < §. Dann gilt

[f(@) = fla)l < |f(@) = fm(@)] + [fm (@) = (@) + | fm(a) — f(a)]

< €+€+€_
373737 ¢

[
BEMERKUNG. Natiirlich kann man nicht umgekehrt schliefen, d.h. wenn (f,,)nen
punktweise gegen f konvergiert und alle f,, sowie f stetig sind, braucht keineswegs

die Konvergenz gleichméflig zu sein.

Kann man in Satz (25.2) ,stetig® durch , differenzierbar® ersetzen? Das ist nicht

der Fall.

Beispiel. Sei D = R, f,(z) := y/2?+ + (n € N) und f(x) := || fiir z € R. Dann

konvergiert (f,)nen gleichméBig gegen f, wie aus

fule) — f(2)] = ‘m V-

folgt. Jede Funktion f,, ist differenzierbar, aber f ist in 0 nicht differenzierbar.

Es kann auch sein, dafl zwar die Grenzfunktion f der Folge (f,,)nen differenzierbar
ist, aber die Folge (f!),en nicht gegen f” konvergiert.

Beispiel. Sei f,(z) = L sinnz und f(z) = 0 fiir z € R. Dann konvergiert (f,)nen
gleichméBig gegen f, alle f,, sowie f sind differenzierbar, aber (f))nen konvergiert
nicht punktweise gegen f’. Es ist ndmlich f) () = cosnz und z.B. lim,,_., f/(0) =

1, f'(0) = 0.

Um wirklich Grenziibergang und Differentiation vertauschen zu kénnen, braucht
man stiarkere Voraussetzungen, z.B. die folgenden.
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(25.3) Satz. Sei (f,)nen eine Folge differenzierbarer Funktionen auf [a,b]. Die
Folge (f!)nen konvergiere gleichmdfig, und (fn)nen konvergiere an wenigstens
einer Stelle xy € [a,b].

Dann konvergiert (f,)nen gleichmdflig gegen eine differenzierbare Funktion f und
(f2)nen gleichmipig gegen f'.

Beweis. Wir zeigen zuerst, daf (f,)nen eine Cauchy-Folge ist.

Sei e € R gegeben. Nach Voraussetzung und (25.1) existiert ein n; € N mit

1fn = Sall <

fir alle m,n > n;.

2(b—a)

Da (f,(20))nen eine Cauchy-Folge ist, existiert ein ny € N mit
Fnlwo) = fulw)l < 5 fitw > g,
Sei = € [a, b]. Es ist
fin) = Fa@)] < V(= £u) (@) = (Fan = Fu) @0)] + o) = (o))
Nach dem Mittelwertsatz (17.2) existiert ein z € [a, b] mit
(fn = £a)@) = (o = £ 0) = (Fn(2) = o) = 0).

Fiir alle m,n > ng := max{n;, ny} folgt

Funl@) = ful@)] < 1f1n(2) = Fa(2)lle = ol + 5

/ €
< M= fllo—a)+ 5 <e

Da x € [a, b] beliebig war, folgt || f,, — full < € fiir m,n > ng. Also ist (fy,)nen eine
Cauchy-Folge und daher nach (25.1) gleichméafig konvergent gegen eine Funktion
f.
Wir zeigen jetzt die Differenzierbarkeit von f. Sei ¢ € [a, b]. Setze
—fn(xx) — gn(c) — fl(c) fir x € [a,b] \ {c},
gn(T) =
0 fiir x = c.

Wegen der Differenzierbarkeit von f,, in c ist g, in c stetig. Wir zeigen zunichst,
daB (g, )nen eine Cauchy-Folge ist.

Sei e € R™ vorgegeben. Nach Voraussetzung und (25.1) existiert ein ny € N mit

1 frn = fall < % fiir alle m,n > ng.
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Sei z € [a,b]. Im Fall z # c ist
(fm — fn)(x) _ (fm - fn)(c)

r —C

gm(T) — gn(l‘) = — (fm — fn)/(c>

Nach dem Mittelwertsatz existiert ein z € [a, b] mit

(fm - fn)(x) — (fm - fn>(c)

r —cC

= (fm = fn)'(2)-
Fiir m, n > ng folgt
19 (2) = gu(@)| < |fa(2) = ()] + [ frn(e) = fr(C)]
< 2lfn - fill <e

Dies gilt trivialerweise auch fiir z = ¢. Da x € [a, b] beliebig war, ist also || g, —
gnl| < € fiir m,n > ng. Also ist (g, )nen eine Cauchy-Folge.

Nach (25.1) ist (gn)nen gleichméBig konvergent gegen eine Funktion g, die g(¢) = 0
erfiillt und nach (25.2) in ¢ stetig ist.

Nun gilt fiir alle x € [a,0] \ {c}
fu(@) = fule)

Tr —cC

- f:z(c) = gn(w)v
woraus durch Grenziibergang

f@) =1 fi(e) = g(x)

T —c n—oco

folgt. Wegen lim, .. g(z) = g(c) = 0 folgt
limM = lim f(c).
r—cC Tr — C n—oo

Also ist f in ¢ differenzierbar und f’(c¢) = lim,,_ f(c). Damit ist die Differen-
zierbarkeit von f gezeigt, ferner die punktweise Konvergenz von (f!),en gegen
f'. Diese Konvergenz ist nach Voraussetzung gleichméfig. |

26 Potenzreihen

Nachdem wir frither Reihen reeller Zahlen und jetzt Funktionenfolgen betrachtet
haben, ist klar, was allgemein unter einer Funktionenreihe zu verstehen ist. Sei
(fr)ken, eine Funktionenfolge auf D. Dann verstehen wir unter

> f
k=0
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die Funktionenfolge (>"7_, fi)nen, und wir bezeichnen ;- fi als Funktionen-
reihe. Ist die Folge punktweise konvergent, so bezeichnen wir mit ). f; auch
die Grenzfunktion. Die Schreibweise

> fo=f D
k=0
bedeutet also definitionsgemaf:
lim Z fr(z) = f(x) fir alle z € D.
k=0

Konvergiert die Folge (3 ;_, fi)nen in D' C D gleichméBig (gegen f), so sagen
wir, da8 die Reihe > ";7  f in D’ gleichméfBig (gegen f) konvergiert.

Die Begriffe der punktweisen oder gleichméfligen Konvergenz von Reihen sind
also nichts Neues gegeniiber den Funktionenfolgen. Auch die Satze aus §25 gelten
natiirlich sinngeméf fiir Funktionenreihen. Neu gegeniiber der Folgenkonvergenz
ist lediglich - wie schon bei Zahlenreihen - der Begriff der absoluten Konvergenz.
Definitionsgemé&f konvergiert die Reihe ) fi absolut, wenn die Reihe > | fx| kon-
vergiert.

In Verallgemeinerung von (8.8) haben wir das folgende wichtige Kriterium fiir
gleichméflige und absolute Konvergenz.

(26.1) Satz (Majorantenkriterium). Sei fr : D — R, ¢ € R (k € Ny) gegeben.
Gilt
[ fkll < cx fiir alle k € Ny

und ist die Reihe Y, ci konvergent, so konvergiert die Reihe ) -, fx absolut
und gleichmdpfig.
Beweis. Sei e € RT. Da Y ¢, konvergiert, existiert ein ng € N mit

m-+p

ch<€

k=m
fiir alle m > ng, p € Ny. Fiir diese m, p gilt also

m-+p m-+p m-+p m-+p

ka Z‘fk’ §Z\|ka§ch<e.
k=m k=m k—=m J—

Die Folge der Partialsummen von ) fi und die Folge der Partialsummen von
> | fx] sind also Cauchyfolgen und daher nach (25.1) gleichméfig konvergent. W

<
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Das Vorstehende und die Ergebnisse aus §25 wollen wir jetzt anwenden auf den
besonders wichtigen Spezialfall der Potenzreihen.

Unter einer Potenzreihe zur Stelle a versteht man eine Funktionenreihe
oo
Z fr mit fi(z) = ap(x — a)F fir x € R,
k=0

wo a € Rund (ag)ken, eine Folge reeller Zahlen ist. Hier ist die folgende ungenaue,
aber bequeme Sprechweise iiblich. Man sagt

o0

,die Potenzreihe Z ap(r — a)*«

k=0
statt

,die Potenzreihe Z fr mit fi(z) = ap(z — a)* fiir z € R¥.
k=0

Wir fragen jetzt nach der Menge aller x € R, fiir die eine gegebene Potenzreihe

Zak(x —a)" (%)

konvergiert. Auf jeden Fall konvergiert sie trivialerweise fiir x = a (es gibt Potenz-
reihen, die fiir kein anderes = konvergieren). Allgemein gibt das Wurzelkriterium
(8.10) Auskunft. Nach ihm ist (fiir gegebenes € R) die Reihe (%) absolut kon-
vergent, wenn

limsup {/|a,(z — a)"| = |z — a|limsup {/]a,| <1

n—oo n—oo

ist, und sie ist divergent, wenn |z — a|limsup,,_,., ¥/|a,| > 1 ist.
Zur Vermeidung listiger Fallunterscheidungen schreiben wir R := R U {—o00, 0o}
(mit beliebigen Symbolen oo, —oo, die keine reellen Zahlen sind) und definieren

—00 <Yy < o0 fir y € R.

Auflerdem definieren wir é = (0 und % = 00, ferner y+o00 = 00, y — o0 = —oo fiir
y € R. Es sei daran erinnert, dafl wir in §8 limsup {/|a,| = oo definiert hatten
im Fall, daB die Folge ({/|an|)nen nicht beschrinkt ist.

Fiir unsere gegebene Potenzreihe setzen wir jetzt

1
ri=—
lim sup {/|a,|

n—oo
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Dann gilt also: Fiir alle z € R mit |x — a| < 7 ist (*) absolut konvergent, fiir alle
x € R mit |x — a| > r ist (%) divergent. Das Intervall (a — r,a + r) heifit daher
Konvergenzintervall der Potenzreihe.

Wie steht es mit gleichméBiger Konvergenz? Sei (x) absolut konvergent fiir ein
xo. Fir alle x € R mit |z — a| < |zg — a| gilt dann

lap(z — a)¥| < |ag||zo — al® fir k € Ny,

und die Reihe "% |ag||zo — a|* ist konvergent. Nach dem Majorantenkriterium
(26.1) folgt, dafl die Reihe (%) in [a —|z¢ —al, a+|zo —a|] absolut und gleichméBig
konvergiert. Wir fassen zusammen:

(26.2) Satz und Definition. Zu der Potenzreihe

Zak r—a) (*)

k=0

gibt es einr € R, r > 0, so daf die Reihe (%) fiir |x — a| < r absolut konvergiert
und fir |z — a| > r divergiert. Die Zahl r heifst Konvergenzradius der Reihe (x)
und wird gegeben durch

1
 limsup /Jan|

Das offene Intervall (a — r,a + 1) heifit Konvergenzintervall der Reihe (x). In
jedem kompakten Teilintervall des Konvergenzintervalls konvergiert die Reihe (%)
gleichmdfsig.

Achtung! Uber die Konvergenz in den Endpunkten des Konvergenzintervalls wird
hier nichts ausgesagt (und 148t sich auch allgemein nichts sagen). Es gibt Potenz-
reihen, die in keinem, einem oder beiden Endpunkten des Konvergenzintervalls
konvergieren.

Ferner beachte man, dafl i.a. nicht im ganzen Konvergenzintervall gleichméfige
Konvergenz vorliegt, sondern nur in kompakten Teilintervallen.

Beispiel.

<1
Z k_ mit einem m € Ny. (1)
k=1

Wegen lim,, o, {/n =1 (vgl. (13.11)) ist der Konvergenzradius = 1. Ferner gilt:
firm=0  ist (1) divergent in 1 und —1
fir m =1 ist (1) konvergent in —1, divergent in 1
(

fiir m = 2 ist (1) konvergent in —1 und 1.
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Nehmen wir an, die Potenzreihe

Zak(x —a)" (%)

habe den Konvergenzradius 0 < r < co und konvergiere etwa auch noch im End-
punkt a+1r des Konvergenzintervalls. Wir wollen zeigen, daf} sie dann im Intervall
la,a + r] gleichméBig konvergiert. Der Unterschied zur fritheren Argumentation
ist, daB jetzt nicht notwendig absolute Konvergenz vorliegt, daher ist das Majo-
rantenkriterium nicht anwendbar. O.B.d.A. kénnen wir uns auf den Fall a = 0,
r = 1 beschrinken, der durch eine einfache Transformation erreichbar ist.

(26.3) Satz. Ist >, ax konvergent, so ist >, ,arz® gleichmifig konvergent in
[0,1].

Beweis. Setze by, = Z;’ikH a; fiir k € Ny. Dann ist (by)ren eine Nullfolge, und
es ist by_1 — by = a. Triviale Umformung ergibt fiir n > m

n

n—1
5 apz® = b, 2™ — b, 2" + E b (T — 2F).
k=m+1 k=m+1

Sei e € RT. Es gibt ein ng € N mit |b| < €/3 fiir k > ng. Sei jetzt m > ng, p € N.
Dann gilt fiir beliebiges x € [0, 1]

m—+p m+p—1
S ot < lul + lbmepl + 3 Ibellet — ot
k=m+1 k=m+1
p p p m+p—1
k k+1
< §+§+§Z(x —" ) <e
l:::m—i—l

Aus dem Cauchy-Kriterium (25.1) folgt jetzt die behauptete gleichméfBiige Kon-
vergenz. [

Aus (26.3) und (25.2) folgt insbesondere:

(26.4) Korollar. Ist
f(z) = Zakxk fiur x € [0,1],

so ist fin [0, 1] stetig.
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Eine durch eine konvergente Potenzreihe dargestellte Funktion ist also stetig.
Allgemein sagen wir, falls

f(:E):Zak(x—a)k firz e (a—rya+r) (%)

mit r > 0 gilt, die Funktion f sei durch die obige Potenzreihe dargestellt, oder
sie sei in eine Potenzreihe um a entwickelt. Wir untersuchen jetzt die Differen-
zierbarkeit einer derart dargestellten Funktion. Dazu betrachten wir die durch
gliedweise Differentiation von (x) entstehende Potenzreihe

Z kay(z — a)*! (')
k=1

Wegen limsup,,_, ¥/ (n+1)|aps1| = limsup,_ . ¥/|a,| hat sie denselben
Konvergenzradius wie (x). In jedem kompakten Teilintervall des Konvergenzin-
tervalls (a — r,a + r) ist also () nach (26.2) gleichmé&fig konvergent; aus (25.3)
folgt daher die Differenzierbarkeit von f und die Konvergenz von (x’) gegen f’.
Auf f" kann man natiirlich wieder denselben Schlufl anwenden, usw. Auf diese
Weise erhalten wir den folgenden Satz:

(26.5) Satz. Sei
f(x):Zak(x—a)k firz € (a—r,a+r)
k=0

mit positivem Konvergenzradius r. Dann ist f beliebig oft differenzierbar, und fir
n €N gilt

F ) =) k(k—1) -+ (k= n+ Dag(x — a)*",
k=n
wo die rechts stehende Reihe denselben Konvergenzradius r hat. Speziell ist

_ fa)

n!

Qp

Die letzte Aussage zeigt insbesondere, dafi zwei verschiedene Potenzreihen (zur
selben Stelle a) nicht dieselbe Funktion darstellen kénnen. Mit anderen Worten:

Aus . .
Zak(x —a)k = Z bi(x — a)*
k=0 k=0

mit Konvergenz in einem Intervall um a folgt ay = by, fiir £ € Ny (Eindeutigkeits-
satz fiir Potenzreihen).
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Taylorreihen

Wir haben eben gezeigt: Wenn die Funktion f durch eine (in einer Umgebung
von a konvergente) Potenzreihe um a dargestellt wird, so ist diese gegeben durch

o k) (g
f) =3 T

Hier sei kurz an §18 erinnert: Ist f in einer Umgebung von a beliebig oft diffe-
renzierbar, so hatten wir die Reihe

X R (g
Z ! k;l( )@ —a)f
k=0 ’

als die Taylorreihe von f zur Stelle a bezeichnet. Wenn also f iiberhaupt durch
eine Potenzreihe um a dargestellt werden kann, dann nur durch die Taylorreihe.
Im konkreten Fall kommt es also darauf an, den Konvergenzradius der Taylor-
reihe zu ermitteln. Ist er positiv, so folgt aber allein daraus noch nicht, dafl die
Taylorreihe gegen die Funktion konvergiert, wie ein Beispiel in §18 zeigte. Um zu
zeigen, dafl eine gegebene Funktion im Konvergenzintervall wirklich durch ihre
Taylorreihe dargestellt wird, mufl man also entweder zeigen, dafl das Restglied
gegen Null konvergiert, oder, falls dies nicht gelingt, auf andere Weise schlieflen.
Hierfiir im folgenden einige Beispiele. Fiir die Abschétzung des Restgliedes haben
wir die durch die Taylorformel gegebenen Darstellungen zur Verfiigung: Wird

") (g
1) =3 T 0 4 Rea)
k=0 ’

gesetzt (und ist f auf einem Intervall definiert), so gilt nach (18.1)

(1) (¢
Ry (1) = {nff)ﬁcc _ay

mit einem (von n und x abhéngenden) ¢ zwischen a und z, und nach (21.4) gilt

Runr(a) = / Sy — by dt.

In manchen, aber nicht in allen Féllen kann man hiermit die gewiinschte Konver-
genz der Taylorreihe gegen f zeigen.

Wir wollen als Beispiele die Taylorreihen fiir einige der im Kapitel iiber spezielle
Funktionen betrachteten Funktionen untersuchen. Fiir die Funktionen exp, sin,
cos wurde (fiir a = 0) bereits frither gezeigt, dafl das Restglied gegen Null geht.
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Wir betrachten die Logarithmus-Funktion. Als Entwicklungsstelle kommt nur
ein Punkt des Definitionsbereiches R™ in Frage. Wir wihlen a = 1. Fiir f =
beweist man leicht durch vollsténdige Induktion

fO) = (D=1l (keN)
speziell f*)(1) = (—=1)*71(k — 1)!. Die Taylorreihe zur Stelle 1 lautet also

>

k=1

(z — 1)k

Der Konvergenzradius dieser Reihe ist offenbar 1; sie stellt also in (0,2) eine
Funktion ¢ dar. Eine Abschéitzung des Restgliedes stofit auf Schwierigkeiten: Da
man nichts iiber ¢, weil, kann man nicht ausschliefen, dafl ¢,, = 1/2 fiir alle n
ist. Wegen

(=" (z — "

n+1 cnft

Rn+1<x> =

wiirde dann aber fiir 0 < z < 1/2 gelten:

r—1

>,
Cn
also R,41(x) /4 0. Man kann aber auf andere Weise leicht zeigen, daf g in (0,2)

mit der Funktion In iibereinstimmt. Dazu differenzieren wir die Funktion In —g:
Es ist

G po1 1 1 B
D A A T T

k=1

In'z —

RIH

Die Funktion In —g¢ ist also in (0,2) konstant; da sie an der Stelle = 1 gleich
Null ist, ist sie iiberall Null. Damit ist

Inx = i (=
k=1

gezeigt. Die rechts stehende Reihe konvergiert nach dem Leibnizkriterium auch
fir z = 2. Da die dargestellte Funktion nach (26.4) (passend transformiert) in 2
noch stetig ist, stimmt sie dort mit In 2 iiberein. Wir kénnen das Ergebnis auch
in der Form

—1)* tir z € (0,2)

3

fir —1<zx<1

schreiben.



