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Wir wollen diese Gleichung fiir |:L‘| < 1 noch auf andere Weise herleiten. Es ist

In(1+x) = 1—+tdt /Z t)kdt.

0

Die geometrische Reihe > (—¢)" ist nach dem Majorantenkriterium fiir ¢ €
[—|z|, |x|] gleichm&Big konvergent; nach Satz (20.4) darf man also gliedweise in-
tegrieren und erhéalt

n(l+z) = Z/ t)edt = {(k_ﬂ r i

k= =07 k=1

Speziell haben wir die hiibsche Formel

In2=1 ! + Lz +
n2=1—-—-+4+--—-
2 3 4
Zur numerischen Berechnung ist diese Reihe aber ungeeignet; besser konvergiert
die Taylorreihe der Funktion

1+«
In
11—z
zur Stelle 0. Man bekommt sie aus
1+2x
| = In(1 — In(1 —
no— n(l+z)—In(l —2)
2 .3 4 2 3
I N —(—x‘5—§—z )
23 5
= 2(%4—?—1—3—1— ...... ) fir |z] <1

Als néchstes Beispiel betrachten wir die Funktion f = arctan, die wir in eine
Potenzreihe um 0 entwickeln wollen. Zur Berechnung der n-ten Ableitung an der
Stelle 0 kann man den Ansatz

P (x)
(1+22)n

machen und findet fiir P, eine Rekursionsformel, aus der sich herleiten 148t, daf3

FE(0) =0, FEI(0) = (=1)"(20)

f" () =

ist. Die Taylorreihe der Funktion arctan lautet also

SV
E+1

k=0

[\
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Der Konvergenzradius ist offenbar 1. Sei f die in (—1,1) dargestellte Funktion.
Es gilt
- 1
f(z) = Z( 1)ka?r = = arctan’ x,

112
prd 1+«

ferner f(0) =0 = arctan0. Also ist f(z) = arctanz. Wir haben also

arctanx = 1 —

0 _1k
— 2:: lﬁ“l in (—1,1).

i
o
[\

Nach dem Leibniz-Kriterium konvergiert die Reihe auch fiir x = 1 und z = —1.
Nach (26.4) ist die dargestellte Funktion dort stetig, stimmt also mit der Funktion

arctan iiberein. Speziell haben wir tan 7 = 1, also arctan 1 = 7, somit

T 1+1 1+
4 3 5 7

Auch diese Reihe konvergiert aber zu langsam, um fiir numerische Rechnungen
brauchbar zu sein.

Als letztes Beispiel wollen wir die allgemeine Potenz x +— z® betrachten. Als
Entwicklungsstelle wahlen wir ebenfalls 1, aber es schreibt sich bequemer, die
Funktion z — (1 + 2)® zu nehmen und um 0 zu entwickeln. Fir f(z) = (1 +
x)® (z > —1) berechnet man

FO ) =ala—1)- (o — k+ 1)1+ 2)**.

Zur ubersichtlicheren Schreibweise wollen wir wie frither den Binomialkoeflizien-
ten (Z) erkliaren durch

(Z) _ oz(oz—l)~~]~€!(oz—k+1).

Dann ist die Taylorreihe der Funktion f zur Stelle 0 gegeben durch

> (5

k=0

Im Fall o € Ny sind fast alle Koeffizienten 0, es liegt also ein Polynom vor. Wir

setzen jetzt o ¢ Ny voraus.

folgt sofort, dafl der Konvergenzradius gleich

Aus dem Quotientenkriterium (8.9)

, 1) eine Funktion g dar. Setzen wir
)

x

1 ist. Die Reihe stellt also in (—

1
h(x)::(lg_i(_ix)a fir —1<x<1,
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so gilt

() = g@)(A+2)* —g@)ad+2)*"  g@)1+7)—ag()
(14 x)2 (1 + z)ott '

Nun ist

(1+2)g'(x) = (1+x)§:(2)kg;k—l

S ()

k=0

also i/ = 0 und daher h = const. Wegen h(0) = 1 folgt

(1+x)°‘:Z(Z>xk fir — 1<z < 1.

k=0

Man nennt diese Reihe auch die ,,binomische Reihe®. Das Konvergenzverhalten
an den Stellen +1 ist etwas schwieriger zu beurteilen:

BEMERKUNG. Sei a € R\ Ny. Die binomische Reihe Y77 (%)a" ist fiir

‘ nzr=1 ‘ inr=-1

a>0 konvergent | konvergent
—1 < a <0 | konvergent | divergent
a<—1 divergent | divergent

27 Fourierreihen

Ein wichtiger Typ von Reihenentwicklungen wird gegeben durch die Fourierrei-
hen. Fourier war Physiker, und wir wollen zunéchst kurz die physikalische Fra-
gestellung, bei deren Behandlung Fourier (1807) erstmals die heute nach ihm
benannten Reihen verwendete, heuristisch erlautern.

Fourier befaite sich mit Problemen der Wérmeleitung in homogenen Medien. Als
besonders einfaches (idealisiertes) Warmeleitungsproblem betrachten wir einen
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geraden Stab der Lange [, den wir als ,,unendlich diinn“ annehmen. Seine Punkte
konnen also durch eine Koordinate = beschrieben werden, die das Intervall [0, (]
durchlauft. In diesem Stab herrsche an der Stelle x zur Zeit ¢t > 0 die Temperatur
T'(x,t). Wir nehmen an, die beiden Enden des Stabes wiirden von auflen stindig
auf der Temperatur Null gehalten, und im {ibrigen sei der Stab vollkommen iso-
liert. Zur Zeit t = 0 herrsche eine bekannte Temperaturverteilung, gegeben durch
eine Funktion f : [0,]] — R. Von der Temperaturverteilung 7'(z,t) ist also be-
kannt, dafl
T(x,0) = f(x) fir z € [0, ]
und
T0,t) =T(,t)=0 firt >0

ist. Im Lauf der Zeit werden sich nun auf Grund der Warmeleitung die Tempera-
turunterschiede ausgleichen. Die Frage ist, welche Temperaturverteilung zu einer
Zeit t > 0 herrscht, also wie man die Funktion 7'(z,t) aus der Anfangsverteilung
T(x,0) berechnen kann.

Physikalische Grundannahmen und Uberlegungen fithren zu der Folgerung, daf
die Funktion T" (unter, wie iiblich, geeigneten Differenzierbarkeitsannahmen) der
partiellen Differentialgleichung

or  o°T
ot~ Mo
geniigen muf}, wobei 1 > 0 eine Materialkonstante ist. Wir stellen nun zunéchst

die Frage der Anfangsverteilung zuriick und suchen allgemeiner eine Losung ¢ :
[0,1] x [0,00) — R des Problems

O _ 0

ot MW7 ©(0,1) = ¢(l,t) = 0. (*)

Um spezielle Losungen zu finden, kann man untersuchen, ob es Losungen der
Form

p(x,t) = h(t)g(x)
gibt (,,Separationsansatz, , Trennung der Verénderlichen“). Hierzu mufl wegen

W W), 02 = h(ng' )
also
Wit g'(x)
nt) gl

sein. Da die linke Seite nicht von x und die rechte nicht von ¢ abhéngt, handelt
es sich um eine Konstante c. Somit werden wir auf die Gleichungen

W) = ch(t),

pg'(z) = cg(x)
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gefithrt. Die erste Differentialgleichung 148t sich sofort losen:
h(t) = be®

mit einer Konstanten b. Bei der zweiten ist die Randbedingung

zu beriicksichtigen. Es liegt daher der Ansatz g(x) = sin ax nahe. Die Differenti-
algleichung ist erfiillt, wenn al = k7 mit ganzzahligem £k ist. Fiir die Konstanten

ergibt sich also
km pk?m?
c=—

7 12
Insgesamt erhalten wir, dafl bei beliebigem k£ € N durch

a =

271_2 k T
op(z,t) = bke_“kﬂ "sin %

mit by, = const. eine Losung des Problems (x) gegeben ist.

Natiirlich kann hierdurch i.a. noch nicht die gesuchte Temperaturverteilung
T(x,t) gegeben sein, denn es sollte ja T'(z,0) eine vorgeschriebene Funktion f(x)

sein. Wir erhalten aber k
©r(z,0) = by sin $7

also fiir jedes k eine sehr spezielle Funktion.

Nun beachte man aber, dal unser Problem ,linear” ist. Dies hat zur Folge, dafl
die Summe von Losungen auch eine Losung ist, also ist durch

n n 27\-2 k
o(z,t) = Z or(r,t) = Z bke_ukﬂ "sin $
k=1 k=1

(n € N) ebenfalls eine Losung gegeben. Fiir diese Losung ist

und im allgemeinen wird es immer noch nicht moglich sein, die Zahl n und die
Koeflizienten by so zu wihlen, dal p(z,0) = f(z) ist. Hier setzt nun Fouriers
entscheidende (und damals kithne) Uberlegung ein. Er geht davon aus, dafi man
die weitgehend willkiirliche Funktion f durch die unendliche Reihe
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darstellen kann, wenn man die Koeffizienten b, geeignet bestimmt. Alsdann setze

man
pk2n? kmx

T(x,t) ::Zbke_ 7~ sin I
k=1

Wenn die obere Reihe fiir jedes = € [0,[] absolut konvergiert, dann nach dem
Majorantenkriterium auch die untere. Die , Anfangsbedingung® T'(z,0) = f(z)
(fiir € [0,{]) und die ,Randbedingung®* 7°(0,t) = T'(I,t) = 0 (fiir ¢ > 0) sind
dann erfiillt. Falls es erlaubt ist, die Reihe gliedweise zu differenzieren (einmal
nach t, zweimal nach z), erhélt man, dafi 7" auch der vorgeschriebenen partiellen
Differentialgleichung geniigt. Das Problem der Temperaturverteilung ist damit
als gelost anzusehen.

Der springende Punkt bei dieser Argumentation ist natiirlich die Frage, ob es
moglich ist, eine gegebene Funktion f : [0,{] — R mit f(0) = f(I) = 0 darzustel-
len als Reihe der Form

Mit einer Variante dieser Fragestellung befassen wir uns im folgenden. Es bedeu-
tet dabei keine Einschriankung der Allgemeinheit, [ = m anzunehmen. Anderer-
seits soll die Voraussetzung f(0) = f(I) = 0 fallengelassen werden, und wir fragen
allgemeiner nach der Entwicklungsmoglichkeit in Reihen der Form

% + ;(ak cos kx + by sin kx).

Es ist bequem, Funktionen zu betrachten, die auf ganz R definiert sind. Wenn
eine solche Funktion durch die obige Reihe dargestellt wird, ist f(z +27) = f(x)
fiir x € R. Funktionen mit dieser Eigenschaft nennen wir 27-periodisch.

Wir nehmen nun an, fiir eine gegebene Funktion f : R — R existiere in der Tat
eine Darstellung der Form

f(z) = % + ;(ak coskx + bysinkzx), x €R,
wobei die Reihe sogar gleichméfig konvergent sei. Dann lassen sich die Koeffizien-
ten ag, by folgendermaflen berechnen. Multiplikation mit cos max und Integration
tiber [0, 27] (beachte, daB f wegen der gleichméBigen Konvergenz stetig ist) ergibt

2

/ f(z) cosmzx dx

0

2m 2T
B % /COS ma dz + /Z(ak cos kx + by, sin kx) cos ma d.
0 k=1
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Die rechts stehende Reihe ist ebenfalls gleichméflig konvergent (ndmlich gegen
f(x) cosmx; beachte || fg|| < || fIlllg]l), darf also nach (20.4) gliedweise integriert
werden. Es ist also

2

/ f(z) cosmx dx

0

21 00 27 21
ao .
= 5 /Cosmxda: + E ak/cosk:xcosmxdx + by, /smk:xcosma:dx
0 k=1 0 0

Nun findet man leicht durch partielle Integration:

2 2w

/coskxcosmacdx:/Sinkxsinmxdxzo fir kK #m
0

[en]

2
/ sin kx cosmx dx = 0,
0

2w 2m

cos® kx dr = /Siﬂ2 krxdr=m fur £ > 1.

0

O\

Damit erhalt man

3 | e

27
ar = /f(x) cos kx dx fiir k € Np.
0
Ganz analog beweist man

2w

1

bk:—/f(x)sinkxd:c fiir k e N.

7r
0

Man bezeichnet nun ganz allgemein fiir jede 2m-periodische Funktion f und fiir
k € Ny die Zahlen

2

/ f(z) cos kx dz,

0

1
a = —
m

27
1
by = —/f(x)sinkxdx,
T
0
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(k € Np) falls diese Integrale existieren, als die Fourierkoeffizienten von f und
nennt die Funktionenreihe
% + ;(ak cos kx + by sin kx)

die Fourierreihe von f. Dabei ist (analog wie bei Taylorreihen) nichts dariiber
ausgesagt, ob diese Reihe iiberhaupt (und fiir welche z bzw. in welchem Sinne)
konvergiert und ob sie im Konvergenzfall gegen f(x) konvergiert. Die Beantwor-
tung dieser Fragen erfordert eingehendere Untersuchungen.

Bevor wir hierauf eingehen, wollen wir aber die hier sehr zweckméflige komplexe
Schreibweise einfiithren. Es ist ja

. o 1 . . _ 1 .
e =cosx +isinz, cosx = i(e” +e7'), sinx = 5(6” —e ).
i

Damit ergibt sich fiir £ € Ny

ay cos kx + by sin kx

1, . ) o )

= q- §(ezkx + e—zka:) o bk X %(ezkx o e—zk:x)
1 : ik 1 . —ikx

= 5(% — iby)e™ + §<ak + by )e

_ Ckeikar + C_ke—ikm
mit
1 . 1 )
Ck i= §(ak — iby), C_g = 5(% + ibg),
also fiir n € N

% + Y (aycoskx + by sin kx)
k=1

3

= co+ Y (cpe™ 4 c_pe™)
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Dies ist also ebenfalls die Fourierreihe von f, nur in komplexer Schreibweise.

Es ist weiter zweckméfig, auch komplexwertige Funktionen f : R — C zuzulas-
sen. Jede solche Funktion 148t sich eindeutig darstellen in der Form f = u + v
mit reellen Funktionen u,v. Man definiert dann (falls v und v, eingeschriankt auf
[a, b], Regelfunktionen sind)

/bf(x) dz := /bu(q;) da;+z'/bv(x) da.

Mit dieser Konvention ist fiir &k > 0

1 .
Cr, = §(ak—zbk)

27
1
= 5 / f(z)(cos kx — isinkx) dz
0
2

und
1 27
c_p = =(ag +iby) = —/f(a:)eik‘” dx,
T
0
somit
1 27
Ch =5 / f(z)e ™ dy fir k € Z.

0

Wir wollen hier auch komplexwertige Funktionen f zulassen, erkldren dann die
Fourierkoeffizienten ¢; von f durch diese Gleichung (falls die Integrale existieren)

und nennen die Reihe
o0

E Cr eikm

k=—o00
die Fourierreihe von f.

Die Konvergenztheorie der Fourierreihen wird dann besonders einfach und iiber-
sichtlich, wenn man nicht nach der (i.a. selbst bei stetigen reellen Funktionen
nicht vorliegenden) punktweisen Konvergenz fragt, sondern nach Konvergenz in
einem schwécheren Sinne. Mit dieser auch fiir Anwendungen wichtigen Konver-
genz wollen wir uns hier befassen.
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Konvergenz im quadratischen Mittel

Wir betrachten die Menge V' der Funktionen f : R — C mit f(z+27) = f(x) fiir
x € R und der Eigenschaft, dafl Real- und Imaginérteil von f, eingeschrankt auf
0, 2], Regelfunktionen sind. Offenbar ist V' (mit den tiblichen Verkniipfungen)
ein Vektorraum iiber C.

Definition. Fiir f,g € V sei

T o
0

(f,9) = ! /f(w)g(x)dx.

Die komplexe Zahl (f, g) heiit das Skalarprodukt von f und g.

N}

7.1) Satz. Die Abbildung (-,-) : V x V. — C hat die folgenden Figenschaften
fir f,g,h € V und X\ € C):

f+g,h) = (f,h)+ (g, 1)

Beweis. (1) — (6) folgen unmittelbar aus der Definition; bei (6) beachte man
ff=|f]? > 0. Wegen (6) sind die Wurzeln in (8) im Reellen erklirt.

(7) Nach (6) gilt fiir f,g€ V und A € C
(f+2g9,f+Ag) 20,

also unter Verwendung von (1) — (5)

(£, 1)+ X[, 9) + Mo g) + AX{g, g) > 0.

Ist (g, g) # 0, so kann man
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einsetzen und erhélt die behauptete Ungleichung. Ist (g,¢g) = 0, so setze man
X = —n(f, g); es folgt |(f, g)|> < 1/2n(f, f}, also (da n € N beliebig ist) |{f, g)| <
0=1(f,f)g.9).

(8) Aus (7) folgt
Re(f,9) <[{f, 9l < V{F: 1){9,9),

also
(f+a.f+g) = (LN +{f.9)+{F.9)+ (9.9
= ([,f) +(9.9) + 2Re(f, g)
< (LN + (9.9 +2V{f, [){9.9)
- (VTR +Vaa) .
woraus (8) folgt. |
Definition. Fiir f € V ist
£z = /. f)

die Lo-Norm oder Hilbert-Norm von f.

Die Ungleichungen (7) und (8) aus Satz (27.1) schreiben sich damit in der Form

[(Fo ol < N Fl=llgll
(Cauchy-Schwarzsche Ungleichung) und

1f +gll2 < 1fll2 + llgll2;
letzteres ist die Dreiecksungleichung fiir die Lo-Norm.

Wir erinnern uns daran, da wir schon frither Konvergenz im Sinne einer Norm
erklart hatten, und definieren:

Definition. Seien f,f, € V (n € N). Die Folge (f,)nen heiBt konvergent im
quadratischen Mittel (oder konvergent in der Lo-Norm) gegen f, wenn

T [|f — full = 0
ist.

Die Bezeichnung ,,im quadratischen Mittel“ ist naheliegend wegen

I = full2 = /u o) d
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der rechts stehende Ausdruck 148t sich als Mittelwert der quadratischen Abwei-
chung von f und f, ansehen. Man beachte, dafl eine im quadratischen Mittel
konvergierende Funktionenfolge nicht punktweise konvergent zu sein braucht.

Wir betrachten jetzt speziell die durch
er(z) == e
definierten Elemente e, € V' (k € Z) und berechnen (ey, e,,). Nach Definition ist

27 2

1 J— 1 ,
(ep,em) = — [ e*@eimedy = — /ez(k_m)m dx
2m 2m
0 0
2m 2m
1
= o /cos(k; —m)xdr +1 / sin(k — m)x dz
T
0 0
{1 fir k =m
o fiir k£ m.

Allgemein nennt man zwei Elemente f, g € V mit (f, g) = 0 orthogonal, und eine
Folge (by)rez in V' heiit Orthonormalsystem, wenn

(b b} {1 fir k=m
S 0 firk#m

ist.

Im folgenden sei jetzt zunichst ein beliebiges Orthonormalsystem (by)rez gege-
ben. Ist f € V', so nennt man die durch

C = <f7 bk>

definierten komplexen Zahlen die Fourierkoeffizienten von f beziiglich des gege-
benen Orthonormalsystems. Die frither definierten speziellen Fourierkoeffizienten
sind also genau diejenigen beziiglich des speziellen Orthonormalsystems (ey)gez.

Die Reihe
> cubs
kez

nennt man die Fourierrethe von f beziiglich des Orthonormalsystems (by)kez-

Sei jetzt f € V gegeben, und seien a_,, ..., a, beliebige komplexe Zahlen. Wir

wollen
Hf - Z ayby,

2

k=—n

2
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berechnen und aus dem Ergebnis wichtige Folgerungen ziehen. Es ist (Summation
jeweils von —n bis n)

Hf—z%bku}<f—2akbkvf—2ajbj>
Z&k be, ) Za] f, <Zakbk,z% >

Ck

<Z akbkazoéjbj> Zako@ bk, Zakak

und

Ferner ist

Z|Ck—ak2 = Z(Ck—ak)(@—oé_k)
= chc_k—z&kc_k—za_kck+zaka_k-

Damit ergibt sich

7= St = 151 = S leul? + 3 hew — .

Hieran lesen wir folgendes ab:

(1) IIf = i, arbgl3 wird genau dann minimal, wenn o) = ¢ fiir k =
—n,...,n) ist. Dies ist also eine Kennzeichnung der Fourierkoeffizienten durch
eine Extremaleigenschaft: f wird durch eine Linearkombination der Vektoren
b_pn,...,b, im Sinne der Lo-Norm genau dann am besten approximiert, wenn

man als Koeffizienten die Fourierkoeffizienten wahlt.

(2) Wéhlen wir jetzt ay = ¢, so lautet die obige Gleichung

Hf”% - Z ‘Ck|2 = Hf Z Ckbk

k=—n k=—n

Y

und dies ist > 0. Es folgt die Konvergenz der Reihe Z;O:_OO |cx|* und die Unglei-

chung
> lal <13

k=—00

Genau dann gilt hier das Gleichheitszeichen, wenn

= Z by

k=—n

=0

2

lim
n—oo




27 FOURIERREIHEN 174

ist. Wir fassen die erhaltenen Ergebnisse zusammen und ergénzen sie durch einige
neue Bezeichnungen.

(27.2) Satz und Definition. Sei (by)kez ein Orthonormalsystem in V', sei f €
V', und seien ¢, = (f,bx), k € Z, die Fourierkoeffizienten von f beziiglich des
Orthonormalsystems (by)gez. Dann gilt

Z len? < I£115 (Besselsche Ungleichung).

k=—o0

Genau dann konvergiert die Fourierreihe von f im quadratischen Mittel gegen f,

d.h. es gilt
- Z Crbr

k=—n

lim
n—oo

=0,
2

wenn

(%) Z le? = |1 £l (Parsevalsche Vollstandigkeitsrelation)

k=—o0

gilt. Das Orthonormalsystem (bg)rez heifst vollstandig, wenn () fir jedes f € V
qgilt.

Nach diesen allgemeinen Betrachtungen kehren wir zum speziellen Orthonormal-
system (ey)gez zuriick und zeigen:

(27.3) Satz. Das Orthonormalsystem (ex)rez ist vollstindig.

Fiir jede Funktion f € V konvergiert also die Fourierreihe

o0

E Cr eikac

k=—00

mit
2T
= [ e
L = o T)e T
0

im quadratischen Mittel gegen f(x), d.h. es ist
2m
lim

0

oder, anders geschrieben,

T [|f — S, (][l = 0.



