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wenn wir (wie auch im folgenden) mit

n

Sulf] = Z cpet®

k=—n

die n-te Partialsumme der Fourierreihe von f bezeichnen. Nach Satz (27.2) ist
dies gleichwertig mit

> laf = o [ 15 do ()
k=—00 0

Zum Beweis von (x) nehmen wir zunéchst f von einer sehr speziellen Gestalt an.
Sei 0 <a<b<2r und

1 fir a<x<b,
0 fir 0<z<aundb<z <27,

)= {
im iibrigen sei f(x + 27) = f(z). Fiir die komplexen Fourierkoeffizienten von f

erhalten wir
27

1 b—a
co—g/f(x)dx— o

0

und fiir £ # 0

2

1 1 [—1 b i
—ikx —ikx —1kb —ika
- dr = — | — - _
* 27r/f<x)e YT on L‘ke L 2 e,
0

also
el? 1 —cosk(b—a)
Cr| =
272 k2
Somit ist
= —a)? 1 &1 = cosk(b—a)
2 _ _ _ B
3 el =T 5y

Zur Berechnung der letzten Summe folgt eine lingere Zwischenrechnung.

1. Beh.
> sinkx T

k2

fiir 0 < z < 27.
k=1
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Beweis.
n n 2n
142 E coskt = E ekt — gint E 'kt
k=1 k=—n k=0
Cint i(2n+1) 1 ei(n+2)t i(n+3)t
et —1 ezt — g3t
sin(n + 3)
fry - 1 ,
sin 525
also

sin(n + )t
Zcos = ——— —

Integration von 7 bis z ergibt

sin kx sin(n + 1)t T —T
- T g .
k 2sin 5t 2

k=1

s

Fiir n — oo konvergiert das Integral gegen 0, da die Fourierkoeffizienten einer
Regelfunktion wegen der Besselschen Ungleichung gegen 0 konvergieren.

2. Beh. Fiir 6 € (0,7) ist die Reihe ), sinkxz/k gleichméfliig konvergent in
9,21 — 4].

Beweis. Setze

k=1

sp(x) == i sin kz = Im (i e“‘“) :
k=1

Fir 0 <z <27 — 6 gilt

" B iz emr _ 1
lsn(x)l < ;61 = et etz 1 ‘
2 1 1

S iT T - < é

S 5 Sin 9
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Fiir m > n > 0 folgt

m

sin kx
2

™ sk(x) — sp_1(x)
Z k k,k

k

n

- [ G-rf)- -

1 1 1 N 1 +1 B 2
sing n m+1 m+1 n _nsing'

Nach dem Cauchy-Kriterium (25.1) folgt die gleichméfige Konvergenz.

3. Beh.

= cos kx r—71\> 72 i € [0, 27]
= - — ur o 7.
—~ k2 2 12 ’

Beweis. Setze F(x) := ;2 coskx/k? Diese Reihe ist nach dem Majorantenkri-
terium gleichmé#Big konvergent. Fiir beliebiges § > 0 ist die Rethe — Y 72 sinkx/k
auf [0, 2m — §] nach der 2. Beh. gleichméfig konvergent. Nach Satz (25.3) und der
1. Beh. folgt

r—T

Fl(a) = =57, also F(x) = (‘”;”)zﬂ.

Nun ist
27 3

/F(x)dxz%—i—%rc,
0

und dies ist andererseits nach Satz (20.4)

21 27
> k =1
= /Z COZQ xd:c = Z ﬁ/coskxd:ﬁ = 0.
o k=1 k=1 0

Also ist ¢ = —’{—;, womit die 3. Beh. bewiesen ist.

Jetzt kénnen wir unsere oben begonnene Rechnung fortsetzen und erhalten

= b—a)? 1 a2 1 (b—a—-m\> 1 =2
Z ] = —L = — = [ = —
et 47 ™ 6 w2 2 w2 12
b—

_ a 2
=
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Die Gleichung (x) ist fiir diese spezielle Funktion f also bewiesen.

Nun sei f : [0,27] — R eine Treppenfunktion. Dann gibt es endlich viele Funk-
tionen f1,..., f, der oben betrachteten Art und reelle Zahlen aq,...,q, mit
f= Z;Zl a;fj. Allgemein sei mit S,,[g] die n-te Partialsumme der Fourierreihe
von g bezeichnet, also

Sl = Y alge™, ald =5 [awe i

Dann gilt

1F = Salflle = |[Dasti =3 asSals]

< S laylllfs = Salfillla = 0 fiirn — oo

nach dem bereits Bewiesenen und (27.2).

SchlieBlich sei f : [0,27] — R eine Regelfunktion. Zu ¢ € RT existiert eine
Treppenfunktion ¢ auf [0, 27r] mit | f(z) —t(z)| < €/2 fiir z € [0, 27]. Fiir g := f—t
folgt

lg ~ Salo]l3 = llgll3 - Zm ol < gl < (5) -

Nach dem bereits Bewiesenen existiert ein ng € N mit ||t — S,[t]|l2 < €/2 fiir
n > ng. Fir n > ng gilt also

1f = Sulfllla < llg = Salgllla + It = Sult]ll2 < = + = =€

2 2
Somit ist
Tim [~ S,[f]]ls = 0.
Die Ausdehnung auf f € V ist jetzt trivial. [ |

Gegeniiber der Konvergenz im quadratischen Mittel ist die Beurteilung der punkt-
weisen Konvergenz einer Fourierreihe wesentlich schwieriger. Selbst fiir stetiges
f braucht die Folge (S,[f])nen der Partialsummen der Fourierreihe von f nicht
punktweise gegen f zu konvergieren. Erstaunlicherweise gilt aber, daf§ die arith-
metischen Mittel dieser Partialsummen sogar gleichméflig gegen f konvergieren,
wie der folgende Satz zeigt.

(27.4) Satz (Fejér). Ist f : R — R 2m-periodisch und stetig und wird

Fulf)i= ~(Solf] -+ Sl
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gesetzt, so konvergiert die Folge (0,[f])nen gleichmdfSig gegen f.

Beweis. Es ist

n 2m
Si@ = Y (g [ re ) o
k=—n 0

2T
_ i . ik(z—t)
= & / F(t) kz dt
0 =—n
2
_ %/f(t)Dn(x—t)dt

mit

Wir bemerken

und ‘ A ‘
(em . 1)Dn(l‘) _ ez(n—l—l):c _ pinz

Multiplikation mit e~ % ergibt

D, =
(z) sin%
Setze )
Fn = E(DO++DTL—1)’
dann ist )
1
— | Fu(x)dx =1
27
0
und ,
1 <= sin(k + Hz
Fu(r) = Ly St o)
n sin £
k=0 2
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Aus
n—l n—l nx -
gkt _ e N ke _ € 1
e — 1
k=0 k=0
B emnr 1 _cosna:—l—I—isinmc
B _e % 2isin 2
folgt
n—1 i.2 nx
1 1— ne
sinlk+=)z= (j’osnx:SH.l 2
2 2sin 2 sin Z
k=0 2 2
also )
1 (sin &
R =1 (S
n \ sin g
Nun ist
n—1 1 1 n—1 1 n
. — S == — — 1) Dy (t) dt
oul(@) LSilfle) =23 o [ fa =D
k=0 k=0 =" 7
~ 5 [ fe-DR@a,
also

IN

> [ 15 —0 - r@iF. 0

Zu gegebenem € > ( existiert ein § > 0 mit 6 < 7 und
[f(x—t) = flz)| <e  firt] <9,
da f nach (12.5) gleichmafBig stetig ist; ferner ist

|fx—t) = flz)| <M fiir alle z und ¢

180
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mit passendem M. Es folgt

/ = 1) — F(@)|Falt) di

=:t/Iﬂx—t%—fﬁﬂﬂxﬂﬁ+-/»f@—ﬁ)—f@ﬂﬂxﬂﬁ

[¢|<s [t|>6
) 2
1 [sin & M 2r
< €+M/ﬁ[sini] dtSe%—;(. §>2'
s 5 sin 3

Fiir n > ng mit passendem ng ist der letzte Summand kleiner als e, also ist

|f(z) — on[f](x)]| < € fiir n > ny. [

Wir wollen an den Satz von Fejér noch zwei Bemerkungen anfiigen.

Zunéchst soll noch einmal kurz das Wesen der dort verwendeten Summierung
herausgestellt werden. Fiir eine Reihe

00
D
k=0

bildet man die Mittel der Partialsummen, also
S0+ S+ + Sy

o, =
n+1
_ag+(ag +ar) + (ag+ay +ag) + -+ (ap +ay + - - + ay)
n—+1
L P
— a a a e an
I R n+1
& k
_ 2(1__1>
P n+

Gegeniiber der Bildung der Partialsumme »;'_, a; werden hierbei also die Sum-
manden a; mit Gewichten versehen, die von n abhédngen und mit & abnehmen.

Sodann wollen wir darauf hinweisen, dafl man aus dem Satz von Fejér leicht
einen wichtigen Satz iiber die gleichmé&flige Approximierbarkeit stetiger reeller
Funktionen durch Polynome herleiten kann.

(27.5) Satz (Approximationssatz von Weierstrafl). Sei g : [a,b] — R stetig und
€ > 0. Dann existiert ein Polynom P mit

lg(z) — P(x)| < e fiir alle x € [a, b].
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Beweis. O.B.d.A. seia = —1 und b = 1. Setze

flp) ==glcosp)  fiir —m<p<m

und ergéinze f zu einer 2w-periodischen Funktion. Wegen f(—7) = f(m) ist f
stetig. Nach dem Satz von Fejér existiert ein n € N mit

1f(o) —onlfl(p)] <e  furalle p € R.

Die reelle Fourierreihe von f ist von der Form
o)~ 3+ > oecoshp

denn wegen f(p) = f(—¢) verschwinden alle b;. Da cos k¢ sich als Polynom in
cos  ausdriicken 1a83t, ist

on[f](p) = P(cos p)

mit einem Polynom P. Es ist also
lg(cos p) — P(cosp)| <€ fiir alle ¢

und daher
lg(z) — P(x)| < e fiir alle x € [—1,1].



