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Sprech- und Schreibweisen

Mathematische Aussagen sind entweder wahr (W) oder falsch (F'). Aus gegebenen
Aussagen A,B kann man neue bilden mit den folgenden Verkniipfungen:

- A (nicht A) Negation
AAB (A undB) Konjunktion
AV B (A oder B) Adjunktion
A = B (A impliziert B) Implikation
A < B (A und B sind dquivalent) Aquivalenz

Die folgende Tafel legt fest, wie diese Verkniipfungen gebraucht werden.

[A[B[-A[AAB[AVB|ASB|ASDB]

W W| F W W W W
W | F F F W F F
F|{W| W F W W F
F|F| W F F W W

Die folgenden Bestandteile von Aussagen werden als Quantoren bezeichnet:

Va bedeutet: fiir alle x
Jx  bedeutet: es gibt ein x

Bei der Darstellung mathematischer Sachverhalte bedient man sich allgemein
der Mengensprechweise. Einige der iiblichen Ausdrucksweisen wollen wir jetzt
zusammenstellen, weitere folgen jeweils bei Bedarf.

Unter einer Menge versteht man eine Zusammenfassung von mathematischen Ob-
jekten; diese Gesamtheit wird dann als neues Objekt angesehen. Diese plausibel
klingende Erklarung pflegt man in der Mathematik als ,,naiv* zu bezeichnen. Sie
bedarf ndmlich der Prézisierung. Eine strenge Begriindung der Mengenlehre ist
aber zum jetzigen Zeitpunkt weder notwendig noch angebracht. Erfahrungsgemafl
kann man in der elementaren Analysis mit diesem naiven Gebrauch von Mengen
sehr gut arbeiten.

Wir werden also nicht definieren, was eine Menge sein soll, sondern lediglich ge-
wisse Mengen als gegeben ansehen und gewisse Vorschriften, neue Mengen zu
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bilden, als zuléssig betrachten. Mit anderen Worten, wir verwenden die Mengen-
lehre lediglich als eine bequeme und klare Sprechweise und nicht als das axioma-
tisch begriindbare Fundament der Mathematik, als das sie sich in einem spéteren
Stadium darstellt.

Folgende Abkiirzungen werden verwendet:

xr € M bedeutet: x ist Element von M
x & M bedeutet: x ist nicht Element von M

Nach Definition werden zwei Mengen M, N genau dann (dies heifit: dann und
nur dann) als gleich angesehen, geschrieben M = N, wenn sie dieselben Elemente
enthalten.

Die Menge, die kein Element enthélt, heifit leere Menge, sie wird mit () bezeichnet.

Fiir konkrete Mengen, die im Verlauf einer mathematischen Darstellung auftre-
ten, sind verschiedenartige Bezeichnungsweisen {iblich, zum Beispiel:

{ai,...,a,} ist die Menge, deren Elemente genau die Objekte aq, ..., a, sind (sie
diirfen in beliebiger Reihenfolge hingeschrieben werden).

{z| A(z)} ist die Menge aller z, fiir die die Aussage A gilt. Diese Schreibweise
ist nur fiir passend formulierte Aussagen A sinnvoll; besser ist:

{z € M| A(x)} ist die Menge aller z € M (M eine gegebene Menge), fiir die die
Aussage A gilt.

Aus gegebenen Mengen kann man neue bilden nach den folgenden Vorschriften:
MyN My :={z| x € My Nz € My}

ist der Durchschnitt von My und M,
MyUMy :={z| x € My Vx e M}

ist die Vereinigung von M; und M,
M\ My :={z| z € My Nz ¢ My}

ist die (mengentheoretische) Differenz von My und Ms.

M; heiit Teilmenge von My, geschrieben M; C Ms, wenn jedes Element von M;
auch Element von M, ist. Offenbar gilt M; = M, genau dann, wenn M; C M,
und My C M; ist.
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Kapitel 1: Die reellen Zahlen

Grundlage der Analysis sind die reellen Zahlen. Was sind Zahlen? Natiirlich kann
jeder mit Zahlen umgehen und hat geniigend Erfahrung, um von ihrer Niitzlich-
keit iiberzeugt zu sein. Die Frage, was eine Zahl ,,wirklich® ist, wird man schwer-
lich verniinftig beantworten konnen; das ist aber auch nicht notwendig, sondern
es geniigt zu wissen, wie man mit Zahlen umgeht. Wir wollen hier nicht den Ver-
such machen, explizit zu sagen, was reelle Zahlen sind, sondern lediglich gewisse
Regeln festlegen, nach denen man mit reellen Zahlen rechnen und anderweitig
umgehen kann. Wir werden dabei bemiiht sein, so wenige Regeln wie mdéglich an
den Anfang zu stellen und aus diesen alle anderen Regeln als Folgerungen herzu-
leiten. Dieses Vorgehen ist heute typisch fiir den Aufbau einer mathematischen
Theorie: Gewisse Grundbegriffe werden undefiniert an den Anfang gestellt und
gewisse Aussagen iiber diese Grundbegriffe als wahr angenommen. Weitere Be-
griffe diirfen dann nur durch Riickgriff auf bereits gegebene definiert werden, und
weitere Aussagen miissen aus bereits bekannten hergeleitet werden. Die an den
Anfang gestellten Aussagen bezeichnet man als Aziome. Sie haben in gewissem
Sinn den Charakter von ,,Spielregeln®. In diesem Sinn wollen wir also jetzt ein
Axiomensystem fiir reelle Zahlen angeben und erste Folgerungen daraus herlei-
ten. Wir teilen das Axiomensystem in mehrere Axiomgruppen auf, die wir einzeln
betrachten.

1 Die Korperaxiome

Gegeben sei eine nichtleere Menge R. Ihre Elemente werden wir spéter reelle
Zahlen nennen. Je zwei Elementen a,b € R sei ein Element a + b, genannt ihre
Summe, und ein Element a - b (meist ab geschrieben), ihr Produkt, eindeutig
zugeordnet. Dabei sollen folgende Aussagen gelten:

Die Korperaxiome

(1.1) Va,bce R:a+ (b+c)=(a+0b)+c
,Assoziativgesetz der Addition*

(Bedeutung der Beklammerung: a + (b + ¢) := a + d mit d := b+ ¢, und analog
in anderen Féllen)

(1.2) Va,beR:a+b=0b+a
,Kommutativgesetz der Addition“
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(1.3) 0eRVYaeeR:a+0=a
,Existenz eines neutralen Elements der Addition*

(1.4) VaeR d—a€R:a+ (—a)=0
,Existenz eines inversen Elements der Addition*

(1.5) Va,b,c € R : a(bc) = (ab)c
(1.6) Va,be R : ab=ba
(1.7) J1eR\{0} VaeR:a-1=a

(1.8) Va e R\{0} Ja='€R:aa! =1

(1.9) Va,b,c € R:a(b+c)=ab+ ac
, Distributivgesetz

Bemerkung. Wegen der Assoziativgesetze diirfen wir schreiben:
at+(b+c) = (a+b)+c=a+b+ec,
a(bc) = (ab)c =: abc.

Folgerungen aus den Axiomen

(1.10) Behauptung. Die Zahl 0 ist eindeutig bestimmt.

Beweis. Sei 0/ € R ein weiteres Element mit a + 0" = a fiir alle a € R. Speziell
gilt dann 0 + 0’ = 0. Nach (1.3) gilt 0’4+ 0 = 0’. Nach (1.2) ist 0+ 0" = 0"+ 0.
Alsoist 0=10". /.

(1.11) Beh.: Zu a € R ist —a eindeutig bestimmt.

Beweis. Sei a’ € R ein Element mit a +a’ = 0. Addition von —a ergibt —a + (a +
a') = —a. Aus (1.1) folgt (—a+a)+a’ = —a. Wegen —a+adPat (—a)(lé)o und
0+ oDy + O(lig)a' folgt o' = —a. /.

(1.12) Beh.: —0 = 0.

Beweis. 020 + (—0)(¥) —0+0 o, /.
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Bezeichnung. Statt a + (—b) schreibt man a — b, genannt Differenz von a und b.

(1.13) Beh.: Sei a,b € R. Die Gleichung a + = = b hat eine eindeutig bestimmte
Losung = € R.

Beweis. Wegen a + (b — a)(g)a + (—a+ b)(lil)(a +(—a)+b=04+b=0+0=0

ist £ = b — a eine Losung. Sei y € R ein Element mit a + y = b. Dann ist
b—a=-a+b=—-a+(a+y)=(-a+a)+y=0+y=y. /.
(1.14) Beh.: Fir alle a € R gilt —(—a) = a.

Beweis. Nach Def. ist —(—a) das Inverse von —a, d.h. es gilt (—a)+(—(—a)) = 0.
Andererseits ist (—a) +a =a+ (—a) = 0. Aus (1.11) folgt —(—a) =a. /.

(1.15) Beh.: Fiir alle a,b € R gilt —(a +b) = —a — b.

Beweis. Es gilt (a+b) —(a+b)=0und (a+b)+(—a—b)=a+ (b—a—b) =
a+(—a+b—>b)=a+(—a)+0=0. Aus (1.11) folgt die Behauptung. /.

Vollig analog wie die vorstehenden Behauptungen beweist man die folgenden
Aussagen iiber die Multiplikation anstelle der Addition:

(1.16) Beh.: Die Zahl 1 ist eindeutig bestimmt.
(1.17) Beh.: Zu a € R\{0} ist a~! eindeutig bestimmt.

(1.18) Beh.: Sei a € R\{0},b € R. Die Gleichung az = b hat eine eindeutig
bestimmte Losung z. Die Losung ist a='b =: g =:b/a.

(1.19) Beh.: Va € R\{0} : (a7')"! = a.
(1.20) Beh.: Va,b € R\{0} : (ab)"' =b"ta ' =a 107"
Erst die nachstehenden Folgerungen benutzen auch das Distributivgesetz.

(1.21) Beh.: Fiir alle a,b,c € R gilt (a + b)c = ac + be.

Beweis. (a + b)c(g)c(a + b)(lig)ca + ' Pac + be /.

(1.22) Beh.: Fir allea € R gilt a- 0 = 0.

Beweis. a-0+a-0(£)a(0+0) =a-0. Daaucha-04+0=a-0ist, folgt a-0=0
aus (1.13). /.
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(1.23) Beh.: Fiir alle a,b € R gilt ab = 0 genau dann, wenn a = 0 oder b = 0 ist.

Beweis. (1) Sei ab = 0 und etwa a # 0. Dann folgt 0 = ail(ab)(g)(a“a)b =
1-b=0>b, also b= 0.

(2) Sei a =0 oder b =0, etwa b = 0. Dann ist ab = a -0 = 0 nach (1.22). /.

(1.24) Beh.: Fir alle a,b € R gilt (—a)b = —(ab).
Beweis. Es ist ab+ (—a)b(lil)(a + (—a))b=0- p"20 und ab + (—(ab)) = 0. Aus
der Eindeutigkeit des Inversen folgt die Behauptung. /.

Speziell ist also (—1)b = —b fiir alle b € R.

(1.25) Beh.: Fiir alle a,b € R gilt (—a)(—b) = ab.

(1.14

Beweis. (—a)(—b) =" — (a(=b)) =" — (—(ab)) ap. /-

ANMERKUNG: Ein Tripel (M, +,-), bestehend aus einer nichtleeren Menge M
und zwei Verkniipfungen + und - auf M, fiir die die Axiome (1.1)—(1.9) (mit M
anstelle von R) gelten, wird als (kommutativer) Korper bezeichnet.

Wie man leicht nachweist, gibt es einen Korper (M, +, ) mit M = {0, 1} und der
Eigenschaft 1+1 = 0. Aus den Korperaxiomen l483t sich also noch nicht herleiten,
daBl 141 # 0 ist.

2 Die Anordnungsaxiome

Zusétzlich nehmen wir nun an, daf§ auf der Menge R eine Beziehung < (gelesen
»Kkleiner als“) gegeben ist, die zwischen zwei Zahlen bestehen kann. Fiir je zwei
Zahlen a,b € R ist also a < b eine Aussage, die wahr oder falsch sein kann. Wir
fordern die folgenden Regeln, die sogenannten ,, Anordnungsaxiome®.

(21)  VabeR:a#bs (a<bVb<a)
,, Vergleichbarkeit

(2.2) Va,b,ce R: (a<bAb<c)=a<c
,» Transitivitat”

(2.3) Va,bceR:a<b=a+c<b+c
»,Monotoniegesetz der Addition*



