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18 Hohere Ableitungen und Taylorformel

Definition. Sei f : D — R eine Funktion, a € D. Falls f in einer Umgebung
von a (geschnitten mit D) differenzierbar und f’ in a differenzierbar ist, heifit f
zweimal differenzierbar in a, und

(FY(@) = £"a) = £2(a) = LD a)

heifit zweite Ableitung von f in a.

Rekursive Definition: Falls f in einer Umgebung von a (geschnitten mit D) k-mal
differenzierbar und f* in @ differenzierbar ist, heiit f (k+1)-mal differenzierbar
i a, und

/ d*f(z)
) (a) = f* D (a) =: W(a)

heiBt (k + 1)-te Ableitung von fin a. Setze noch f(© = f 1) = f/,

f heiBBt k-mal differenzierbar, wenn f k-mal differenzierbar in a fiir alle a € D
ist.

f heiBlt k-mal stetig differenzierbar, wenn f k-mal differenzierbar und f®) stetig
ist.

Beispiele. Die bisher betrachteten speziellen Funktionen, also rationale Funktio-
nen, exp, In, sin, cos, tan, arcsin etc. und alle Funktionen, die aus solchen durch
rationale Rechenoperationen und Komposition zusammengesetzt sind, fithren bei
Differentiation auf Funktionen vom selben Typ; sie sind daher beliebig oft diffe-
renzierbar (im jeweiligen Definitionsbereich).

Wir bringen noch ein weniger triviales Beispiel, das verschiedentlich von Nutzen
ist. Sei f: R — R definiert durch

e~ % fiir x > 0,
0 fur z < 0.

Beh.: f ist beliebig oft differenzierbar.

Beweis. An jeder Stelle x # 0 ist f beliebig oft differenzierbar (trivial fiir < 0,
klar nach vorstehender Bemerkung fiir x > 0). Fiir x > 0 gilt

() FO () = e~ 240)

T2k

mit einer gewissen Polynomfunktion py. Dies beweisen wir durch Induktion.

Zunachst ist
1

@) = la) = et

T
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Fiir eine Zahl k > 1 sei die Darstellung () bereits gezeigt. Dann ist

ey = ot (L) A o)
x2 ka $4k

_apr(T) + pl(x)a? — 2kpy(z)z
e 220k 1) ’

woraus die Behauptung folgt.

Nun zeigen wir durch Induktion, daf§ f in 0 k-mal differenzierbar ist. Fiir z > 0

gilt
f@ =) _1
x x

fir  \, 0 nach (13.7), also f/(0) = 0. Da auch f;(0) = 0 ist, ist f'(0) = 0.

Sei bereits bewiesen, daf§ f in 0 k-mal differenzierbar ist. Dann existiert also die
k-te Ableitung f* : R — R. Fiir z > 0 gilt

/() - f20) _ Ziﬁze—% 0

. ®)' ) — ®' 0} = 0ist. st F®(0) =
fir  \, 0 nach (13.7) , also f;"’ (0) = 0. Da auch f," (0) = 0 ist, ist f%*)'(0) = 0.

Differenzierbarkeit einer Funktion bedeutet, grob gesagt, daf sich die Funktion
durch eine affine Funktion, also eine Polynomfunktion vom Grad 1, gut approxi-
mieren 1é8t. Analog kann man k-malige Differenzierbarkeit so interpretieren, daf3
die Funktion durch eine Polynomfunktion vom Grad k gut approximiert werden
kann, und zwar ,,von k-ter Ordnung®. Zunéchst zeigen wir unter einer schérferen
Voraussetzung eine genauere Aussage.

(18.1) Satz (Taylorscher Satz). Sei a < b, n € Ny, f : [a,b] — R n-mal stetig
differenzierbar und f auf (a,b) (n + 1)-mal differenzierbar. Dann existiert ein
c € (a,b) mit

F(0) = (@) + 1P @0~ )+ 5 @) b — ) + 4 fO )b a)"
eSO
Beweis. Setze
o(0) = 1)~ 1) = £ =) == Lo gy - O
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fir « < 2 <b. Dann ist g(b) = 0, und « sei so gewéhlt, dal auch g(a) = 0 ist.
Dann kann man auf g den Satz von Rolle (17.1) anwenden. Es folgt die Existenz
eines ¢ € (a,b) mit ¢’(¢) = 0. Nun ist

Jd@) = 0—f'(z) = [f"(@)0b—-xz)— f(x)—...

fo (2 L M (x - b— )"

B n!< >(b_x) B (n—(l))!(b_ ) +Oé( n!>
(n+1) T — )"
= R0y el

Einsetzen von z = ¢ ergibt f"*(c) = a. Setzt man jetzt = a in der Definiti-
onsgleichung fiir g, so folgt die Behauptung. [

BEMERKUNG. Fiir n = 0 reduziert sich der Taylorsche Satz (18.1) gerade auf den
Mittelwertsatz (17.2).

Analog wie (18.1) kann man den Fall b < a behandeln; aus beiden Féllen ergibt
sich Satz (18.2).

(18.2) Satz. Sei D ein Intervall und f : D — R (n + 1)-mal differenzierbar, sei
a € D. Dann gilt fiir beliebige x € D

"L R (q (1) (g Tr—a
f(l’) _ Z f k'( )(x . a)k + f ((n_:_ﬁl()' )) (x _ a)nJrl
k=0 ’ '

(,, Taylorformel®) mit einem (von a und x abhingenden) ¥ € (0,1).

Die Funktion

n ) (g
k=0 ’

nennt man auch das Taylorpolynom n-ter Ordnung von f zur Stelle a.

Ist f™+Y in D beschrinkt, so folgt aus Satz (18.2) unter den dortigen Voraus-
setzungen insbesondere

lim ——— =0.
a (x —a)”

") (g
1) =3 LW ay

k=0

Diese Aussage 148t sich auch schon unter schwécheren Voraussetzungen beweisen:

(18.3) Satz. Sei a € R, n € N. Die Funktion f sei in einer Umgebung von a
(n — 1)-mal differenzierbar und in a n-mal differenzierbar. Dann gilt

") (g
1) =3 LWy

k=0

lim ———
P (x —a)”

=0.
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Beweis. Im Fall n = 1 lautet die Behauptung
f(x) — fla) — f'(a)(z —a)

r—a

lim

r—a

dies ist wegen der Differenzierbarkeit von f in a erfiillt.

Sei jetzt n > 2. Es gibt nach Voraussetzung ein 6 € R, so dafl f in [a — ¢, a + ]
(n — 1)-mal differenzierbar ist. Setze

_if(]:'(a)@_a)k fir z € [a — 0,a + 0].

Sei x € [a — 0, a + d]. Nach dem Taylorschen Satz (fiir n — 2 statt n) existiert ein
(i.a. von x abhéngendes) ¢ mit |c — a| < |z — al, so dafl

£

—~ Kl (n—1)!
ist. Nun ist g(a ) ga)=--=gn )( ) =0 und
D(e) = Y (e) = fV(a) — [ (a)(c - a),
also
6] = g 15 = 1) = £ e~ )~ af
g [ oo
Da f"=Y nach Voraussetzung in a differenzierbar ist, gilt
o LG S Gl At
c—a c—a
Wegen |c — a| < |z — a] folgt
lim lg@)| -
v—a |z —al®
wie behauptet. |

Taylorreihen

Ist die Funktion f in einer Umgebung von a beliebig oft differenzierbar, so gilt
fiir sie die Taylorformel fiir jede natiirliche Zahl n. Dies legt es nahe, neben den

Taylorpolynomen
"L R (q
2 k'( )(x_a)k

k=0
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auch die unendliche Reihe

— fM(a)
Kl

k

(]

(z —a)

zu betrachten.

Definition. Sei D C R ein Intervall und f : D — R beliebig oft differenzierbar,
sei @ € D. Dann heifit die Reihe

< k) (g .
E:fkfhx_@

k=0

die Taylorreihe von f an der Stelle x zur Entwicklungsstelle a.

Achtung! Die Taylorreihe einer Funktion f an der Stelle  braucht nicht zu kon-
vergieren, und wenn sie konvergiert, braucht sie nicht gegen f(z) zu konvergieren.
Zum Beispiel sei

1
f(x) =1 fir z # 1.
Man berechnet | f(’“)( )
k! 0
(k) — A =
() A= 2 also u 1

Die Taylorreihe von f zur Entwicklungsstelle a = 0 ist also gegeben durch

0o
E .CEk.
k=0

Diese Reihe konvergiert, wie wir wissen, fiir |z| < 1, und zwar gegen f(z). Aber
fiir || > 1 ist die Reihe divergent. — Es gibt sogar beliebig oft differenzierbare
Funktionen, deren Taylorreihe zur Entwicklungsstelle a fiir jedes x # a divergiert.

Als zweites Beispiel betrachten wir

e~x  fiir x> 0,
flz) =
0 fir z < 0.

Wie frither gezeigt, ist f beliebig oft differenzierbar und f*)(0) = 0 fiir alle
k € Ny. Die Taylorreihe dieser Funktion konvergiert also trivialerweise, aber fiir
x > 0 nicht gegen f(x).

Man muf also in jedem Einzelfall untersuchen, fiir welche x die Taylorreihe einer
gegebenen Funktion f an der Stelle 2 wirklich gegen f(z) konvergiert. Definieren
wir das (n + 1)-te Restglied R,, 1 durch

) (g
f =S D gt Ro(o),

k=0
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so ist die Konvergenz der Taylorreihe gegen f(x) also gleichbedeutend mit

lim R,41(x) = 0.
Hier ist nun die Taylorformel von Nutzen, die uns eine Darstellung dieses Rest-
gliedes angibt, ndmlich

£

(n+1)! "

Ry (QZ) = (:U -

mit einer Zahl ¢ zwischen a und x. In manchen, aber nicht in allen Féllen kann
man hiermit die gewiinschte Konvergenz der Taylorreihe gegen f zeigen.

Als Beispiel betrachten wir die Exponentialfunktion und eine beliebige Entwick-
lungsstelle a. Das Restglied lautet

e,

B () = (n+1)!

Die Zahl ¢, héngt zwar von n ab, aber es ist
e < max{e®, e”},
also gilt lim,, ., R,41(z) = 0. Daher ist

a
—'(l' o a)k — eaex—a’

e’ =

~| o

k=0
womit sich wieder die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion ergeben hat.

Die genauere Behandlung von Taylorreihen erfolgt erst in §27, da es niitzlich ist,
hierzu die Integralrechnung zur Verfiigung zu haben.

Wir beschlielen dieses Kapitel mit zwei Anwendungen von Ableitungen zweiter
und hoherer Ordnung.

Extremwerte differenzierbarer Funktionen

Die Taylorformel liefert Informationen iiber das Verhalten hinreichend oft diffe-
renzierbarer Funktionen in der Umgebung eines Punktes. Als Anwendung ergeben
sich zum Beispiel Aussagen iiber Extremwerte.

Definition. Die Funktion f : D — R hat im Punkt a € D ein lokales Maximum
(striktes lokales Mazimum), wenn es eine Umgebung U von a gibt mit f(a) > f(z)
(bzw. f(a) > f(x)) fir alle z € (UN D)\ {a}.

Analog: Minimum, Oberbegriff: Extremum
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Der Punkt a € D heifit innerer Punkt von D, wenn D Umgebung von a ist, also
wenn ein € > 0 existiert mit (a —€,a +¢€) C D.

(18.4) Satz. Sei f : D — R eine Funktion und a innerer Punkt von D.
(a) Ist f in a differenzierbar und hat f in a ein lokales Extremum, so ist f'(a) = 0.

(b) Sei f n-mal stetig differenzierbar und

f’(a) - .= f(nfl)(a) =0, f(")(a) £ 0.

Ist n ungerade, so hat f in a kein lokales Extremum. Sei n gerade. Im Fuall
f™(a) > 0 hat f in a ein striktes lokales Minimum, im Fall f™(a) < 0 ein
striktes lokales Mazimum.

Beweis. Die Behauptung (a) wurde bereits im Beweis von Satz (17.1) gezeigt.

(b) Da a innerer Punkt von D ist, folgt aus der Taylorformel und den Vorausset-
zungen

(z —a)"
mit |c — a| < |z — al fiir alle 2 aus einer Umgebung von a. Da f(™ stetig und

f™(a) # 0 ist, existiert eine Umgebung U von a mit f™(c)f™(a) > 0 fiir alle
c € U. Jetzt liest man die Behauptung ab. [

Konvexe Funktionen

Wechselt die erste Ableitung einer Funktion auf einem Intervall nicht das Vorzei-
chen, so ist die Funktion dort monoton. Die Bedingung, daf} die zweite Ableitung
nicht das Vorzeichen dndern soll, fithrt auf die wichtige Klasse der konvexen bzw.
konkaven Funktionen.

Definition. Sei D ein Intervall. Die Funktion f : D — R heifit konvezx, wenn
F(L=Nz1 + Azg) < (1= N)f(21) + Af(22)
fiir alle z1, 29 € D und alle A € [0, 1] gilt. f heifit konkav, wenn — f konvex ist.

(18.5) Satz. Sei D ein Intervall und f : D — R differenzierbar. Dann ist f

konvex genau dann, wenn f' monoton wachsend ist.

Beweis. Die Konvexitiatsbedingung ist dquivalent mit: Fiir alle 1,2, € D mit
1 < zo und alle x € (z1,29) gilt

(*) fx) <
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Seien z1, xs wie oben. Ist f konvex, so folgt aus (*) durch Umrechnung

f(z) = f(x1) < f(z2) — f(1) < f(xa) — f(x)

Tr— I - To9g — I1 - Tog — X

und daraus durch Grenziibergang x \, x1 bzw. x /" x5 die Ungleichung f'(z;) <
f'(2).

Umgekehrt folgt aus dem Mittelwertsatz (17.2) die Existenz von Zahlen ¢; €
(x1,2) und ¢y € (z,x9) mit

f(I) B f(xl) _ f/(cl)7 f<m2) B f(ZL‘)

r — T To — T

= f'(ca).

Ist nun f’ monoton wachsend, so ist f'(c;) < f'(cq), woraus die Ungleichung ()
sich durch Umrechnung ergibt. |

Als Folgerung ergibt sich wegen Satz (17.5):

(18.6) Satz. Sei D ein Intervall und f : D — R zweimal differenzierbar. Dann
ist f genau dann konvex, wenn f"(x) > 0 ist fir alle x € D.

Als Anwendung beweisen wir eine niitzliche Ungleichung. Dazu betrachten wir

zunéchst die Funktion f(z) =Inz (2 > 0) und berechnen f”(z) = —— < 0, also
ist In konkav. Fiir beliebige z,y > 0 und p, ¢ € (1, 00) mit % + % = 1 gilt daher

1 1 1 1
In{-z4+-y | >—-lnzx+ -Iny,
p p q

q
folglich
1 1 e Linyg 11
_:L-+_y2€p er =zxrya,
b q
also
11Ty
TPY9 S -+ =,
P q

Dies gilt trivialerweise auch fiir x = 0 oder y = 0.

Hieraus konnen wir herleiten:

(18.7) Satz. Fir p,q € (1,00) mit i —1—5 = 1 und beliebige xq,...,z,,
Y1, -, Yn € R gilt

n n % n %
Z |ziys| < (Z |$i‘p> <Z |yi|q>
i=1 i=1 i=1

(Holdersche Ungleichung).
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Beweis. O.B.d.A. sei die rechte Seite # 0. Setze

|z _ il

Z?:l ;[P t Z;L:1 ly;l7

Aus der obigen Ungleichung folgt

a; ‘=

|ziyi sg @i b

(S lal)e (Slyylys TP d

also

S
g
&
—_

Ezl‘xzw < > a; N
O |z P)e O Jyalye P q P
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