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Dann gilt sin ¢ = y und cos ¢ = cosa = z, also

¥ =cosp+ising =x+1iy = |—|

2
Aus €% = e folgt ¢'¥~¥) = 1, also cos(p — 1) = 1 und sin(¢ — 1) = 0. Ist
0.B.d.A. ¢ > 1), so folgt aus (15.10) ¢ — » = 0 oder 7, wegen cosm = —1 also
p—1Y=0. [
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Kapitel 6: Differenzierbare Funktionen

16 Die Ableitung

Ein niitzliches allgemeines Prinzip bei der Untersuchung komplizierter Funktio-
nen besteht darin, diese durch einfache, besser bekannte Funktionen zu approxi-
mieren (d.h. anzundhern). Der Begriff der Approximation kann auf verschiedene
Weisen verstanden werden. Im folgenden interessieren wir uns fiir Approximation
durch affine Funktionen in der Néhe eines festen Punktes. Dieses Verfahren ist
heutzutage schon aus dem téglichen Leben geldufig, zum Beispiel wenn man von
,», Geschwindigkeit® spricht. Bei einer gleichférmigen Bewegung, das heifit einer sol-
chen, bei der der zuriickgelegte Weg proportional zur Zeit ist, versteht man unter
der Geschwindigkeit das Verhéltnis von Weg zu Zeit. Bei einer nicht gleichférmi-
gen Bewegung kann man nur von einer momentanen Geschwindigkeit reden, und
man versteht hierunter die Geschwindigkeit der gleichférmigen Bewegung, die der
betrachteten im gegebenen Zeitpunkt besonders nahe kommt. Daf} es eine solche
gibt, lauft mathematisch auf die Forderung der Differenzierbarkeit hinaus. Eine
Funktion soll im Punkt x differenzierbar heiflen, wenn sie in x von erster Ordnung
durch eine affine Funktion approximiert werden kann, d.h. genauer:

Definition. Die Funktion f : D — R heifit differenzierbar in x € D, wenn x
Héaufungspunkt von D ist und es eine Zahl ¢ € R gibt mit

o i L) = f(a) = ch

h—0 h O

Gibt es eine solche Zahl ¢, so ist sie eindeutig bestimmt; sie wird mit f/(x) be-
zeichnet und heifit Ableitung von f an der Stelle x.

Die Gleichung (%) ist dquivalent mit

i &N~ fl@) _
h—0 h

Damit ist auch die Eindeutigkeit von ¢ klar. Die Ableitung von f an der Stelle
ist also definiert durch

o) — i LN I Fw) ),

h—0 Yy—x Yy—x

falls dieser Grenzwert existiert.

BEMERKUNG. Der letzte Limes ergibt die bekannte geometrische Interpretati-
on der Ableitung als , Steigung® der ,Tangente“ an den Graphen (,,Limes“ von
Sekanten) von f.
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Schreibweise. Ublich (aber anfechtbar) ist auch die Schreibweise

fay =2

Besser wiare dann schon die Schreibweise

riw) = LY

y=a

(16.1) Satz. Ist f : D — R in x differenzierbar, so ist f in x stetig.

Beweis. Aus

S = f@)
ey W

und lim,_,,(y — z) = 0 folgt lim,_.,[f(y) — f(x)] = f'(x) - 0, also lim,_., f(y) =
f(z). Nach (11.4) ist f stetig in x. |

BEMERKUNG. Es gibt stetige Funktionen f : R — R, die in keinem Punkt
differenzierbar sind.

Definition. f : D — R heif$t differenzierbar, wenn f in jedem x € D differenzier-
bar ist. In diesem Fall heifit die Funktion ' : D — R, x — f'(x), die Ableitung
von f.

Beispiele.

(1) Seice Rund f: R — R,z +— ¢. Wegen
flx+h) = f(z)
h
ist f differenzierbar und f'(x) = 0 fiir alle x € R.
(2) Seic e Rund f: R — R,z — cz. Wegen
fla+h) = f@)
h
ist f differenzierbar und f'(x) = c fiir alle x € R.
(3) exp. Es ist

=0

—e” et —1
=e

h h

Nach (9.2) ist
|f?

e =1 — bl = [Ra(h)| < 22 fiix [n] < g
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also .
lim L
h—0
und folglich
exp'(z) = exp(x) fir alle z € R.

Die Exponentialfunktion reproduziert sich also bei Differentiation. Dies ist eine
Erklarung (von mehreren) fiir ihr haufiges Auftreten in Anwendungen.

(4) cos. Im Beweis von (15.7) wurde berechnet

cosy — cosx = 2sin sin :
2 2
also ist
. R\ cin b :
cos(z +h) —cosg 2SN (a: - 7) St , N h SIH%
— =—sin(z+ = :
h h 2 %

Nun ist limj_osin(z + %) = sinz wegen der Stetigkeit von sin und

li Sin% 1 h (15.4
fim —-= = nach (15.4),
2

also
. cos(x+ h) —cosz .
lim = —sinz.
h—0 h

Somit gilt cos’ x = —sinz fiir x € R.

(5) sin. Analog wie in (4) findet man sin’ z = cos .
(6) Die Funktion f: R — R, z +— |z| ist in 0 nicht differenzierbar, denn es ist

_ [04+h[—1]0] o+ h[—10]
i h =17 -1=lm o

Hier existieren aber einseitige Ableitungen; sie sind naheliegenderweise wie folgt
definiert.

Definition. Die Funktion f: D — R heiflt in = von rechts differenzierbar, wenn

oy fl@th) — f(2)
fr(#) = lim Y

existiert, und in x von links differenzierbar, wenn

ﬂ@%:g%ﬂx+2—f®>

existiert.
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Die Berechnung der Ableitung von komplizierteren, ,zusammengesetzten* Funk-
tionen wird ermoglicht durch einige allgemeine Séatze, die sich auf die Differentiati-
on von Summen, Produkten, Quotienten, Umkehrfunktionen und Kompositionen
differenzierbarer Funktionen beziehen.

(16.2) Satz. Die Funktionen f,g : D — R seien differenzierbar in einem Punkt
x € D. Dann sind die Funktionen f + g, fg, A\f (A € R) in x differenzierbar, und
es qilt

(f+9)(x) = fl(x)+d (),
(f9)(x) = fl(z)g(x)+ f(x)g'(2) (Produktregel),
AN (x) = Af'(2).

Ist g(z) # 0, so ist die Funktion 5 differenzierbar in x, und es gilt

(j)' (2) = f'(x)g(x) — f(x)g'(x)

(Quotientenregel).
9

Beweis. Die Behauptung fiir f + ¢ folgt unmittelbar aus den Definitionen. Es ist
(fg)(x+h) = (fg)(x) _ flz+h)g(z+h)— f(z)g(x)

h h

Daraus und aus der Stetigkeit von f folgt
(f9)'(z) = f(x)g(x) + [(x)g'(2).
Als Spezialfall ergibt sich (Af)'(x) = A f'(z).

Sei g(x) # 0. Dann ist g(y) # 0 fiir alle y aus einer Umgebung von z. Es ist

@) E+m-(5) @ Ny

h h\g(x+h) gz
_ 1 g(x +h) —g(v)
g(x +h)g(r) h ’

woraus




16 DIE ABLEITUNG 89

folgt. Sodann ergibt sich

(g)'(x) _ (f . é) () = f’(:v)g(%) + f() (—j(gl)

Beispiele.
(1) Sei f(z) = 2™ fir x e R (n € N).
Beh.: f'(x) = na"'.

Beweis: durch Induktion. Fiir n = 1 ist die Beh. richtig. Sei sie bewiesen fiir n.
Sei f(x) = 2" also f(z) = 2™ - x und daher

flx)=nas"' 242" 1= (n+1)2™

(2) Sel f(x) =a " firz e R (n € N). Nach der Quotientenregel und Beispiel
(1) folgt

(3) Aus tanz = S22 folgt

COos T

sin’ x cos x — sin x cos’ x

/ _
tan’(x) = oy
cos® x + sin? z 1
cos? x cos?

Der folgende Satz zeigt, wie man Umkehrfunktionen differenzierbarer Funktionen
differenziert.

(16.3) Satz. Sei f : D — R injektiv, in a € D differenzierbar, und sei f'(a) # 0.
Ist die Umkehrfunktion ¢ : f(D) — D von fin b = f(a) stetig, so ist ¢ in b
differenzierbar, und es gilt

, B 1 B 1
PO =Ty = Flen)

Beweis. Setze

f(x);g(“) fir v € D\ {al,

f'(a) fir x = a.
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Dann ist g an der Stelle a stetig, also ist nach (11.6) und Voraussetzung die
Funktion g o ¢ an der Stelle b stetig. Somit gilt

lim(g o )(y) = (g0 ¢)(b) = g(w(b)) = g(a) = f'(a) #0

y—b

und daher
. 1 1
lim =

v=b (gop)(y)  fa)
Fiir y € f(D) mit y # b ist p(y) # a, also

1 1 _ply) —o(b)
(gow)y)  [le) = [fla) y—b
p(y) —a
woraus die Behauptung folgt. |

Beispiele. In den folgenden Beispielen sind Differenzierbarkeit der Funktion f und
Stetigkeit der Umkehrfunktion ¢ jeweils bereits bekannt. Wir benutzen

, B 1
#@) = Foy

(1) In ist die Umkehrfunktion von exp, und es ist exp’ z = expx # 0, also

(2) arccos ist die Umkehrfunktion von cos|[0,7]. Fir y € (0,7) gilt cos’'y =
—siny # 0, also fiir z € (—1,1)
1 —1

arccos’ r = = — :
cos'(arccosz)  sin(arccos )

Setzen wir arccos & = y, so ist cosy = x, also sin®y = 1 — cos?y = 1 — 22, folglich
siny = v1 — 22 (—v1 — 22 kommt nicht in Frage wegen siny > 0). Es folgt

/ _1 ..
arccos ¥ = —— fir —1<ax<l1.

V1—a22

(3) Analog findet man

. 1
arcsin’ r = —— fir —1<az<1.

V1— 22
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(4) arctan ist die Umkehrfunktion von tan (=73, 7). Fiir y € (=5, F) ist tan'y =
—L_#£0, also fiir v € R

cos?y

arctan’ x = cos”(arctan ).

T : _ _ s 2 2. 2 2, 1
Mit y := arctanz ist x = tany = ZZZ = zcosy =1 —cos”y = cos®y = 1,
also

, 1
arctan’ r = .
1+ 22

(16.4) Satz (Kettenregel). Sei f : D — D differenzierbar ina € D, seig: D — R
differenzierbar in f(a). Dann ist g o f differenzierbar in a, und es gilt

(go f)(a) =4g'(f(a))f (a).

Beweis. Setze

9(y) — g(f(a)) fiir y € D\ {f(a)},

g'(f(a)) fiir y = f(a).

Dann ist h an der Stelle f(a) stetig, also ist die Funktion h o f an der Stelle a
stetig. Fir z € D \ {a} gilt

(go f)x) = (go f)la)

r —a

{g(f(x)) —9l/l@) F@) = 1) s pa) £ f(a)

f(x) = f(a) o
0, falls f(x) = f(a)

Aus lim, ., h(f(x)) = h(f(a)) = ¢'(f(a)) und
o @)~ ()

T—a r—a

- /'

folgt also die Behauptung. [
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Beispiele.

(1) Sei a € R, f(x) = 2® fiir * > 0. Es ist f(z) = e*"® = exp(g(z)) mit
g(x) = alnz. Es folgt

f'(@) = exp(g(w))g () = 7= = qz* ™,
x
(2) f(z) =Insinz fir 0 < z < 7. Esist f/(z) = In'(sinz) - sin’z = Z— - cosz =

cotan x.

(3) f(z) = cose” . Es ist

(4) f(z) = x+ fiir 2 > 0. Es ist f(z) = ex %, also

1 1 1 1 1
f(x) = ex'® (—Plnx—l— — - —) =2:%(1 —Inx).

r X

17 Eigenschaften differenzierbarer Funktionen

Bei differenzierbaren Funktionen steht man oft vor dem Problem, von Eigenschaf-
ten der Ableitung auf Eigenschaften der Funktion selbst schliefen zu miissen.
Zentrales Hilfsmittel hierbei ist der Mittelwertsatz der Differentialrechnung mit
seinen Folgerungen. Der wesentliche Kern dieses Satzes steckt bereits in der fol-
genden Behauptung.

(17.1) Satz (von Rolle). Sei a < b, f : [a,b] — R stetig, f|(a,b) differenzierbar
und f(a) = f(b). Dann ezistiert ein ¢ € (a,b) mit f'(c) = 0.

Beweis. Nach (12.2) nimmt f ein Maximum und ein Minimum an. Mindestens
eines von beiden, 0.B.d.A. ein Maximum, wird an einer Stelle ¢ € (a, b) angenom-
men (wegen f(a) = f(b)). Es ist

c+h)— flc
1o = i FHD =10
und "
f/(c):}ll;%f(c—i_ })L_f(c>207

also f'(c) = 0. |
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(17.2) Satz (Mittelwertsatz der Differentialrechnung). Sei a < b, f : [a,b] — R
stetig und f|(a,b) differenzierbar. Dann existiert ein ¢ € (a,b) mit

f(b) = f(a)

JZT)
Beweis. Setze
o(@) = 1)~ POy i e foy
und wende (17.1) an. |

BEMERKUNG. Wir kénnen das Ergebnis auch etwas anders schreiben: Ist f in
[z — |h|, 2 + |h|] differenzierbar, so gilt

flx+h)= f(z)+ f(x+I9h)h  mit einem ¥ € (0,1).

Wir konnen also den ,,Zuwachs® f(x + h) — f(x) nicht nur ndherungsweise durch
f'(x)h, sondern exakt durch f’(z + 9h)h ausdriicken. Allerdings wissen wir von
¥ nur, daf es in (0,1) liegt.

Wir kommen zu einigen Folgerungen aus dem Mittelwertsatz. Von Interesse in
Anwendungen ist statt der schéarferen Aussage des Mittelwertsatzes oft nur die
folgende unmittelbare Konsequenz.

(17.3) Korollar. Sei D ein Intervall und f : D — R differenzierbar mit|f'(x)| < ¢
firz € D (c € R fest). Dann gilt

(+) @)~ J) < cle—y|  fireyeD.

BEMERKUNG. Eine Funktion f mit der Eigenschaft (%) nennt man auch ,deh-
nungsbeschrankt®.

Anwendung mit ¢ = 0 ergibt:

(17.4) Satz. Sei D ein Intervall, f: D — R differenzierbar und f'(x) = 0 fiir alle
x € D. Dann st f konstant.

BEMERKUNG. Die Voraussetzung, dafl der Definitionsbereich von f ein Intervall
ist, ist offenbar wesentlich.
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Anwendungsbeispiel.

Beh.: Ist f:[0,b] — R eine differenzierbare Funktion mit
f'(x) =cf(x) firze(0,b] und f(0)=a

(a,b,c € R gegeben), so ist

f(z) = ae™ fir x € [0, b].

Beweis. Setze g(x) := f(x)e~ fiir x € [0,b]. Dann ist
g (x) = f(@)e™™ = fx)ee™ = (f'(x) —cf(z))e™™ =0
fir alle x € [0, b], also ist g konstant, und zwar gleich ¢(0) = a.

(17.5) Satz. Sei D ein Intervall und f : D — R differenzierbar. Dann ist f genau
dann monoton wachsend, wenn f'(x) >0 fir x € D gilt.

Beweis. ,=“: Sei f monoton wachsend. Dann gilt fiir x € D, h 20 und x + h €

D\ {z}:
flz+h) - flz)
h

>0

also f'(z) > 0.
,<=": Nach (18.2) gilt fiir z,y € D mit y > x

fly) = fa)=fe)ly—x) =0

mit einem geeigneten ¢ € (z,y). [ |

Zusatz. Aus f'(x) > 0 fir alle z € D folgt offenbar, dafl f streng monoton
wachsend ist (aber nicht umgekehrt).

Wir beweisen noch eine Verallgemeinerung des Mittelwertsatzes, die vor allem
bei der Ermittlung von Grenzwerten gute Dienste leistet:

(17.6) Satz (Zweiter Mittelwertsatz der Differentialrechnung). Sei a < b, seien
f,g : [a,b] — R stetig, f|(a,b) und g|(a,b) differenzierbar. Dann existiert ein
c € (a,b) mit

g (©)(f(b) = f(a)) = f(c)(g(b) — g(a)).
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Beweis. Setze

fir z € [a, b] und wende den Satz von Rolle (17.1) an. |
Als Anwendung haben wir die folgende, oft niitzliche Regel.
(17.7) Satz (Regel von de 'Hospital). Seien f, g : (a,b] — R differenzierbar. Es

gelte
lim f(z) = lim g(z) =0,

z\.a z\.a
g(x) #0, ¢(x)#0 firze (a,bl,
. fix)
Mg~ ©
Dann st
lim @ =c.
wN\a g(x)

Beweis. Wir setzen noch f(a) = g(a) = 0; dann sind f und g stetige Funktionen
auf [a, b]. Sei e € R*. Nach Voraussetzung existiert ein § € R™ mit

f'(y)
J(y)

—c‘<e fira<y<a+d.

Sei jetzt a < x < a + . Nach (17.6) existiert ein y € (a,z) mit

f@) _ f')
gx)  g'y)
Es folgt @ W
Ha) cl = Iy _ cl <e
‘y(m) ' 7o) ‘ =
Damit ist
lim M =c
w\a g(z)
gezeigt. [

BEMERKUNG. Die analoge Aussage fiir lim, -, liegt auf der Hand. Aus beiden
folgt eine entsprechende Aussage iiber lim,_.,. Durch eine naheliegende Abwand-
lung des Beweises zeigt man auch eine entsprechende Aussage fiir lim, .., bzw.
lim, . _ .
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Niitzlich ist oft auch die folgende Version der Regel von de 1'Hospital, bei der
Zahler und Nenner des fraglichen Quotienten nicht gegen 0 konvergieren, sondern
bestimmt divergieren.

(17.8) Satz. Seien f,g: (a,b] — R differenzierbar. Es gelte

lim f(z) = o0, lim g(r) = oo,

z\.a
g(x) #0, ¢'(x) #0 firz € (a,b],
. fx)
Mg~ ©
Dann ist
lim L&c) =c.
wN\a g(z)

Beweis. Sei € € RT. Nach Voraussetzung existiert ein d > a mit
[ (W)
9'(y)
Es gibt ein 6 € RT mit a + § < d, so dafl fiir alle z mit a < x < a + ¢ gilt:

0#g(x) #g(d), 0F [f(z)# f(d),

€
—c| < - fira <y < d.

4

gz g\r) €
1_@ <2, |c|1_M 1<2.
(x) f(z)

Fiir alle x mit @ < x < a + ¢ gilt dann wegen

fd) C) f(x)  g(z) —g(d)
g flz

0, o (e
9(z) 9(z) — 9(d )= 7@ o)

~g(d)
. flz)  glx) —g(d)
*‘(ﬂ@—fu> o(@) 1)

die Abschitzung

Cad] [y eld)
FACO R 151 O S
o@) V= lg@ —g@ || @ | @
@) @ |
<2 <%
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Nach (17.6) existiert ein y € (x,d) mit

@)= I(d) _ S')
g(@) —g(d)  g'(y)
Es ist also
'f(x) —f@_|_ e
g9(x) — g(d) 4
Damit ist fa)
o(2) cl <e

gezeigt, woraus die Behauptung folgt.

BEMERKUNG. Analoge Aussagen gelten wieder fiir lim, ~, etc.

Beispiele.
(1) llmxHO Si;x = llmxﬂo Colsx =1
(2) hmx—>0 (51111;1: - %) :? ES ISt
rsinx g9(z) w0 o

f'(x)=1—cosz, ¢(r)=sinx+zcosz,

lim f'(z) =0, lim g(x) =0,

x—0

f"(x) =sinz, ¢"(x)=2cosz— zsinuz,

i my ~ 0= im gy ~ 0= Imyy =

(3) impnp2*Inx =7 (a > 0) Es ist
In T

(6% I — .
—x%Inz = —a =

~~

()

x)’

Q
—

lim f(z) = co, lim g(z) = oo,

= =X s
Jg(x) @ o ¢ (7) NG
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