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Abgabe: Montag, den 24. Januar, vor der Vorlesung

Definition: Sei a,b € R mit a < b und sei 1 < p < oo. Fiir eine Regelfunktion
f € R([a,b]) definieren wir

£l = (/ablf(fvﬂpdx)%, [ flloo :=sup [f(x)]. (1)

z€[a,b]

Aufgabe 1: 16 Punkte + 4 Sonderpunkte
Sei a,b € R mit a < b, sei 1 < p < o0.
(a) Zeigen Sie, dass die Ausdriicke (1) wohldefiniert und endlich sind.

(b) Seien f, fu,9,9, € R([a,b]). Zeigen Sie, dass aus f, = f und g, = ¢
gleichméssig auf [a, b] folgt, dass f,g, = fg gleichmé&Big auf [a, b].

(c) Folgern Sie aus (b), dass aus f,g € R([a,b]) folgt fg € R([a,b]).

(d) Fir 1 < p < oo sei ¢ definiert durch % + % = 1. Zeigen Sie mit Hilfe von
Satz (18.7) aus der Vorlesung (Holderungleichung fiir Summen), dass fiir alle
Treppenfunktionen f, g auf [a, b] gilt

/ab’f(x)g(xﬂdx < (/ab|f(x)|pdx);(/ab|g(x)|qu);. (2)

Dies lasst sich auch kiirzer als ||fglli < [|flpllgll, schreiben! Dies ist die

sogenannte Holder-Ungleichung (fiir Integrale).

(e) Folgern Sie aus (b), (c) und (d), dass || fgll1 < ||fll,]lgll; auch fiir alle f,g €
R([a,b]) gilt.

(f) [4 Sonderpunkte] Sei 1 < p < oo, zeigen Sie, dass fiir f,g € R([a,b]) gilt
1f+ gl < 11l + llgllp-

Tipp: Der Félle p = 1 und p = oo sind einfach. Fiir 1 < p < oo gilt |f + g|P <
IFIAS+ 1gD)Pt + 1gl(|f] + |g])P~!. Wenden Sie nun die Holder-Ungleichung
auf die beiden Produkte an.

(g) Folgern Sie aus (a)-(f), dass ||-||, und [|||oc Normen auf C([a, b]) sind.

Aufgabe 2: 4 Punkte

Berechnen Sie die Taylorreihe von In(1 + x) an der Entwicklungsstelle 0.



