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Abgabe: Montag, den 6. Dezember, vor der Vorlesung

Aufgabe 1: 4 Punkte

Beweisen Sie das endliche Durchschnittsprinzip, d.h. zeigen Sie:

Eine Menge K ⊂ R ist kompakt genau dann, wenn jedes zentrierte System von
in K abgeschlossenen Mengen einen nichtleeren Durchschnitt besitzt. Ein System
Ai, i ∈ I, heißt zentriert, wenn der Durchschnitt beliebiger endlicher Teilsysteme
Aik

, k = 1, . . . , N, nichtleer ist.
Tipp: Benutzen Sie den Überdeckungssatz von Heine-Borel.

Aufgabe 2: 3 Punkte

Sei (an) eine reelle, monoton fallende Nullfolge. Zeigen Sie, dass
∑

∞

n=1 an genau
dann konvergiert, wenn die

”
kondensierte Reihe“

∑

∞

n=1 2na2n konvergiert.

Aufgabe 3: 3 Punkte

Sei (an) eine reelle Folge mit lim
n→∞

nan = a 6= 0. Zeigen Sie, dass
∑

∞

n=0 an diver-

giert.

Aufgabe 4: 4 Punkte

(a) Seien (an), (bn) reelle Folgen derart, dass
∑

∞

n=1 a2
n

und
∑

∞

n=1 b2
n

konvergieren.
Zeigen Sie, dass dann auch

∑

∞

n=1 anbn konvergiert.

(b) Zeigen Sie zusätzlich, dass

∞
∑

n=1

anbn ≤

( ∞
∑

n=1

a2
n

)
1

2

( ∞
∑

n=1

b2
n

)
1

2

gilt. Dies verallgemeinert Augabe 5 aus Woche 3.

Aufgabe 5: 6 Punkte

Für A ⊂ R definieren wir den Abschluss A von A durch

A := A ∪ {Häufungspunkte von A}.

(a) Zeigen Sie, dass A abgeschlossen ist.

(b) Zeigen Sie, dass A = A genau dann gilt, wenn A abgeschlossen ist.

(c) Zeigen Sie, dass A die kleinste abgeschlossene Menge ist, die A enthält, d.h.
aus B ⊂ R mit A ⊂ B und B abgeschlossen, folgt A ⊂ B.

(d) Zeigen Sie, dass A gleich dem Durchschnitt aller abgeschlossener Obermengen
von A ist, d.h.

A =
⋂

B : A⊂B⊂R

B abgeschlossen

B.


