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reicht nicht aus, um die Existenz eines Fixpunktes zu zeigen. Zum Beispiel sei
M =R (mit der iiblichen Metrik) und f : R — R definiert durch

flz) =2 — g — arctan fir x € R.

Es ist
1

f/(x)zl_m>

also 0 < f’(z) < 1 fiir alle x € R. Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrech-
nung folgt daraus

1f(z) — fly)| < |z —vyl fiir alle z,y € R mit x # v.

Da aber f(z) < z fiir alle z € R gilt, hat f keinen Fixpunkt.

Wir behandeln zwei Anwendungsbeispiele fiir den Banachschen Fixpunktsatz.

Zunichst betrachten wir eine reelle Funktion f : [a, b] — [a, b]. Es sei eine Losung
der Gleichung f(x) = x zu finden. Ist f stetig, so existiert nach dem Zwischen-
wertsatz jedenfalls eine Losung, denn es ist f(x) —2 > 0 fir 2 = a und < 0
fiir x = b. Fiir die Eindeutigkeit der Losung und die ndherungsweise Berechen-
barkeit durch sukzessive Approximationen ist zum Beispiel hinreichend, daf} f
differenzierbar ist und eine Konstante ¢ < 1 existiert mit

If(z)| <c fir alle z € [a, b].
Hieraus folgt ndmlich nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung
F@) = f@ S clr—yl  fiiv alle 2,y € [a,b],

so daff Satz (3.2) anwendbar ist mit M = [a, b].

Das néchste Beispiel ist etwas schwieriger, aber interessanter und besonders wich-
tig. Es handelt sich um das sogenannte Anfangswertproblem fiir eine gewohnliche
Differentialgleichung erster Ordnung. In der iiblichen Schreibweise lautet es

y' = f(z,y), y(xo) = yo.

Wir prézisieren und erldutern das folgendermafien. Es seien I, J C R zwei offene
Intervalle und f : I x J — R eine gegebene reelle Funktion. Ferner sei ein Punkt
(x0,y0) € I x J gegeben. Gesucht ist eine in einer Umgebung U C [ von x
definierte differenzierbare reelle Funktion y (mit y(U) C J), fiir die

y(x) = f(z,y(x)) fiir alle z € U,

y(ro) = o
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gilt (man veranschauliche sich die Aufgabenstellung durch ein ,,Richtungsfeld®).

Wir wollen zeigen, dafl man die Existenz einer solchen Losung aus dem Ba-
nachschen Fixpunktsatz erhélt, wenn die Funktion f die folgende Voraussetzung
erfiillt.

VORAUSSETZUNG. [ sei stetig in [ x J (die Erklarung erfolgt erst in §4) und
beschréankt und geniige einer Lipschitzbedingung in der zweiten Verénderlichen,
das heifit es gebe eine Zahl L € R mit

[f(z,91) = f(2,92)] < Lly — v2]

fiir alle x € I und alle y1,y, € J.

Wenn wir eine (in einem Intervall um xzq erklirte) stetige Funktion y haben mit
a) =+ [ (e ole) (4
xo

so ist y nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (Analysis I,
(21.2)) differenzierbar, und es gilt

y'(x) = flz,y()),
y(zo) = o,

das heifit y 16st unser Anfangswertproblem. Diese Tatsache werden wir im fol-
genden ausnutzen.

Wir miissen nun eine geeignete Situation herstellen, in der wir den Banachschen
Fixpunktsatz anwenden konnen. Nach Voraussetzung existiert eine Konstante
a € R mit

f(z,y)] <a fir (z,y) € I x J.

Wir kénnen 6 > 0 wahlen, so dafl 6L < 1 und
[xo — 0,20 + 0] X [yo — da,yo + da] C I x J

ist. Sodann sei C([zg — 0,29 + J]) der reelle Vektorraum aller stetigen reellen
Funktionen auf dem Intervall [z¢ — 0, 2y + 6] mit der Supremumsnorm || - || und

M = {g€C([xo—0d,x0+0]):
9(w0) = yo und |g(x) — yo| < a fiir [z — 20| < 4}

Der Raum C'([zo—d, xo+0]) ist nach Satz (2.12) vollstidndig. Die Teilmenge M ist
offenbar abgeschlossen und daher nach (2.9) ebenfalls vollstandig. Wir definieren
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nun eine Abbildung F' : M — M in der folgenden Weise. Fiir ¢ € M sei die
Funktion F'(g) erkldart durch

F(g)(x) :==yo + /f(t,g(t)) dt fir € [zg — §, 20 + 0].

Die Funktion F(g) ist stetig, sie erfiillt F'(g)(x¢) = yo, und fiir jedes = € [xg —
3, o + 9] gilt

F(g)(z) — o] = / F(t,g(t)) dt| < / (. g(t))] di < ba.

Also ist F'(g) € M, so daB in der Tat eine Abbildung F': M — M erkldrt worden
ist. Wir zeigen, daf§ F' kontrahierend ist. Sei g,h € M. Fiir z € [xg — 0,29 + I
gilt

xT

F(g)(z) — F(h)(z)| = / (. 9(t)) — £t h(e))] dt

o

§/|ftg ft, h(t |dt<L/|g (t)|dt

< Ldllg— Al
Da dies fiir alle x € [xg — 0, zo + J] gilt, ist
1F(g) = F(h)|| < Léllg — .
Nach Wahl von § ist Lo < 1, also F' in der Tat kontrahierend. Jetzt folgt aus

Satz (3.2), dal F' einen Fixpunkt besitzt. Es gibt also ein Element y € M mit
F(y) = y. Die Funktion y ist auf [z — 6, xo + 0] erklért, dort stetig, und sie erfiillt

m):yo+/f(t,y(t))dt fitr 2 € [ — 0,29 + ).

Wie oben bemerkt, folgt hieraus

y(z) = [flz,y(x)),
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Aus der eindeutigen Bestimmtheit des Fixpunktes folgt auch, dafl y als Losung
des Anfangswertproblems auf [z¢ — 0, z¢ + 0] eindeutig bestimmt ist.

Das Verfahren der sukzessiven Approximation zur ndherungsweisen Berechnung
der Losung sieht in diesem Fall so aus, dafl man zum Beispiel

y1 () := yo + /f(t, Yo) dt

und dann fir n € N

Y () = o + / F(t yn(t)) dt

fiir x € [xg—0, x9+ 0] definiert. Die Folge (v, )nen konvergiert dann gleichméfig in
[zo—0, £9+d] gegen die Losung des Anfangswertproblems. Im allgemeinen werden
natiirlich die Integrationen, die bei jedem Schritt durchgefithrt werden miissen,
nicht in geschlossener Form, sondern auch nur ndherungsweise durchfiithrbar sein,
was zuséatzliche Fehlerabschétzungen erfordert.

4 Stetigkeit und Zusammenhang

Im folgenden seien (M,d), (M’ d") metrische Rdume. Wir wollen Abbildungen
f: M — M’ betrachten. Im Spezialfall M’ C R sprechen wir auch von reellen
Funktionen auf M. Die Definition der Stetigkeit einer Abbildung 148t sich wortlich
aus dem in Analysis I betrachteten Spezialfall iibernehmen.

(4.1) Definition. Sei f : M — M’ eine Abbildung, sei x € M. Die Abbildung f
heifit stetig in z, wenn zu jeder Umgebung V' von f(x) eine Umgebung U von z
existiert mit f(U) C V. Die Abbildung f heifit stetig, wenn sie stetig in x ist fiir
alle x € M.

GeméB der Definition der Umgebungen kénnen wir die Stetigkeit in dquivalenter
Weise auch folgendermafien erkléren:

f stetig in x &

Vee RT 36 e RT Vy e M : (d(z,y) <6 = d(f(x), f(y)) <e).

(4.2) Satz. Die Abbildung f : M — M’ ist genau dann stetig, wenn fir jede
offene Menge A C M’ das Urbild f~'(A) offen ist.
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Beweis. Sei f stetig. Sei A C M’ offen. Sei z € f~!(A). Dann ist f(z) € A. Da A
offen ist, ist A Umgebung von f(x). Da f in z stetig ist, existiert eine Umgebung
U C M von z mit f(U) C A, also mit U C f~'(A). Somit ist f~!(A) offen.

Fiir jede offene Menge A C M’ sei f~!(A) offen. Sei x € M. Sei V eine Umgebung
von f(z); sie enthélt eine offene Umgebung Vj von f(z). Dann ist U := f~1(1})
offen, also Umgebung von z, und es gilt f(U) C V, C V. Also ist f stetig in z. B

Einige Aussagen iiber stetige Abbildungen zwischen metrischen Raumen lassen
sich ganz analog wie im Spezialfall M = M’ = R beweisen.

(4.3) Satz. Die Abbildung f : M — M’ ist genau dann stetig in x, wenn fir jede
Folge (xy)nen in M aus lim,,_.o, x, = = stets lim,,_., f(x,) = f(x) folgt.

Beweis. Sei f : M — M’ stetig in x. Sei (x,,)nen eine Folge in M mit lim,, o, x,, =
x. Sei V' eine Umgebung von f(x). Wegen der Stetigkeit von f in x existiert eine
Umgebung U von z mit f(U) C V. Wegen limx,, = z existiert ein nyg € N mit
x, € U fir n > ngy. Fir alle n > ng gilt also f(z,) € f(U) C V. Da V eine
beliebige Umgebung von f(z) war, ist damit lim,, .., f(x,) = f(x) gezeigt.

Umgekehrt folge aus lim,, ., ©, = z stets lim, . f(z,) = f(x). Angenommen,
f wiére nicht stetig in . Dann gibt es eine Umgebung V' von f(z) derart, da8 fiir
keine Umgebung U von x die Inklusion f(U) C V besteht. Insbesondere kénnen
wir zu jedem n € N einen Punkt z,, € U(z,1/n) auswihlen mit f(z,) ¢ V.
Damit ist eine Folge (z,)neny in M definiert, die wegen d(z,z,) < 1/n gegen x
konvergiert, fiir die aber die Folge (f(x,))nen wegen f(z,) ¢ V nicht gegen f(x)
konvergiert. Das ist ein Widerspruch zur Voraussetzung; also ist f stetig in =. H

(4.4) Satz. Seien M, M', M" metrische Riume. Sei f : M — M’ stetig in x und
g: M — M" stetig in f(z). Dann ist g o f stetig in .

Beweis. Zu einer vorgegebenen Umgebung V' von (g o f)(z) = g(f(z)) gibt es
eine Umgebung W von f(x) mit g(W) C V. Zu W gibt es eine Umgebung U von
x mit f(U) C W. Es folgt (go /)(U) =g(f(U)) CgW)CV. |

Ebenfalls in Analogie zu Analysis I definieren wir noch:

(4.5) Definition. Die Abbildung f : M — M’ heifit gleichmdfig stetig, wenn zu
jedem € € RT ein § € R existiert mit

d(f(z), f(y)) <e firalle x,y € M mit d(z,y) <.

Insbesondere (aber nicht nur in diesem Fall) ist eine Abbildung f : M — M’
gleichméBig stetig, wenn es eine Konstante ¢ gibt mit

d(f(x), f(y)) < cd(z,y) fir alle z,y € M.
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Abbildungen mit dieser Eigenschaft nennt man Lipschitzabbildungen (fiir
(M',d") = (M,d) und ¢ < 1 kamen sie bereits im Banachschen Fixpunktsatz
vor).

Wir betrachten jetzt speziell stetige Abbildungen f : M — R, also reellwertige
stetige Funktionen, und wir wollen Satz (26.2) aus Analysis I verallgemeinern. Wir
konnen ganz allgemein (d.h. fiir beliebige Mengen M) fiir beschréinkte Funktionen
f: M — R die Supremumsnorm erkldren durch

1fII:= sup [ f(z)].
xeM

Wir sagen dann, vollig analog zu dem frither betrachteten Spezialfall M C R, dafl
die Folge (fn)nen von Funktionen auf M gleichmafSig gegen f konvergiert, wenn
lim, oo || fn — f]] = 0 ist.

(4.6) Satz. Die Folge (fn)nen von stetigen reellen Funktionen auf M konvergiere
gleichmdf$ig gegen die Funktion f. Dann ist f stetig.

Beweis. Sei € M und € € R*. Da (f,)nen gleichmifBliig gegen f konvergiert,
existiert ein ng € N mit

|faly) — f(y)] < % fiir n > ng und alle y € M.
Wihle ein n > ng. Da f,, stetig ist, existiert eine Umgebung U von x mit
(@) = fuly)| < g fiir alle y € U.

Fir y € U gilt also

[f(@) = fW)l < |f(@) = ful@)] + [ful@) = fum)] + [fuly) = FW)] <e
Da € € R* beliebig war, ist f stetig in z. Da @ € M beliebig war, ist f stetig. H

Ein besonders wichtiger Satz aus Analysis I {iber stetige Funktionen ist der Zwi-
schenwertsatz: Eine auf einem Intervall definierte stetige reelle Funktion nimmt
jeden Wert zwischen zwei Funktionswerten an. Wenn man versuchen will, die-
sen Satz auf stetige Funktionen auf einem metrischen Raum zu verallgemeinern,
steht man vor dem folgenden Problem. Wie triviale Gegenbeispiele zeigen, ist
fiir die Giiltigkeit des Zwischenwertsatzes die Voraussetzung unentbehrlich, daf
der Definitionsbereich ein Intervall ist. Aber ein Intervall ist unter Verwendung
der Anordnungsrelation fiir reelle Zahlen definiert worden; diese Definition 148t
sich also nicht auf Teilmengen beliebiger metrischer Raume iibertragen. Es zeigt
sich aber, dafl die fiir die Giiltigkeit des Zwischenwertsatzes wesentliche Eigen-
schaft der Intervalle auch ohne Verwendung der Anordnungsrelation und damit in
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verallgemeinerungsfdhiger Weise formuliert werden kann. Die hier gemeinte we-
sentliche Eigenschaft besteht darin, daf ein Intervall sozusagen ,,aus einem Stiick
besteht“. Man bezeichnet diese Eigenschaft als Zusammenhang und definiert sie
allgemein folgendermaflen.

(4.7) Definition. Der metrische Raum M heiit zusammenhdngend, wenn es keine
offenen Teilmengen A, Ay C M gibt mit

Al#@, AQ#@, A10A2:®, A1UA2:M

Eine Teilmenge A C M heifit zusammenhdngend, wenn sie als Teilraum (mit der
induzierten Metrik) zusammenhéngend ist.

Wenn M = A; U Ay und A; N Ay = () ist (man sagt dann, M sei in die Men-
gen Ay, Ay zerlegt), so sind A; und Ay nach (1.11) genau dann beide offen, wenn
sie abgeschlossen sind. Man kann also die Definition des Zusammenhangs auch
dquivalent folgendermaflen fassen: Der metrische Raum M ist genau dann zusam-
menhingend, wenn () und M die einzigen zugleich offenen und abgeschlossenen
Teilmengen von M sind.

Daf die Definition (4.7) das Gewiinschte leistet, zeigt der folgende Satz.

(4.8) Satz. Eine stetige reelle Funktion auf einem zusammenhdngenden metri-
schen Raum nimmt jeden Wert zwischen zwei Funktionswerten an.

Beweis. Sei M zusammenhéngend und f : M — R stetig. Sei ¢ € R eine Zahl,
die zwischen zwei von f angenommenen Funktionswerten liegt. Dann sind die
Mengen A; := f~}((—o0,c)) und Ay := f~!((c,00)) nicht leer und nach (4.2)
offen, ferner ist A; N Ay = (). Wiirde ¢ nicht als Funktionswert angenommen, so
wiare Ay U Ay = M, also ware M nicht zusammenhéngend, ein Widerspruch. W

Der Zwischenwertsatz aus Analysis I ergibt sich allerdings nicht unmittelbar als
Spezialfall von Satz (4.8), da wir noch nicht wissen, dal ein Intervall zusam-
menhéngend ist. Dies kann man umgekehrt gerade mit dem Zwischenwertsatz
beweisen.

(4.9) Satz. Jedes Intervall in R ist zusamenhdngend.

Beweis. Allgemeiner sei M ein metrischer Raum mit der Eigenschaft, daf§ jede
stetige Funktion f : M — R jeden Wert zwischen zwei Funktionswerten annimmt.
Seien Ay, Ay C M nichtleere offene Teilmengen mit A; N A; = (). Angenommen,
es ware A; U Ay = M. Setze

{1 fir x € Al,

)=
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Die damit erkldrte Funktion f : M — R ist stetig, weil Urbilder offener Mengen
offen sind. Sie nimmt, da A; und A, nicht leer sind, die Werte 0 und 1 an, aber
keinen Wert, der echt zwischen 0 und 1 liegt. Aus dem Widerspruch folgt, dafl
M zusammenhéngend ist. [

5 Kompaktheit

Unter den moglichen Eigenschaften metrischer Rdume sind zwei von herausragen-
der Bedeutung in der Analysis, da sie direkt oder indirekt in die Voraussetzungen
vieler wichtiger Sétze eingehen. Dies sind die Vollstandigkeit und die jetzt zu be-
handelnde Kompaktheit.

In Analysis I (§10) hatten wir eine Teilmenge von R als kompakt bezeichnet,
wenn sie beschrankt und abgeschlossen ist. Die Voraussetzung der Kompaktheit
der Menge D C R spielte in den folgenden wichtigen Sétzen aus Analysis I eine
wesentliche Rolle.

Analysis I (10.6): Jede Folge in D besitzt eine Teilfolge, die gegen ein Element
von D konvergiert.

Analysis I (12.2): Sei f: D — R stetig. Dann nimmt f ein Maximum an.
Analysis I (12.5): Sei f: D — R stetig. Dann ist f gleichméBig stetig.

Wir mochten diese Sétze ausdehnen auf allgemeine metrische Rdume. Wenn wir
auch dort unter kompakten Mengen solche verstehen, die beschréinkt und abge-
schlossen sind, so sind aber die Sétze im allgemeinen falsch! Zum Beispiel ist der
metrische Raum (N, d), wo d die diskrete Metrik ist, beschréinkt und abgeschlos-
sen. Die Folge (n),en besitzt aber keine konvergente Teilfolge, da keine Teilfolge
eine Cauchy-Folge ist. Und die durch f(n) = n erklirte Funktion f : N — R
ist stetig, da in (N, d) jede Teilmenge offen ist, sie nimmt aber kein Maximum
an. Diese Beispiele zeigen, dafl die Verallgemeinerung der obigen Sétze hochstens
dann gelten kann, wenn im allgemeinen Fall die Kompaktheit einschneidender
definiert wird. Wie dies zweckméBig zu geschehen hat, wird durch den Uber-
deckungssatz von Heine-Borel nahegelegt. Nach diesem Satz (Analysis I, (10.8))
und seiner Umkehrung (Analysis I, (10.9)) ist eine Teilmenge A C R genau dann
kompakt, wenn jede offene Uberdeckung von A eine endliche Teiliiberdeckung
enthilt. Diese Uberdeckungseigenschaft verwenden wir nun im allgemeinen Fall
als Definition der Kompaktheit.

(5.1) Definition. Sei (M, d) ein metrischer Raum, A C M eine Teilmenge und
(U;)ie1 eine Familie von Teilmengen von M. Die Familie (U;);e; heifit Uberdeckung
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der Menge A, wenn A C (J,; U; gilt, und offene Uberdeckung von A, wenn au-
Berdem alle U; offene Mengen sind.

(5.2) Definition. Die Teilmenge A C M heifit kompakt, wenn jede offene Uber-
deckung von A eine endliche Teiliiberdeckung von A enthélt.

(5.3) Satz. Jede kompakte Teilmenge eines metrischen Raumes ist abgeschlossen
und beschrinkt. In einem kompakten metrischen Raum ist jede abgeschlossene
Teilmenge kompakt.

Beweis. Sei (M,d) ein metrischer Raum. Sei A C M kompakt. Sei z ein
Beriihrpunkt von A. Angenommen, z ¢ A. Dann ist (U(y, 2d(z,y)))yea ei-
ne offene Uberdeckung von A, enthilt also eine endliche Teiliiberdeckung

e

U<.§C,%E) mU(yz;%d(‘ruyl)) :(Z) fﬁrizl,...7n7

also U(z, %e) N A = (). Somit ist x nicht Beriihrpunkt von A, ein Widerspruch.
Damit ist die Abgeschlossenheit von A gezeigt.

Da die Uberdeckung (U(y, 1)),ea von A eine endliche Uberdeckung von A enthilt,
ist A nach (1.5) beschrinkt.

Sei jetzt M kompakt und A C M abgeschlossen. Sei (U;);er eine offene Uber-
deckung von A. Dann ist (U; U A%);cr eine offene Uberdeckung von M, enthalt
also eine endliche Teiliiberdeckung (U; U A%);er (E C I endlich). (U;)iep ist eine
endliche Uberdeckung von A. Damit ist die Kompaktheit von A gezeigt. [

Wir miissen nun zeigen, dafl unser allgemeiner Kompaktheitsbegriff wirklich das
Gewiinschte leistet, also eine Ausdehnung der am Anfang dieses Abschnitts zi-
tierten Sétze aus Analysis I ermoglicht.

(5.4) Satz. Ist f : M — M’ eine stetige Abbildung eines kompakten metrischen
Raumes M in einen metrischen Raum M', so ist das Bild f(M) kompakt.

Beweis. Sei (U;)ier eine offene Uberdeckung von f(M). Nach (4.2) ist (f~(U))ier
eine offene Uberdeckung von M, enthélt also eine endliche Teiliiberdeckung
(f~(U;))iee (E C I endlich). Dann ist (U;)cg eine endliche Uberdeckung von
f(M). u

(5.5) Korollar. Eine stetige Funktion f : M — R auf einem kompakten metri-
schen Raum M nimmt ein Maximum an.
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Beweis. Nach (5.4) ist f(M) kompakt, also abgeschlossen und beschrénkt. Je-
de abgeschlossene, beschriankte und nichtleere Menge reeller Zahlen enthélt ein
grofites Element. [ |

(5.6) Satz. Jede stetige Abbildung f : M — M' eines kompakten metrischen
Raumes (M, d) in einen metrischen Raum (M',d") ist gleichmdfSig stetig.

Beweis. Sei M kompakt und f : M — M’ stetig. Sei ¢ € RT gegeben. Zu jedem
z € M existiert, da f in z stetig ist, ein §(z) € RT mit

d(f(z), f(2) < fir alle z € M mit d(z,z) < 0(2).

[\ g

Das System (U(z,16(2))).enm ist eine offene Uberdeckung von M, enthilt also
1,...,n}. Seien jetzt x,y € M beliebige Puglkte mit d(z,y) < 0. Es gibt ein
i€ {1,...,n} mit x € Uz, 30(2)). Dann ist d(z, z;) < 36(z;) < 0(2), ferner
d(y, z;) < d(y, )+ d(z, z;) < 6+ 56(2) < 6(2). BEs folgt

€

d(f(@). f(y) < d'(f(@). F(2)) + d (F(), F(y) < 5+ 5 = e

Also ist f gleichméfig stetig. [

(5.7) Satz. Sei A C M kompakt. Dann besitzt jede Folge in A eine Teilfolge, die
gegen einen Punkt von A konvergiert.

Beweis. Sei A kompakt und (z;);ey eine Folge in A. Fiir n € N sei A4,, die abge-
schlossene Hiille der Menge {; | ¢ > n}. Angenommen, es wére (), . (ANA,) = 0.
Dann ist die Familie (A¢),cy eine offene Uberdeckung von A, enthilt also eine
endliche Teiliiberdeckung von A. Es gibt daher ein m € N mit A C [J", AS,
also mit (), (AN A,) = 0. Wegen A,, C A, fir m > n ist das ein Wider-
spruch. Somit existiert ein Punkt z € AN,y An. Wir definieren nun rekursiv
eine Teilfolge von (x;);en. Da z Beriihrpunkt von {x; | i > 1} ist, existiert ein
iy € Nmit z;, € U(z,1). Seien iy,...,i,_1 schon definiert. Da z Berithrpunkt von
{z; | © > ig_1 + 1} ist, existiert ein i), > ix—y mit z;, € U(z, %) Damit ist eine
Teilfolge (z, )ken von (x;);en definiert, die gegen den Punkt z € A konvergiert. ll

(5.8) Korollar. Jeder kompakte metrische Raum ist vollstindig.

Beweis. Jede Cauchy-Folge in einem kompakten metrischen Raum besitzt nach
(5.7) eine Teilfolge, die gegen einen Punkt z konvergiert. Aus der Cauchy-
Eigenschaft der Folge ergibt sich mit der Dreiecksungleichung, daf sie selbst gegen
z konvergieren muf. [



