9 PARTIELLE ABLEITUNGEN 45

(8.7) Korollar. Sei M C R™ offen und zusammenhingend, sei F': M — RF eine
differenzierbare Abbildung mit DFx = 0 fir alle X € M. Dann ist F konstant.

Beweis. Seien X,Y € M. Da M zusammenhéngend und offen ist, gibt es Punkte
Xi,.o 0, X mit X3 =X, X =Y und [X;, X;1q| C M firi=1,...,k—1. (Denn
fiir festes X € M ist die Menge A; aller Y € M, die derart mit X durch einen
Streckenzug in M verbindbar sind, offen und nicht leer. Die Menge A, := M \ A;
ist ebenfalls offen. Da Ay U My = M, A; N Ay = () und M zusammenhingend
ist, mufl Ay = 0 sein, also M = A;.) Furi € {1,...,k — 1} gilt nach (8.6) die
Gleichung F(X;11) — F(X;) = 0. Hieraus folgt F'(Y) = F(X). Da X,Y € M
beliebig waren, folgt die Behauptung. [

9 Partielle Ableitungen und Koordinatenfunk-
tionen

Bei der Behandlung konkreter differenzierbarer Abbildungen wird man zweck-
méfBigerweise ihre Koordinatenfunktionen heranziehen. Differentiale und Ketten-
regel treten dann in Matrizenschreibweise auf. Diese Umformulierungen wollen
wir in diesem Abschnitt vornehmen. Dazu miissen wir zunéchst partielle Ablei-
tungen reellwertiger Funktionen betrachten.

Im ersten Teil des Folgenden sei stets M C R”™ eine offene Menge, Xy € M und
f: M — R eine reelle Funktion.

Fiir reellwertige Funktionen héngt der Begriff des Differentials eng zusammen
mit dem der Richtungsableitung.

(9.1) Definition. Sei F € R™\ {0} ein Vektor. Wenn die Funktion
t— f(Xo+tE)

in 0 differenzierbar ist, so wird ihre Ableitung mit f’(Xy; £) bezeichnet, also

(X B) o= tim TR L2 TR,

f'(Xo; E) heifit Richtungsableitung von f beziiglich £ im Punkt Xj.

(9.2) Satz. Ist f in X differenzierbar, so existieren alle Richtungsableitungen von
fin Xo, und es gilt

f'(Xo; E) = Dfx,(E) fiir £ € R".
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Beweis. Definieren wir g(t) := f(Xo +tF) fiir alle t € R mit Xo+tE € M, so ist
g nach der Kettenregel (8.5) in 0 differenzierbar, und es gilt ¢’(0) = D fx,(£). R

Behandelt man Aufgaben iiber differenzierbare Funktionen unter Zuhilfenahme
von Koordinaten, so treten insbesondere die Richtungsableitungen in denjenigen
Richtungen auf, die durch die Vektoren FEj,..., E, der Standardbasis des R"
gegeben sind. Hierfiir hat man daher besondere Bezeichnungen:

(9.3) Definition. Fiir i € {1,...,n} schreibt man
f'(Xo; Ei) =: 0 f (Xo),
falls diese Ableitung existiert. 0; f(Xo) heifit i-te partielle Ableitung von fin Xj.

Eine haufig verwendete Schreibweise ist auch

_9f

Wie partielle Ableitungen zu berechnen sind, ist klar: Fiir Xo = (29,...,29) gilt

0f(Xo) = ['(Xo:E) = lim J(Xo + h? — f(Xo)

— Im f@9 a2+ had g, al) — f(al, ..., 2D)
h—0 h .

Das ist die gewohnliche Ableitung der Funktion

0 0 0 0
t= f(ay,... o, oy, ..., ;)

an der Stelle 2. Hieraus erklirt sich die Bezeichnung ,,partielle Ableitung*, und
es ergibt sich eine einfache Berechnungsvorschrift.

Durch die partiellen Ableitungen 148t sich nun auch die Richtungsableitung all-
gemein und damit das Differential einer differenzierbaren Funktion leicht aus-
driicken. Fir Y = (y1,...,y,) € R" gilt wegen der Linearitét des Differentials

['(X0;Y) = Dfx,(y1E1+ ...+ y.Ey)
= nDfx,(E1) + ... +y.Dfx,(Ey)
= 1101 f(Xo) + ... +yn0nf(Xo)
= (Y, (01f(Xo), -, 0 f(X0)))-

Dafl man, wie hier, ein lineares Funktional auf dem R"™ als Skalarprodukt mit
einem festen Vektor darstellen kann, ist aus der Linearen Algebra wohlbekannt.
Fiir den in diesem Fall auftretenden Vektor hat man eine besondere Bezeichnung.
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(9.4) Definition und Behauptung. Existieren fiir f : M — R (mit M C R")
die partiellen Ableitungen in Xy, so heifit der Vektor

Vf(Xo) = (01f(Xo), - -, 0nf(X0))
der Gradient von fin Xy. Ist f in X, differenzierbar, so gilt

['(Xo; E) = Dfx,(E) =(Vf(Xo),E) fiiralle E € R"

Man beachte, daf3 die Darstellung

Vf(Xo) = (alf(Xo)a cee ,8nf(X0))

von einer speziellen Basis des R™ Gebrauch macht, daf§ der Gradient aber, wenn
f in X, differenzierbar ist, nicht von der gewéhlten Basis abhéngt. Der Gradient
V f(Xp) ist ja durch die basisunabhéngige Gleichung

(Vf(Xo), E) = f'(Xo; E) fir £ € R"

festgelegt.

Der Gradient hat eine einfache anschauliche Bedeutung: Nach der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung (6.3) gilt fiir ||[E| =1

f'(Xo; E) = (Vf(Xo),E) < |IVf(Xo)l],

und das Gleichheitszeichen gilt (wie am Beweis von (6.3) abzulesen ist) genau

dann, wenn
Vi(Xo) =\E mit einem A\ > 0

ist. Wir halten dies als Satz fest.

(9.5) Satz. Sei fin Xy differenzierbar und V f(Xo) # 0. Dann nimmt die Rich-

tungsableitung von f in Xo beztiglich Einheitsvektoren E genau fiir

_ Vf(Xo)
ERITE R

ihr Mazimum an; dieses Mazimum ist gleich ||V f(Xo)]|.

Mit anderen Worten: Der Gradient weist in die Richtung stiarksten Anstiegs der
Funktion; seine Lénge gibt die Grofle dieses Anstiegs an.

Fiir differenzierbare reellwertige Funktionen gilt der Mittelwertsatz in Form einer
Gleichung; er 148t sich bequem mit Hilfe des Gradienten formulieren.
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(9.6) Satz (Mittelwertsatz). Seien X, Y € M Punkte mit [X,Y]
M — R stetig in M und differenzierbar in (1 —t) X +tY firt € (0,
es eine Zahl ¥ € (0,1) mit

C M. Sei f:
1). Dann gibt

fY) = f(X) = (VA = )X +9Y),Y — X).

Beweis. Setze g(t) :== f((1 —t)X +tY) fiir 0 < ¢ < 1. Dann ist ¢ stetig und nach
der Kettenregel differenzierbar in (0,1). Nach dem Mittelwertsatz aus Analysis I
existiert daher eine Zahl ¢ € (0, 1) mit

fY) = f(X) = g(1)—g(0) =g'(¥)
= (VA((1-0)X +9Y),Y — X).

Wir wollen nun auf den grundsétzlichen Zusammenhang zwischen Differenzier-
barkeit und partieller Differenzierbarkeit eingehen. Dabei heifit eine reellwertige
Funktion partiell differenzierbar, wenn ihre partiellen Ableitungen existieren. Fiir
eine partiell differenzierbare Funktion f : M — R ist also fiir jedes i € {1,...,n}
die Funktion

Oif M —-R:Xw— 0,f(X)

erklart, die man als i-te partielle Ableitung von f bezeichnet. Aus Differenzier-
barkeit folgt partielle Differenzierbarkeit, nach Satz (9.2) sogar die Existenz aller
Richtungsableitungen. Umgekehrt folgt aus der Existenz aller Richtungsableitun-
gen nach einem Beispiel vom Anfang dieses Kapitels nicht einmal die Stetigkeit,
also gewifl nicht die Differenzierbarkeit. Andererseits ist die partielle Differen-
zierbarkeit oft leicht nachpriifbar, und partielle Ableitungen sind in konkreten
Féllen gut zu berechnen. Es sind daher Aussagen von Nutzen, die aus partieller
Differenzierbarkeit und zusétzlichen Aussagen auf Differenzierbarkeit schlieflen
lassen.

(9.7) Satz. Ist fin einer Umgebung von X, partiell differenzierbar und sind die
partiellen Ableitungen in X stetig, so ist fin Xq differenzierbar.

Beweis. Sei U eine offene Kugel mit Mittelpunkt Xy = (z1,...,2,), in der f

partiell differenzierbar ist. Fiir H = (hy,...,h,) € R" mit Xo+ H € U gilt nach
dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung

f(Xo+ H) — f(Xo)

= Z[f(xla ey Ti—1, T4 + hiaxi—i-l + hi+17 sy Ty + hn)
=1
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—f(z1, . Ty, T T+ Riga, -, T+ By

= Z hi0if (1, . @iy, Ti + cihiy Tiga + higa, o T + )
i=1
mit geeigneten ¢; € (0, 1), also

1
T 1f(Xo+ H) — f(Xo) — (Vf(Xo), H)|
B ﬁ Zhi[aif(xla e T 1, T+ Gl T+ h) — 05 f(Xo)]
i—1

< Z 10 f (1, ..o @1, @ + Cihyy g + higa, oo T + hy) — 0 f (X0)|
i=1

Da nach Voraussetzung jede partielle Ableitung 0; f in X, stetig ist, ist der Limes
der rechten Seite fiir ||H|| — 0 gleich 0. Daraus folgt die Behauptung. |

Nach dieser Behandlung reellwertiger Funktionen kehren wir nun zu allgemeinen
differenzierbaren Abbildungen in den R* zuriick. Wir verwenden jetzt Koordina-
tenfunktionen und deren partielle Ableitungen.

Gegeben seien im folgenden, wenn nichts anderes gesagt ist, eine offene Menge
M C R, ein Punkt X, € M und eine Abbildung F': M — RF. Firi=1,...,k
sei f; : M — R die i-te Koordinatenfunktion von F' beziiglich der Standardbasis
Ei, ..., E, des R* also

k

F(X) = (A(X),..., (X)) = fil(X)E,  fiir X € M.

i=1
Mit X = (z1,...,2,), Y = (y1,...,yx) lautet also die Gleichung Y = F(X) in

Koordinatenschreibweise

h = fl(x17'°'a‘rn)7

Y = fk(.%l, e ,ilj'n).

In der dlteren Lehrbuch-Literatur findet man Abbildungen F : M — R* daher
auch unter dem Stichwort ,, Funktionensysteme* behandelt.

Differenzierbarkeit einer Abbildung ist, analog wie bei der Stetigkeit, gleichwertig
mit Differenzierbarkeit der Koordinatenfunktionen.
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(9.8) Satz. Die Abbildung F ist genau dann differenzierbar in Xo, wenn alle
Koordinatenfunktionen f; in Xo differenzierbar sind (i = 1,...,k). Ist das der

Fall, so qult
k

DFx,(H) =Y (Df;)x,(H)E,  fiir H € R".

i=1
Beweis. Sei L : R" — R¥ eine lineare Abbildung. Nach (7.5) gilt
P(Xo + H) — F(Xo) — L(H)

lim =0
H=0 I1H|
o lim fi(Xo + H) — fi(Xo) — (pio L)(H) —0 firi=1,... .k
H=0 IH|
Daraus folgen die Behauptungen unmittelbar. [

An der Gleichung in Satz (9.8) kénnen wir nun sofort ablesen, durch welche Ma-
trix das Differential von F'in X beziiglich der Standardbasen beschrieben wird.
Sei Ei,...,E, die Standardbasis von R™. Ist L : R" — R* eine lineare Abbil-
dung, so ist die ihr beziiglich der Standardbasen zugeordnete Matrix (a;;) i=1....x

1,...,n
definiert durch

k
1=1

Setzen wir nun in der Gleichung in (9.8) speziell H = E; ein, so erhalten wir
wegen D fx, (E;) = 0;f(Xo) die Gleichungen

k
DFx,(Ej) = 0;fi(X0)E,
=1

also a;; = 0; f;(Xo). Wir halten das fest und definieren:

(9.9) Satz und Definition. Sei F' : M — R* mit M C R" differenzierbar in
Xo € M. Dann wird das Differential DFx, beziiglich der Standardbasen in R"
und R¥ beschrieben durch die k x n-Matrix

Nfi(Xo) -+ Onfi(Xo)
JF(Xo) := : :

nfe(Xo) - OufulXo)

Sie heifit die Funktionalmatriz oder Jacobische Matriz der Abbildung F' an der
Stelle Xo. Im Fall k& = n wird die Determinante det JF(X) der Funktionalmatrix
als Funktionaldeterminante von F in Xy bezeichnet.
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SCHREIBWEISE. Fiir die Funktionaldeterminante von F' (im Fall n = k) findet
man auch oft die Bezeichnung

I f1y- s fn)
Ox1,...,Ty)

Beschreibt man lineare Abbildungen (nach Einfithrung von Basen in den betei-
ligten Rdumen) durch Matrizen, so wird einer Komposition von Abbildungen
als Matrix bekanntlich das Matrizenprodukt der Matrizen der einzelnen Abbil-
dungen zugeordnet. Mit der Bezeichnung aus (9.9) lautet die Kettenregel (8.4)
daher jetzt folgendermaflen: Die Funktionalmatrix einer Komposition ist gleich
dem Matrizenprodukt (in der richtigen Reihenfolge) der Funktionalmatrizen der
einzelnen Abbildungen.

(9.10) Satz (Kettenregel in Koordinatenschreibweise). Seien M C R™ und N C

R¥ offen, seien F: M — N und G : N — R™ Abbildungen, sei F differenzierbar
in Xo und G differenzierbar in F(X,). Dann gilt

J(G o F)(Xy) = JG(F(Xy)) - JF(Xo)

(Matrizenprodukt), also mit Go F =1 H

Zargz XO a fr(X())

firi=1,....mundj=1,...,n.

Etwas iibersichtlicher ist vielleicht die Schreibweise

Zagl (X0 Yo=F(x0)

8% 8yr 8:6 j

Man kann auch gelegentlich Schreibweisen wie

gi(yr1(zr, -y xn)y (e, ) = Gi(Tr, - )

und dann die Kettenregel in der Form

9 _ : dgi 0y,

Oxj = Oy, Ox;

finden. Diese ungenaue Bezeichnungsweise wollen wir aber lieber vermeiden (zu-
mal wenn dann noch die ,,Erklarung” hinzugefiigt wird, auf der rechten Seite sei
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Y, erst eine ,unabhéngige Verénderliche® und dann eine ,abhéngige Verénderli-

che®).

Im Fall m = n = 1 reduziert sich die Kettenregel in Koordinatenschreibweise auf
eine einzige Gleichung, die wir fiir

h(t) = g(fi(t), .-, fx(?))
in der Form
d_ogdn | 0y di
dt — Oxy dt 7 Oxp dt
schreiben konnen. Hat hier df;/dt (und damit auch dh/dt) das Argument ¢, so
mufl dg/0x; das Argument (f1(t),..., fr(t)) haben.

10 Hohere Ableitungen, Taylorformel, lokale
Extrema

Im folgenden seien stets eine offene Menge M C R, ein Punkt X, € M und eine
reellwertige Funktion f: M — R gegeben.

In diesem Abschnitt betrachten wir hohere partielle Ableitungen reellwertiger
Funktionen. Es liegt auf der Hand, wie sie zu definieren sind. Existiert die i-te
partielle Ableitung 0;f von f in einer Umgebung von X, und existiert die k-te
partielle Ableitung von 0;f in Xy, so wird sie mit

92 f

Ok0; f(Xo) oder
bezeichnet. Entsprechend wird allgemein die partielle Ableitung

af
Oy Onf = Ox;, ...0x;,
rekursiv definiert. Man bezeichnet sie als partielle Ableitung r-ter Ordnung. Exi-
stieren alle partiellen Ableitungen r-ter Ordnung in Xy, so heif3t f r-mal partiell
differenzierbar in X, und wenn dies fiir alle Xo € M gilt, heifit f r-mal partiell
differenzierbar. Ist f r-mal partiell differenzierbar und sind alle partiellen Ablei-
tungen r-ter Ordnung der Funktion f stetig, so heiflt f r-mal stetig differenzierbar
(im Fall » = 1 kurz stetig differenzierbar). Die Menge der auf M r-mal stetig dif-
ferenzierbaren reellen Funktionen wird mit C" (M) bezeichnet. Unter C°(M) wird

die Menge der stetigen reellen Funktionen auf M verstanden. Ein Element von
C"(M) heiBt auch Funktion der Klasse C™ auf M. Es gilt also

COM) D> C*M)DC*(M)D ...,
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und zwar jeweils mit strikter Inklusion.

SCHREIBWEISE. Wird mehrmals nach derselben Verédnderlichen differenziert, so
verwendet man abkiirzende Schreibweisen wie z.B.

>’f o f

ordr  Oz?’

8r+sf

s r’
O0x;0x},

——

s-mal r-mal

Das folgende Beispiel zeigt, dal es ohne zusétzliche Voraussetzungen nicht
gleichgiiltig ist, in welcher Reihenfolge die partiellen Differentiationen ausgefiihrt
werden.

BEISPIEL. Sei f : R? — R erklirt durch

2 2

xyiQ + 52 fir (I,y) 7é (070)7

0 fir (z,y) = (0,0).

flz,y) =

Die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung existieren, und man erhélt

0 f
0yox

0*f
0y

(0,0) = —1, (0,0) = 1.
Derartiges kann jedoch nicht passieren, wenn die partiellen Ableitungen zweiter
Ordnung noch stetig sind, wie der folgende Satz zeigt.

(10.1) Satz (Vertauschbarkeit der Differentiationsreihenfolge). Ist r > 2 und f €
C"(M), so sind die partiellen Ableitungen von f bis zur r-ten Ordnung unabhdngig
von der Reihenfolge der Differentiationen, d.h. es gilt

Do O f = Dy O f

fiir jede Permutation o der Zahlen 1,...,r.

Beweis. Da jede Permutation der Zahlen 1,... r Produkt von solchen Permu-
tationen ist, bei denen nur zwei benachbarte Zahlen vertauscht werden, geniigt
es, den Beweis fiir den Fall » = 2 zu fithren. Auflerdem bedeutet es keine Ein-
schrankung der Allgemeinheit, n = 2 anzunehmen, weil bei den in Betracht kom-
menden Differentiationen alle bis auf zwei Verédnderliche festgehalten werden.
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Sei X = (z1,22) € M und U C M eine offene Kugel mit Mittelpunkt X. Im
folgenden sei H = (hq, hg) so klein, dal X + H € U ist. Dann gilt

f(x1 + hy, o+ he) — f(x1 + ha, ) — fa1, x3 + he) + f(21, 22)
= @@+ h) — p(a1) mit (t) := f(t, 22 + ha) = f(t, 22)
= ¢'(x1+cihi)hy mit ¢; € (0,1) (Mittelwertsatz)
= [Oif(z1+ crhy, xa + ha) — 01 f(x1 + c1hy, x2) Ay
= [Y(x2 + he) — ¢Y(z2)|1 mit (t) := 01 f(z1 + c1hy, t)
= Y (x2 + c2ho)hihy mit ¢y € (0,1) (Mittelwertsatz)
= 0901 f(x1 + c1hy, k9 + coho)hyha.
Analog findet man
f(x1 + hi, o+ he) — f(x1 + ha, @) — fx1, x3 + o) + f(21, 22)
= 0102f (21 + dihy, xo + daha)hihy
mit passenden dy,ds € (0,1). Fiir hyhy # 0 folgt also
0201 f(x1 + c1hy, o + cohy) = 0102 f (z1 + dihy, 22 + dohs).

Man beachte, dafl ¢; und d; hier von h; abhédngen (i = 1, 2), da der Mittelwertsatz
auf dem Intervall (1, z1 + hy) bzw. (29, 22+ hy) angewandt wurde. Es gilt jedoch
¢i,d; € (0,1) und daher mit h; — 0 auch ¢;h; — 0 und d;h; — 0. Wegen
der vorausgesetzten Stetigkeit der partiellen Ableitungen zweiter Ordnung ergibt
sich mit (hq, hy) — (0,0) die Behauptung

8231f(1317 xz) = 31a2f($1, $2). |

Einer der wichtigsten Séatze aus Analysis I iiber mehrfach differenzierbare Funk-
tionen war die Taylorformel. Wir wollen nun untersuchen, was sie fiir Funktionen
von n Verdnderlichen liefert, wenn man diese auf Geraden durch einen betrachte-
ten Punkt einschréinkt. Zuerst erinnern wir uns an die Taylorformel aus Analysis
I; dabei konnen wir uns auf einen Spezialfall beschréanken. Sei g : [—€,h] — R
mit €, h > 0 eine (k + 1)-mal differenzierbare Funktion (k € N). Dann gilt

1 1 1

g(h) = 9(0) + g O+ g (OR + .+ ! syl

Eg(k) (O)hk + (k+1) (C) hk—i—l

mit einer passenden Zwischenstelle ¢ € (0, h).

Wir betrachten nun eine Funktion f : M — R mit offenem Definitionsbereich
M C R™ und einen Punkt X, € M und machen die folgende Voraussetzung.
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VORAUSSETZUNG. k € N, f € C*(M), die partiellen Ableitungen k-ter Ordnung
von f sind in M differenzierbar, H € R" ist ein Vektor mit [X,, Xo + H] C M.

Nun setzen wir

g(t) .= f(Xo+tH) fir t € [—e, 1]

wobei € > 0 so gewdhlt sei, daf [Xo, Xo — eH] C M ist. Da f differenzierbar ist
(denn die partiellen Ableitungen sind noch differenzierbar, also stetig, somit ist

f nach (9.7) differenzierbar), ist g nach der Kettenregel differenzierbar, und nach
(9.10) gilt

= Z 0if (Xo + tH)h;,

wenn H = (hy,...,h,) ist. Nach Voraussetzung sind die partiellen Ableitungen
O0;f (i =1,...,n) noch differenzierbare Funktionen, daher kénnen wir abermals
die Kettenregel anwenden und erhalten

n

g"(t) =D _ Y 0;0if (Xo + tH)hih;.

i=1 j=1

So fortfahrend, erhalten wir schlielich

Z &, -8y f(Xo+tH)hy - h;,
..... ir=1
fir r =1,...,k + 1. Auf g kénnen wir die oben zitierte Taylorformel anwenden

(mit h = 1). Es gibt also eine Zahl ¢ € (0,1) mit
k

1 1
§ il (r k1) (e

Setzen wir hier die oben berechneten Ableitungen von g ein, so erhalten wir den
folgenden Satz.

(10.2) Satz (Taylorformel). Sei M C R" offen, Xo € M, H € R™ mit [Xo, Xo +
HlCc M, keN, fe CFM), und die partiellen Ableitungen k-ter Ordnung von f
seien in M differenzierbar. Dann gibt es eine Zahl ¢ € (0,1) mit

f(Xo+ H) = f(Xo) +er Z By - 0 f(Xo)hay - P,

i15mees =1

1
+(k;+1)!, > O O f(Xo A+ cH)hy, - by,



