10 HOHERE ABLEITUNGEN UND ANWENDUNGEN 56

Speziell fiir k£ = 2 ist also

F(Xo + H) = F(X0) + (VFCX0) H) + 5 S 00, 8 + ROt H)

ij=1
mit
1 n
R(Xo; H) = ¢ > 0:0;0m f(YV)hihjhu,
i,7,m=1
und passendem Y € [Xo, Xo + H]. Wegen |h;| < ||H|| folgt
R(Xo; H)

lim —— 2 —
o [[HJ?

Analog zu Analysis I, Satz (18.3) (und daraus herleitbar) gilt diese SchluBfolge-
rung auch schon unter der Voraussetzung, dafi f € C'(M) ist und die partiellen
Ableitungen von f in X, differenzierbar sind.

Man kann den durch

FSo + H) = F050) + (T F(X0) H) + 5 3 00, Xy + R(Xus H),

=1

i R(Xo; H)
1IN — 5
H=o | H!?

ausgedriickten Sachverhalt auch folgendermafien beschreiben: In zweiter Néhe-
rung verhélt sich die Funktion f an der Stelle X, wie ein Polynom zweiten Gra-
des. Anschaulich 148t sich folgendes sagen. Betrachten wir den Graphen von f,
so gibt der erste Term f(Xg) der Taylorformel die Hohe des Graphen iiber X
an, der zweite Term, der durch den Gradienten von f in X, bestimmt ist, legt
die Tangentialebene an den Graphen iiber X, fest, und der néchste Term,

=0

1 n
5 > 0:0;f(Xo)hihy,

i,j=1

gibt eine erste Information iiber die Gestalt des Graphen bei X. Dies zeigt sich
insbesondere bei der Untersuchung lokaler Extremwerte. Zuvor wollen wir fiir
diesen Term eine besondere Bezeichnung einfiihren.

(10.3) Definition. Sei f : M — R zweimal partiell differenzierbar in Xy. Dann
heifit die durch

QUf, Xo: H) = 0,0;f (Xo)hsh;  fiir H = (hy,... hy,) €R"

ij=1
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definierte Funktion Q(f, Xo;-) die Hesse-Form von f in Xj, und die Matrix

0L f(Xo) -+ 010nf(Xo)

Hess(f)x, := : :

heift die Hessesche Matriz von f in Xj.

Im folgenden werden wir stets voraussetzen, dal f in einer Umgebung von X,
zweimal stetig differenzierbar ist. Nach (10.1) ist dann die Hessesche Matrix von
f symmetrisch.

Die Hesse-Form ist also eine quadratische Form, die Hessesche Matrix ist die ihr
(beziiglich der Standardbasis) zugeordnete Matrix. Uber quadratische Formen,
deren Behandlung in der Linearen Algebra erfolgt, wollen wir hier nur das fiir die
folgenden Betrachtungen Notwendige bereitstellen.

(10.4) Definition. Eine Funktion ¢ : R” — R mit

Q(X) = Z Qi T fur X = (.I‘l, R ,.In) e R"

ij=1

(a;; € R fiir i, = 1,...,n) heiBt quadratische Form iiber R™. Die quadratische
Form ¢ heifit positiv definit, wenn ¢(X) > 0 fiir X € R™\ {0} gilt, positiv se-
midefinit, wenn ¢(X) > 0 fiir X € R" gilt, negativ definit (negativ semidefinit),
wenn —q positiv definit (bzw. positiv semidefinit) ist, und indefinit, wenn q weder
positiv noch negativ semidefinit ist.

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun lokale Extremwerte differenzierbarer
Funktionen untersuchen.

(10.5) Definition. Die Funktion f : M — R hat in X, ein lokales Mazimum
(lokales Minimum), wenn es eine Umgebung U C M von X, gibt mit f(Xy) >
fY) (bzw. f(Xo) < f(Y)) fiir alle Y € U. Gilt f(Xo) > f(Y) (bzw. f(X() <
f(Y)) fir Y € U\ {Xo}, so hat f in Xy ein strenges lokales Maximum (strenges
lokales Minimum). Die Funktion f hat in X ein lokales Extremum, wenn sie dort
ein lokales Maximum oder ein lokales Minimum hat.

Zunichst stellen wir, analog wie in Analysis I, fiir das Vorliegen eines lokalen
Extremums eine notwendige Bedingung auf.

(10.6) Satz. Sei M C R™ offen und f : M — R differenzierbar in X,. Hat f in
Xy ein lokales Extremum, so ist V f(X,) = 0.
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Beweis. Hat f in X ein lokales Extremum, so hat fiir jeden Vektor H € R" die
durch
g(t) == f(Xo+tH) fir Xo+tH € M

erkliarte Funktion ¢ in 0 ein lokales Extremum. Nach dem Kriterium aus Analysis
I (Satz (18.4)) gilt daher

(Vf(Xo), H) = ¢'(0) = 0.
Da H € R” beliebig war, ist V f(Xy) = 0. |

(10.7) Definition. Ist f differenzierbar in einer Umgebung von X, und ist
Vf(Xo) =0, so heiit X ein kritischer Punkt von f.

Wir wollen nun hinreichende Bedingungen angeben fiir das Vorliegen eines stren-
gen lokalen Extremums.

(10.8) Satz. Sei M C R" offen und f € C*(M). Sei X, kritischer Punkt von f.
Ist die Hesse-Form Q(f, Xo;-) von fin Xq positiv definit (negativ definit), so hat
fin Xg ein strenges lokales Minimum (strenges lokales Mazimum).

Beweis. Sei etwa Q( f, Xo; +) positiv definit. Wir zeigen zunéchst die Existenz einer
Zahl § € RT mit U(Xy,0) C M und der Eigenschaft, da8 fiir alle H € R" mit
|H|| < ¢ auch die Hesse-Form Q(f, Xo + H;-) positiv definit ist.

Da die Funktion Q(f, Xo;-) stetig ist, nimmt ihre Einschrinkung auf die wegen
(6.13) kompakte Menge {E € R" | ||E|| = 1} nach (5.5) ein Minimum an. Da
Q(f, Xo; ) positiv definit ist, ist dieses Minimum positiv. Es gibt also eine Zahl
a € Rt mit

Q(f, Xo; F) > 2a fiir alle E € R" mit ||E| = 1.

Da nach Voraussetzung die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung der Funktion
[ in X stetig sind (und M offen ist), gibt es ein 6 € Rt mit U(Xp,d) C M und

10,0 f (Xo + H) — 8:0; f(Xo)| < ni fir alle H € R" mit |[H|| <6

2

(i,7 = 1,...,n). Fiir beliebiges £ = (e1,...,e,) € R® mit ||E| = 1 und fiir
| H|| < ¢ folgt

> 1003 (Xo + H) — 8:0;f (Xo)| e e

ij=1

%ilza.

ij=1

IA

IN
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Also ist Q(f,Xo + H;E) > a > 0 fir ||E|| = 1 und ||H|| < ¢; daraus folgt
Q(f, Xo+H;Y) >0 fir alle Y € R*\ {0}. Fiir alle H € R"” mit ||H|| < ¢ ist also
Q(f, Xo + H;-) positiv definit.

Nun gibt es nach (10.2) (fiir £ = 1) und wegen der Voraussetzung V(X,) = 0 ein
c € (0,1) mit

F(Xo+ H) = £(Xo) + % S 0.0, F(Xo + cH)hihy.

ij=1

Fir 0 < ||H|| < ¢ folgt
f(Xo+ H) > f(Xo).

Die Funktion f hat also in X ein strenges lokales Minimum. [

Umgekehrt 148t sich aus dem Vorliegen eines lokalen Extremums lediglich folgern,
dafl die Hesse-Form in diesem Punkt semidefinit ist:

(10.9) Satz. Sei M offen und f € C*(M). In X, habe f ein lokales Minimum
(lokales Mazimum). Dann ist die Hesse-Form Q(f, Xo, ") positiv (negativ) semi-
definit.

Beweis. Die Funktion f habe etwa in X ein lokales Minimum. Angenommen,
Q(f, Xo; ) wére nicht positiv semidefinit. Dann gibt es ein £ = (ey,...,¢e,) € R”
mit Q(f, Xo; £) < 0. Analog wie im Beweis von (10.8) zeigt man die Existenz
eines 6 € RT mit U(Xy,0) € M und Q(f, Xo + H; E) < 0 fiir alle H € R"
mit ||H|| < 6. Wéhlen wir H := AE mit hinreichend kleinem A\ € R*, so folgt
Q(f,Xo+cH;H) <0 fiir ¢ € (0,1). Aus (10.2) ergibt sich dann f(X,+ H) <
f(Xo). Da hier ||H|| > 0 beliebig klein gewahlt werden kann, hat f in X, kein
lokales Minimum, ein Widerspruch. |

(10.10) Korollar. Sei M offen und f € C*(M). Ist die Hesse-Form Q(f, Xo; )
von fin Xo indefinit, so hat f in Xo kein lokales Extremum.

Aus den vorstehenden Séitzen ergibt sich, dafl man zur Untersuchung von loka-
len Extrema Kriterien haben mufl fiir den Definitheitscharakter quadratischer
Formen. Wir geben ein solches Kriterium an fiir den Fall n = 2.

(10.11) Satz. Die durch
q(z,y) = anz® + 2awy + agy®  fiir (z,y) € R
definierte quadratische Form q ist genau dann positiv definit, wenn

2
ay; >0 und 11022 — A7y > 0
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ist. Im Fall ajyays — a2y < 0 ist sie indefinit.

Beweis. Sei ¢ positiv definit. Dann ist a;; = ¢(1,0) > 0. Durch Ausrechnen
bestétigt man die Identitéat

1
q(x,y) = i [(anx + a12y)2 + (a11a22 — afg)yQ] .
11

Daraus folgt

a

2 12

G11022 — G19 = 4114 <——> 1) > 0.
11

Umgekehrt folgt aus a;; > 0 und aq1a99 — a%Q > (0 wegen der obigen Identitét
sofort q(x,y) > 0 fir (z,y) # (0,0). |

11 Differenzierbare Abbildungen

Im ersten Teil dieses Abschnitts befassen wir uns mit differenzierbaren Abbil-
dungen zwischen Mengen gleicher Dimension. Solche Abbildungen treten in den
Anwendungen unter anderem als sogenannte Koordinatentransformationen auf.
Wir erldautern dies zunéchst an einem speziellen Beispiel.

Gegeben sei eine offene Menge M C R? und eine Funktion f : M — R. Bei
konkreten Fragestellungen ist es manchmal nicht zweckméfig, einen Punkt aus
M durch seine Koordinaten beziiglich der Standardbasis zu beschreiben, sondern
man kann oft mit Vorteil andere Zahlenpaare wahlen, durch die die Punkte ebenso
festgelegt werden, die aber der Problemstellung besser angepafit sind (,, krumm-
linige Koordinaten®“). Nehmen wir etwa an, die Funktion f sei rotationssymme-
trisch, das heifit f(X) hinge nur vom ,Radius“ || X|| ab. Dann empfiehlt es sich,
in M \ {0} Polarkoordinaten einzufiithren: Jeder Punkt X ist eindeutig festgelegt
durch seinen Abstand 7 vom Nullpunkt und (im Fall X # 0) durch den Winkel
¢, den der Vektor X mit E; bildet. Fiir X = (z,y) gilt dann

r = TCcose,
Yy = rsingp,

und man schreibt etwa

f(@,y) = [f(rcosp,rsing) = f(r,¢)

und sagt, man habe damit f auf Polarkoordinaten bezogen. Dies ist folgender-
maflen zu prézisieren. Wir setzen

U:={(r,p)eR?*:r>0, 0<¢ <21}
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und definieren eine Abbildung 7 : U — R? durch

T(r, @) := (r cos p, rsinp).

Offenbar ist 7(U) = R?*\ {0}, und 7 ist injektiv. Die Abbildung 7 ist differenzier-
bar, ihre Umkehrabbildung 77! ebenfalls, denn sie ist explizit gegeben durch

=P,

@ = arccot L + k7 fiir y # 0,
Y
B Y .
¢ = arctan = + k7 fiir z # 0,
x

wo k € {0, 1,2} jeweils so zu wihlen ist, dal ¢(1,0) = 0 und ¢ fiir (z,y) # (a,0),
a > 0, stetig ist. Die oben mit f bezeichnete Funktion ist die Komposition f =
for. Aus ihr gewinnt man f in der Form f = f o 7!, Dabei sind jeweils noch
die Definitionsbereiche zu beachten sowie die Tatsache, daf (0,0) nicht im Bild
von 7 liegt.

Allgemein bezeichnet man als Koordinatentransformation eine Abbildung F :
M — R™ mit M C R™ (M offen) mit den Eigenschaften: F' ist injektiv, F' und
die Umkehrabbildung F~! (definiert auf F'(M)) sind differenzierbar. Sei F eine
Abbildung mit diesen Eigenschaften. Setzen wir X = (z1,...,x,), F(X)=Y =
(Y1, -+, Yn), SO ist also

U = fl(xla cee 7$n)7
(%) :

Yn = fn(ajlv ce axn)a

wo f1,..., fn die Koordinatenfunktionen von F' sind. Sind ¢4, ..., g, die Koordi-
natenfunktionen der Umkehrabbildung F~! : F(M) — M, so ist also (x) dquiva-

lent mit
T = gl(yla s ayn)7

() :
T = gn(Y1,- -, Yn)-

Im allgemeinen wird es nicht moglich sein, bei explizit gegebenen Funktionen
fi, ..., fn die Funktionen ¢y, ..., g, explizit zu berechnen (also das Gleichungs-
system (x) ,aufzulésen nach zi,...,x,“). Haufig benétigt man jedoch nur die
partiellen Ableitungen der Funktionen g, ..., g,, und diese kann man stets ex-
plizit berechnen aus den partiellen Ableitungen der Funktionen fi,..., f,. Dies
ergibt sich in folgender Weise aus bekannten Resultaten.

Wir setzen voraus, dafl die Abbildung F' : M — R differenzierbar ist in einem
Punkt X € M, daB die Umkehrabbildung F'~! existiert und differenzierbar ist im
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Punkt Y := F(X). Da die Abbildung F'~! o F' auf M die Identitit ist, gilt nach
der Kettenregel
D(F~Y)y o DFy = Identitit,

oder in Koordinatenschreibweise
JEY(Y)JF(X) = Einheitsmatrix.

Es folgt, da8 das Differential DFx und damit die Funktionalmatrix JF(X) re-
guldr sind und daf
JFY(Y)=JF(X)™!

ist. Ausgeschrieben lautet diese Gleichung

-1

g (Y) - Ohn(Y) Ofi(X) - Onfi(X)

hga(Y) - Ougn(Y) Ofa(X) - Dufa(X)

Nach bekannten Regeln fiir die Berechnung einer inversen Matrix ergibt sich
hieraus fiir jede Funktion 0;g; eine Darstellung als Quotient, wo Zahler und Nen-
ner Polynome in den Funktionen 9y f,,o F =1 (k,m = 1,...,n) sind und der Nenner
nicht verschwindet. Durch weitere Differentiationen (nach der Kettenregel) ergibt
sich dann: Sind fi,..., f, Funktionen der Klasse C", so sind g¢1,..., g, von der
Klasse C".

Von besonderer Wichtigkeit ist nun naheliegenderweise die Frage, ob und gege-
benenfalls wie man einer vorgelegten differenzierbaren Abbildung F' : M — R"
(mit M C R™) anschen kann, ob sie eine differenzierbare Umkehrabbildung be-
sitzt, also eine Koordinatentransformation definiert. Notwendig ist, wie wir eben
gesehen haben, jedenfalls die Regularitdt (Umkehrbarkeit) des Differentials, al-
so das Nichtverschwinden der Funktionaldeterminante. Fiir eine differenzierbare
Funktion f : (a,b) — R ist die Bedingung f'(t) # 0 fiir ¢t € (a,b) bekanntlich
auch hinreichend fiir die Existenz und Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion,
aber im Fall n > 1 ist die Sachlage nicht so einfach.

BEISPIEL. Sei M = R?\ {0} und F' : M — R? definiert durch
F(z,y) = (a* —y*22y)  fiir (2,y) € R%

Die Funktionalmatrix

2x —2
e = (5 )

hat die Determinante 4(z? + y?) # 0, ist also regulér. Wegen F(X) = F(—X) ist
die Abbildung F' aber nicht umkehrbar.
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Die Regularitit des Differentials an einer gegebenen Stelle reicht jedoch aus, um
zumindest in einer hinreichend kleinen Umgebung dieser Stelle die Existenz und
Differenzierbarkeit der Umkehrabbildung zu sichern. Diesen wichtigen Satz wollen
wir nun beweisen.

Die Abbildung F' : M — R"™ heifit von der Klasse C", wenn alle Koordinaten-
funktionen von F' r-mal stetig differenzierbar sind. Wir stellen zunéchst einen
Hilfssatz bereit.

(11.1) Hilfssatz. Sei M C R™ offen, sei F': M — R" eine Abbildung der Klasse
Cl, sei L : R™ — R" eine lineare Abbildung. Sind X,Y € M Punkte mit [X,Y] C
M, so gilt

I1F(X) = F(Y) = L(X = Y)[| < |X = Y[[max{||DFz - L[ | Z € [X,Y]}.

Beweis. Setze G(X) := F(X) — L(X) fir X € M; dann ist DGz = DFy — L fur
Z € M. Da F von der Klasse C" ist, ist die Funktion Z — |[DFy — L|| stetig,
daher existiert

max{||DF; — L|| | Z € [X,Y]} =: ¢

Aus dem Mittelwertsatz (8.6) folgt jetzt
|G(X) = GY)|| < e X =Y,
also die Behauptung. [

(11.2) Satz (iiber die Umkehrabbildung). Sei M C R" offen, Xo € M, sei F :
M — R™ eine Abbildung der Klasse C” (fiir ein v € N). Das Differential DF,
von Fin X sei requlir (d.h. die Funktionaldeterminante von F in Xy sei # 0).
Dann gibt es eine offene Umgebung U C M von Xy mit folgenden Figenschaften:

(a) die Einschrinkung F|U ist injektiv,
(b) die Bildmenge V := F(U) ist offen,
(¢) die Umkehrabbildung (F|U)™':V — U ist von der Klasse C".

Beweis. Im folgenden bezeichnet I die identische Abbildung von R™ auf sich. Zur
Abkiirzung wird fiir o > 0

Uy =U0,0) ={X e R" | || X]| < a}
gesetzt. Wir machen zunéchst eine spezielle Voraussetzung.

Voraussetzung. Xy =0, F'(0) =0, DFy = 1.
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Nach Voraussetzung ist die Funktion X +— ||DFx — I|| in M stetig, und es ist
|DFy — I|| = 0. Daher existiert zu vorgegebenem ¢ > 0 ein « > 0 mit U, C M

und
|DFx —1I|| <e€ fir alle X € U,.

Aus (11.1) folgt dann fiir alle X, Y € U,
[F(X) = F(Y) = (X = Y)[ < el X =Y (%)
und hieraus durch Anwendung der Dreiecksungleichung

(1= X =Y < |[F(X) = FY)I|. ()

Wir wihlen nun ein positives € < 1 und dazu a > 0 wie oben und so, dafl U, C M
ist.

1. Behauptung. Ug—ga C F(Us).

Beweis. Sei Y € Ug_¢)o- Es ist ein X € U, zu finden mit V' = F(X). Hierzu
benutzen wir den Banachschen Fixpunktsatz. Definiere ® : U, — R™ durch

PX) =Y -F(X)+ X fiir X € U,.
Fiir X € U, gilt wegen F(0) = 0 nach (*)
1RO < Y[+ IFX) = X < Y]]+ ell X[ < (1 - o+ ea = a,

also ®(X) € U,. Somit bildet ® die Menge U, in sich ab. Fir X, Z € U, gilt
nach (x)

[B(X) = @(2)] = [F(X) = F(Z) = (X = 2)|| < €| X = Z]],

wegen e < 1 ist also ® kontrahierend. Da U, nach (6.10) und (2.9) vollstindig
ist, gibt es nach dem Banachschen Fixpunktsatz (3.2) einen Punkt X € U, mit
¢(X) = X. Wie oben gezeigt, ist X = (X)) € U,. Es ist also ein Punkt X € U,
gefunden mit Y = F(X). Damit ist die 1. Behauptung bewiesen.

Nun setzen wir V := Ug_go und U := U, N F~H(V). Dann ist U eine offene
Umgebung von 0 und F(U) = V. Aus (*x) folgt, dal F'|U injektiv ist. Fiir den
Moment bezeichne G : V' — U die Umkehrabbildung von F|U.

2. Behauptung. G ist in 0 differenzierbar.

Beweis. Sei € € R gegeben. Wie anfangs gezeigt ((x) mit Y = 0) existiert ein
o € R* mit Uy C M und

/

x| i X < o
€

F(X)—-X]| <
1P - X)) < 1




11 DIFFERENZIERBARE ABBILDUNGEN 65

und daher
X< A +)FX) fiir | X[ < .

Sei H € V ein Vektor mit ||H|| < o/(1 —¢€). Fir X := G(H) ist dann X € U,
also || X|| < o und daher nach ()

1 1
X)) £ T IF(O)I = - H]| < o,
— € — €

also
6/
|G(H) - H|| = [|X - F(X)[| < 1+€,IIXH < ENFX)| = €lH],
somit C(H "
IGH) =Bl o e 0 < 1) < /(1 — ).
| H |l

Damit ist o(H "

lim L -0

H—0 || H|

gezeigt, also (wegen G(0) = 0) die Differenzierbarkeit von G in 0 sowie DGy = I.

Wir lassen nun die spezielle Voraussetzung fallen, da§ Xy = 0, F(0) = 0 und
DFy = I sein soll.

Esist also jetzt vorausgesetzt, dafl X € M ein Punkt ist derart, dafl D F'x, reguldr
ist. Durch passende Transformationen gewinnen wir eine Abbildung F, die die
spezielle Voraussetzung erfiillt. Hierzu bezeichne T : R — R"™ die Translation
um den Vektor Z, also T7(X) := X + Z fir X € R". Wir setzen

L = DFy,
M = (LoT_x,)(M)
F(X) = T_F(XO)OFOTXOOL71<X) fir X € M.

Wie man leicht nachpriift, gilt 0 € M, F(0) = 0 und DFy = I. Anwendung des
bereits Bewiesenen auf F' ergibt dann die lokale Umkehrbarkeit und Differenzier-
barkeit von F. Hierzu beachte man, dafl

F=TprxyoFoLoT x,

ist. Die Differenzierbarkeit der Umkehrabbildung ergibt sich zun&chst nur im
Punkt F(X,). Nun ist aber in X die Funktionaldeterminante von F' verschieden
von Null, und das gilt, da sie stetig ist, noch in einer ganzen Umgebung von Xj.
Auf jeden Punkt dieser Umgebung kann man das bereits Bewiesene anwenden,
erhélt also die Differenzierbarkeit der Umkehrabbildung. Dafl mit F' auch die



