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lokale Umkehrung von der Klasse C” ist, haben wir bereits vor (11.1) begriindet.
|

Eine injektive Abbildung F': M — R" (mit offenem M C R") der Klasse C" (fiir
ein 7 € N) mit tiberall reguldrem Differential nennt man auch einen Diffeomor-
phismus der Klasse C” von M auf F/(M). Ist nun F' : M — R™ eine Abbildung der
Klasse C" und D FY, regulér, so gibt es nach (11.2) eine offene Umgebung U von
Xo derart, daB F'|U ein Diffeomorphismus der Klasse C” von U auf F(U) ist. Fiir
diesen Sachverhalt sagt man auch, F' sei bei X lokal ein C"-Diffeomorphismus.

Als eine Folgerung aus dem Satz iiber die Umkehrabbildung wollen wir nun eine
Aussage iiber sogenannte ,,implizite Funktionen“ gewinnen. Dieses fiir manche
Anwendungen wichtige Thema wollen wir zunéchst anschaulich erldutern.

Verschiedenartige Aufgabenstellungen erfordern die Untersuchung von Gebilden
im euklidischen Raum, wie ,Kurven“ oder , Flachen®, die beschrieben werden
durch Gleichungen, die zwischen den Koordinaten ihrer Punkte bestehen. Als
einfaches Beispiel betrachten wir im R? die ,,Einheitssphére”

S? = {XeR® |zl +a5+a25—1=0}

Die genauere Untersuchung dieser Punktmenge kann dadurch erleichtert werden,
dafl man die definierende Gleichung x% + x3+x3 = 1 nach einer Variablen auflst,

indem man etwa
x3 =1/1— 2% — 23

schreibt. Man betrachtet dann die Punktmenge

S, ={XeR®|ax3=1/1—a} 23 27 +25 <1}.

Allerdings ist S, nur ein echter Teil von S?, die ,,obere Halbsphire“. Offenbar
kann die ganze Menge S? nicht einheitlich dadurch dargestellt werden, dafl man
eine Koordinate als Funktion der beiden anderen schreibt. Aber zur lokalen Un-
tersuchung von S? ist eine derartige Darstellung gut geeignet. Es stort nicht, daf
man zur Untersuchung von S? nicht mit nur einer solchen Darstellung auskommt.
Will man S? in einer Umgebung des Punktes (0,0, —1) untersuchen, so benutzt
man die ,,Auflésung® z3 = —/1 — 22 — 23, in einer Umgebung von (1,0,0) be-

nutzt man die Auflésung z1 = /1 — 22 — 22, usw.

Analog kann man Punktmengen untersuchen, die durch mehrere Gleichungen
zwischen den Koordinaten definiert sind. Als Beispiel betrachten wir die Punkt-
menge

1) 1
K:z{XGRﬂxf—l—x%—i—x%—leund (961—5) +a5— == },
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also den Durchschnitt der Sphéire S? mit einem gewissen Kreiszylinder mit Er-
zeugenden parallel zur z3-Achse. Eine ,lokale Auflosung® lautet

_ 2 _ 2
xy=1—1x5 xo=ux3y/1—23, |z3] <1,
) =1—13, 3= —x3¢/1 — 23, |73] < 1.

Diese Darstellungen kénnen zur lokalen Untersuchung der Schnittkurve K be-
nutzt werden.

eine andere

Im allgemeinen wird es nicht mdoglich sein, eine ,lokale Auflésung® explizit (for-
melméfBig) zu bewerkstelligen. Hier sind dann Aussagen von Interesse, die die
grundsétzliche Moglichkeit einer solchen Auflésung (und die Differenzierbarkeit
der darstellenden Funktionen) gewéhrleisten. Zunéchst soll aber die Fragestellung
allgemeiner und genauer gefafit werden.

Eine Punktmenge N des R" sei definiert und beschrieben durch ein Gleichungs-
system
f1<£U1, Ce 7$n) = O,
fg(l’l, Ce 7$n) =0
(*) .

:fk(xl, ceymy) = 0.
Dabei sei M C R" eine offene Teilmenge, und
fi: M — R, 1=1,...,k<n,
seien reellwertige Funktionen der Klasse C''. Sodann sei
N={XeM|X=(v1,...,z,) erfiillt (x)}.

(Der Buchstabe N soll an ,,Nullstellenmenge“ erinnern.) Das Problem besteht nun
darin, die Punktmenge N in einer Umgebung eines gegebenen Punktes Xy € N zu
beschreiben, indem k Koordinaten als Funktionen der iibrigen n — k Koordinaten
dargestellt werden, etwa

Tp—k+1 — gl(xla cee 7xn—l€)7
Ty = gr(T1,. ., Tpk)
fiir (z1,...,2,_1) aus einer passenden Menge V C R"*. Das ist so zu verstehen:

Setzt man die so berechneten Koordinaten in (x) ein, so soll dieses System erfiillt
sein, also

filzy, oo gy gi(xy, oo k), e Gr(Ty, o Tpg)) =0
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fir (x1,...,2,—) € Vund i =1,..., k. Genauer gesagt: Jeder Punkt

($1, s 7xnfkagl<x17 s 7$nfk)7 s >gk($1> s 7xnfk))

mit (z1,...,2,_;) € V soll zu N gehoren; umgekehrt soll aber auch der Durch-
schnitt von N mit einer ganzen Umgebung von X auf diese Weise erhalten wer-
den. Man sagt dann, die Funktionen ¢y, ..., gx seien ,,implizit definiert® durch die
Gleichungen
A(X) =0, fu(X) = 0.

Niitzlich ist die hierdurch gegebene lokale Auflésung i.a. nur, wenn die Funktio-
nen gi, ..., g, ihrerseits so oft differenzierbar sind wie die Funktionen fi,..., f.
Fiir die Moglichkeit einer solchen Auflosung gibt Satz (11.3) eine hinreichende
Bedingung.

Es ist im folgenden zweckméBig, die Funktionen fi, ..., fr als Koordinatenfunk-
tionen einer Abbildung F : M — R* und ebenso die Funktionen g, ..., g; als
Koordinatenfunktionen einer Abbildung G : V — RF aufzufassen. Unter dem
Graphen von G versteht man die Menge

Graph G = {(X,G(X)) e R" * xR" | X € V}.

Der zu beweisende Satz laft sich dann so formulieren, da man eine Nullstellen-
menge unter passenden Voraussetzungen lokal als Graph darstellen kann.

(11.3) Satz (iiber implizit definierte Funktionen). Sei k < n, M C R" offen,
F: M — R* eine Abbildung der Klasse C™ (fiir ein r € N), sei

N :={X € M| F(X)=0}.

Sei Xo € N und DFx, vom Rang k. Dann gibt es (nach passender Identifizierung
von R™ mit R" % x R¥) eine offene Umgebung U von Xy in M, eine offene Menge
V in R"* und eine Abbildung G : V — R* der Klasse C" mit

NNU = Graph G.

Beweis. Das Differential DFly, ist nach Voraussetzung vom Rang k. Die Funktio-
nalmatrix von F'in X, hat also k linear unabhéngige Spalten. Wir diirfen 0.B.d.A.
(d.h. nach passender Umnumerierung der Basisvektoren) annehmen, dafl dies die
letzten k Spalten sind. Wir identifizieren dann R”~* mit dem von den ersten n—k
Basisvektoren und R* mit dem von den letzten k Basisvektoren des R"™ aufge-
spannten Unterraum, und wir identifizieren R™ mit R"* x R*. Jeder Punkt X
aus R" 148t sich also eindeutig in der Form (X', X”) mit X’ € R** und X" € R*
schreiben. Wir definieren die Abbildung

®: M - R"FxRF
(X, X7 = (X F(X)).
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Dann ist ® eine Abbildung der Klasse C". Wegen

1 0 .- 0 0 0
0 1 - 0 0 . 0
Jb=| 0 0 - 1 0 .o 0
O fi oo Onekfi On—krfi -+ Oufi
O fx oo On—ikfr On—ikt1fe -~ Onfr

ist J® an der Stelle X, vom Rang n. Nach Satz (11.2) ist daher ® in einer Umge-
bung Uy von X ein Diffeomorphismus der Klasse C". Sei ¥ seine Umkehrabbil-
dung. U ist definiert auf einer offenen Umgebung W von ®(Xy) = (X{, F(Xo)) =
(X{,0). Wir setzen

Vi={X'eR"*| (X', 0) € W},

dann ist V' C R"* eine offene Umgebung von XJ. Wegen ®(X' X") =
(X', F(X', X")) ist
V(X' 7Z)= (X' ¥y (X', 2)),

wodurch eine Abbildung Wy : W — R* definiert wird. Wir setzen nun
G(X') := Uy (X',0) fir X' e V.

Dann ist G : V — R* eine Abbildung der Klasse C". Anwendung von ¥ auf die
Gleichung
O(Xg, Xg) = (Xg, F(Xo)) = (Xp,0)

ergibt
(X(/)7X(/]/) = \I/(X[I),O) = (X(I]7 \IIQ(Xlao)) = (X(/)> G(X(I]>>7

also G(X{) = X{. Fir X’ € V gilt ¥(X’,0) = (X',G(X")) (nach Definition von
U5 und G). Anwendung von & ergibt

(X',0) = &X', G(X')) = (X', F(X', G(X"))),
also F(X',G(X")) = 0 und damit
(X', G(X") € N.

Wir kénnen 0.B.d.A. V x G(V) C U, annehmen, denn dies lafit sich durch
Verkleinerung von V' erreichen, da G in X stetig und G(X{) = X{ ist. Setze
U := (V x R¥) N Upy. Dann gilt

NNU = Graph G.

Zum Beweis sei (X',Y) € Graph G, also X’ € V und Y = G(X’). Dann ist
(X")Y) = (X',G(X") € VxG(V) CU und, wie eben gezeigt, (X',G(X')) € N.
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Ist umgekehrt (X', Y) € NNU, so ist
(X', F(X",Y)) = (X',0) = (X', F(X", G(X"))),
also nach Definition von ¢
O(X"Y) =X GX").
Da & injektiv ist, folgt Y = G(X'), also (X', Y) € Graph G. |

Satz (11.2) gibt die Moglichkeit, auch fiir k& # n differenzierbare Abbildungen
F : M — RF mit nichtausgeartetem Differential in einer Weise zu beschreiben,
die zeigt, dafl solche Abbildungen sich lokal qualitativ so wie ihr Differential
verhalten. Fir & < n ist diese Beschreibung im wesentlichen schon in (11.3)
enthalten; fiir £ > n wird sie auf analoge Weise erhalten.

(11.4) Definition. Sei F' : M — RF differenzierbar in Xy € M. Dann wird der
Rang des Differentials DFy, (= Rang der Funktionalmatrix JF(X,)) als Rang
der Abbildung F' in X, bezeichnet.

Sei nun M C R" offen und F : M — R* eine Abbildung der Klasse C'. Der
Rang von F' in X € M kann dann hochstens gleich min{n, k} sein. Ist er gleich
dieser Zahl, so sagt man, F' sei in X von mazimalem Rang. Eine Teilaussage von
Satz (11.2) kann man auch so formulieren: Im Fall k = n ist jede C'-Abbildung,
die in einem Punkt von maximalem Rang ist, in einer Umgebung dieses Punktes
ein Diffeomorphismus. Wir wollen analoge Aussagen fiir £k # n gewinnen. Sie
besagen, dal man differenzierbare Abbildungen maximalen Ranges lokal in sehr
ibersichtlicher Weise durch Diffeomorphismen und lineare Abbildungen beschrei-
ben kann.

BEZEICHNUNG. Sind f: A —- B, g: B — C,h: A— B (A, B,C Mengen)
Abbildungen mit g o f = h, so driickt man dies auch aus durch die Sprechweise:
,Das Diagramm
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ist kommutativ.“ [Anschaulich: Man kommt, ausgehend von einem a € A, zu
demselben Element von C gleichgiiltig auf welchem Wege man den Pfeilen folgt.]

BEZEICHNUNG. Sind A, B Mengen, so sind auf dem kartesischen Produkt A x B
die Projektionen 7y, mo definiert durch

m: AxB — A, m: AxB — B
(a,b) +— a (a,b) +— D

Sind A, B Vektorrdume, so wird die kanonische Injektion i von A in Ax B definiert

durch
i1: A — AxDB

a — (a,0).

(11.5) Satz (iiber lokal surjektive Abbildungen). Sei k < n. Sei M C R™ offen,
sei '@ M — R eine Abbildung der Klasse C™ (r > 1). Sei X € M und F
in Xo vom Rang k (also DFx, surjektiv). Dann gibt es eine offene Umgebung

U von Xy in M, eine offene Menge V in R und einen C"-Diffeomorphismus
h:U—V xF(U), so daff das Diagramm

V x F(U)

2

kommutativ ist.

BEMERKUNG. Die Abbildung F' ist also in einer Umgebung des Punktes X,
in dem das Differential surjektiv ist, dargestellt als Komposition eines C'"-
Diffeomorphismus und einer surjektiven linearen Abbildung.

Beweis von Satz (11.5). Nach Voraussetzung hat die Funktionaldeterminante
JF(Xo) k linear unabhéngige Spalten. Wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, daf§ dies
die letzten k Spalten sind. Wir fassen jetzt wieder R™ als das kartesische Produkt
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R"* x R* auf und bezeichnen mit 7, 75 die zugehorigen Projektionen. Aus dem
Beweis von Satz (11.3) folgt, dafl die Abbildung

o: M — RvFxRF
X = (m((X),F(X))

auf einer offenen Umgebung U’ von X, ein C"-Diffeomorphismus ist. Das Bild
©(U’) enthélt eine offene Umgebung von ¢(Xy) = (m(Xo), F(Xo)) der Form
V x W, dabei ist also V offen in R"7*. Setze U := o~} (V x W) und h := ¢|U.
Dann ist F(U) = W, und fiir X € U gilt h(X) = (7 (X), F(X)), also myoh = F'.

u

Der folgende Satz ist das Gegenstiick zu (11.5) fiir den Fall k& > n.

(11.6) Satz (iiber lokal injektive Abbildungen). Sei k > n. Sei M C R™ offen,
sei '@ M — RF eine Abbildung der Klasse C™ (r > 1). Sei Xo € M und F
in Xo vom Rang n (also DFx, injektiv). Dann gibt es eine offene Umgebung U
von Xy in M, eine offene Umgebung V wvon 0 in R¥", eine offene Umgebung W
von F(Xo) in R* und einen CT-Diffeomorphismus h : U x V — W, so dafl das
Diagramm

W

(wo i die kanonische Injektion bezeichnet) kommutativ ist.

BEMERKUNG. Die Abbildung F' ist also in einer Umgebung des Punktes X,
in dem das Differential injektiv ist, dargestellt als Komposition einer injektiven
linearen Abbildung und eines C'"-Diffeomorphismus.

Beweis von Satz (11.6). Nach Voraussetzung hat die Funktionalmatrix JF(Xy) n
linear unabhéngige Zeilen. Wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, dafl dies die ersten n
Zeilen sind. Wir fassen den Raum R* als das kartesische Produkt R™ x R¥=" auf
und definieren

i M xR R¥

(X,Y) — F(X)+(0,Y).
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Dann ist ¥ von der Klasse C", und die Funktionalmatrix von v ist von der Form

(51%)

wo A aus den ersten n Zeilen der Funktionalmatrix von F' gebildet ist und E die
(k —n)-reihige Einheitsmatrix ist. Im Punkt (X, 0) ist also die Funktionaldeter-
minante von ¢ ungleich Null. Nach (11.2) gibt es daher offene Umgebungen U x V'
(0.B.d.A. in dieser Produktform) von (Xo,0) und W von ¥(Xy,0) = F(Xj), so
daB h := ¢|U x V ein C"-Diffeomorphismus von U x V auf W ist. Fiir X € U
gilt hoi(X)=h(X,0) = F(X). |

Es ist nun Gelegenheit, die Untersuchung von Extremwerten reeller Funktionen
fortzufithren. Wir wollen eine notwendige Bedingung fiir das Vorliegen eines loka-
len Extremums unter Nebenbedingungen aufstellen, die sogenannte Multiplikato-
renregel von Lagrange. Zunéchst betrachten wir als Beispiel eine typische Aufgabe
dieser Art. Es seien die Extrema der Funktion f(z,y) = x 4+ y zu finden unter
der Nebenbedingung 52 + 6xy + 2y* = 1. Mit anderen Worten, es sei

N :={(z,y) € R* | 52% + 62y + 2y*> = 1},

und es sollen die Extrema der Einschrinkung f|N gefunden werden. In diesem
einfachen Fall kann man natiirlich so vorgehen, da man die Gleichung 5z2 +
6xy + 2y* = 1 nach x oder y auflést, zum Beispiel

Wir setzen daher

3 1 1
N* = {(x,y)€R2||x| <2, y:—ixj: 5_1x2}’

g5 (x) ==z + <—§$ + L 1:52) fiir || < v/2.
2 2 4

Fiir (xz,y) € N* gilt dann f(z,y) = ¢*(x). Fiir (x,y) € N* hat also f in (z,y)
genau dann ein lokales Extremum, wenn ¢* in x ein lokales Extremum hat. Nun
ist (¢7) () = 0 nur fir z = —1. Hat also f in N* ein lokales Extremum, so
im Punkt (—1,2). Analog gilt: Hat f in N~ ein lokales Extremum, so im Punkt
(1, —2). Man mu8 allerdings noch nachweisen, z.B. durch Auflésung nach z, daf f
in den nicht erfafften Punkten mit |z| = v/2 keine lokalen Extrema hat. Da f ein
Maximum und ein Minimum annimmt, hat f also genau in den beiden Punkten
(—1,2) und (1, —2) lokale Extrema.
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Im allgemeinen wird eine solche explizite Auflésung nicht moglich sein. Sie ist
aber auch nicht erforderlich, da man folgendermaflien argumentieren kann. Wir
konnen (wie spéter allgemeiner gezeigt und verwendet wird), die Menge N lokal
parametrisieren, das heifit die Punkte (x,y) € N darstellen in der Form x =
o(t), y = ¥(t) mit stetig differenzierbaren Funktionen ¢, 4. Dann setzen wir
h(t) = f(e(t),(t)) und bestimmen die kritischen Stellen von h. Eine notwendige
Bedingung ist A/(t) = 0, also

O f(p(t), ()¢ (t) + Oaf (0(t), ¥ (1) (t) = 0.
Ist g(z,y) = 0 die Nebenbedingung, so gilt g(¢(t),¥(t)) = 0, also

O1g(p(t), V()¢ (t) + Oag(o(t), ()Y’ (t) = 0.

An einer kritischen Stelle von h sind also, wenn dort nicht gerade ¢’ = ¢’ =0
ist, die Vektoren (0; f, 0> f) und (019, 02g) linear abhéingig. Es gibt also, wenn an
der kritischen Stelle (01g, 029) # (0,0) ist, eine Zahl A mit

(91f—)\819 = 0,
82f—)\829 = 0.

Zusammen mit g = 0 sind das drei Gleichungen, aus denen man im Prinzip die
Koordinaten des kritischen Punktes und den Wert von A bestimmen kann. Dabei
ist die Zahl X\, der Multiplikator von Lagrange, in der Regel nicht von Interesse,
sondern hat nur eine Hilfsfunktion.

Im obigen Beispiel ist f(z,y) = z +y, g(x,y) = 52* + 62y + 2y* — 1. Man erhlt
also die Gleichungen

1 — A(10z + 6y) =0,
1 — X6z +4y) =0,
52% + 6xy +2y° —1=0

mit den Losungen (z,y,\) = (—1, 2, %) und (1, -2, —%)

Wir wollen dieses Verfahren nun auf mehrere Nebenbedingungen ausdehnen und
exakt begriinden.

(11.7) Satz (Multiplikatorenregel von Lagrange). Sei M C R™ offen, seien f :
M — R und G : M — RF mit 1 <k <n Abbildungen der Klasse C*, sei

N:={X e M|GX)=0}

Die Einschrinkung f|N habe an der Stelle Xo € N ein lokales Extremum, und
die Abbildung G mit Koordinatenfunktionen gi, ..., gy sei an der Stelle Xo vom
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Rang k. Dann gibt es reelle Zahlen Ay, ..., A\, mit

k
j=1

Beweis. Nach Satz (11.3) gibt es eine Umgebung U von X, eine offene Menge
V C R"* und eine injektive Abbildung ¢ : V — R" der Klasse C'! vom Rang
n—Fkmit UNN = (V) (ndmlich p(Z) = (Z,G(Z)) mit G wie in (11.3)). Sei
Zy das Urbild von X,. Die Funktion h = f o ¢ hat an der Stelle Z; ein lokales
Extremum. Daher gilt Dhz, = 0, nach der Kettenregel also

Dfx,(Dpz(Y)) =0  fiiralle Y € R™*
Wegen G o p =0 gilt auch DGx,(Dyz,(Y)) =0, also
(Dgi)xy,(Dpz,(Y)) =0  fiiralle Y € R**,

Die im folgenden auftretenden Differentiale von f und g¢; sind sdmtlich an der
Stelle Xy genommen. Wir haben gezeigt, dafl

Df(H)=0 und Dg(H)=0 fir i=1,....,k und H € Dy, (R"¥)

gilt. Sei L := Dz, (R" ) und Lt der Orthogonalraum in R”. Dann ist dim L+ =
k. Sei (Wi, ..., Wy) eine Basis von L*. Die Zeilen der Matrix

Dgi(Wy) -+ Dgr(Wh)

Dgi(Wy) -+ Dgr(Wk)

sind die Koordinatenvektoren der Bildvektoren DG x,(W1), ..., DGx,(W}), sind
also linear unabhéngig. Daher sind auch die Spalten der Matrix linear un-
abhéngig, und es gibt reelle Zahlen Ay, ... \x mit

Df(Wh) Dg,(Wr) Dgr(W1)
: =)\ : 4+t A :

D f(Wg) Dgi(Wy,) Dgr(Wk)

Da jeder Vektor £ € R" in der Form £ = H+ciWi+...+ ¢ Wy mit H € L und
c1,...,c, € R dargestellt werden kann, folgt

Mit F = E;, i =1,...,n, folgt die Behauptung. |



