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1 Maf3le und messbare Funktionen

In diesem Kapitel werden zuerst die zentralen Begriffe der MaBtheorie, wie o-
Algebra, MaB, duBeres MaB, messbare Funktionen und messbare Mengen, ein-
gefiihrt. Danach wird eine Methode zur Konstruktion duBerer MaBe angegeben
und die dafiir notwendigen Konzepte und Begriffe eingefiihrt. Diese Methode wird
spater zur Konstruktion des LebesguemaBes auf dem R™ angewendet. Weiterhin
werden das Verhaltniss von MaBen und duBeren MaBen geklart und Konzepte zur
Konstruktion von o-Algebren eingefiihrt.

1.1 o-Algebren und Mafle

Wir beginnen mit der Untersuchung von Systemen von Teilmengen einer
Menge X. Wir nennen die Menge aller Teilmengen von X die Potenzmenge
einer Menge X, und bezeichnen sie mit P(X). Eine Teilmenge von P(X) wird
in der Mafitheorie als Mengensystem bezeichnet, um den Ausdruck ,Menge
von Mengen“ zu vermeiden.

1.1 Definition. FEin Mengensystem A C P(X) heifst o-Algebra, wenn
(i) XedAd,

(i) AcA = X\AeA,

(iii) ;e AfirieN = U2, A €A.

Das Paar (X, A) heifst messbarer Raum.

Eine o-Algebra A ist auch unter abzidhlbaren Durchschnitten abgeschlos-
sen, das heifit es gilt

A €A firieN = (A €A (1.2)

i=1

Dies folgt sofort aus der Darstellung (2, 4; = X\ (U;2; X \ A;). Weiterhin
liegt auch die leere Menge () und die Differenz A\ B zweier Mengen A, B € A
in der o-Algebra A, da ) = X\ X und A\ B = AN (X \ B). Insbesondere ist
eine o-Algebra A unter endlichen Durchschnitten und Vereinigungen abge-
schlossen, da |J;_; 4; = U;2; Ai, und Ny A; = (Nieq 4;, wenn wir A; = ()
fiir ¢ > n setzen.
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Beispiele. (i) Die Potenzmenge P(X) und {0, X} sind o-Algebren.

(ii) Wir werden spiiter sehen, dass die messbaren Mengen eines beliebigen
duBeren Mafles eine o-Algebra bilden (Satz 3.18). Dasselbe gilt fiir die
Lebesgue-messbaren Mengen des R™ (Definition 6.2), da das Lebesguemaf
ein dufleres Mafl ist.

1.3 Satz. Jeder Durchschnitt von (endlich oder unendlich vielen) o-Algebren
auf derselben Menge X ist wieder eine o-Algebra.

BEWEIS: Sei(A;)ics eine Familie von o—Algebren. Sei A € (., A;. Somit
folgt A € A; fiir alle i € I. Also auch X \ A € A; fiir alle ¢ € T woraus wir
X\ A € [;c; Ai folgern. Die Eigenschaften (i) und (iii) folgen analog. O

Nicht jedes Mengensystem € C P(X) ist eine o-Algebra, aber man kann
aus & eine o-Algebra generieren.

1.4 Definition. Fiir ein Mengensystem & C P(X) heift
(€)= m{A : A ist o-Algebra in X mit € C A}. (1.5)

die von &£ erzeugte o-Algebra.

Der Durchschnitt in (1.5) ist nichttrivial, da die Potenzmenge P(X) eine
o-Algebra ist, die £ enthilt. Aufgrund des Satzes 1.3 ist o(&) eine o-Algebra.
Offensichtlich gilt

A o-Algebramit EC A =  o(€) C A, (1.6)

und somit ist o(€) die kleinste o-Algebra die £ enthiélt.

1.7 Beispiele. (i) Ist EC X und & = {E},sogilt o(&) = {0, E, X\E, X }.

(ii) Sei (X,0) ein topologischer Raum, d.h. O C P(X) ist das System der
offenen Mengen. Die von O erzeugte o-Algebra heifit Borel-o-Algebra
B(0O), ihre Elemente heiflen Borelmengen. Im Fall des R™ mit der kano-
nischen Topologie schreiben wir kurz B™.

(iii) Seien X # () eine Menge, (Y,C) ein messbarer Raum, und f: X — Y
eine Abbildung. Das Urbild einer Menge C' C Y ist definiert durch
f7HC) == {z € X | f(z) € C}. Auf Grund der Rechenregeln fiir Ur-
bilder ist f~(C) := {f~(C) | C € C} offensichtlich eine o-Algebra.

(iv) Sei X C Y und sei (Y,C) ein messbarer Raum. Die Identitidt auf X,
gegeben durch id: X — Y:x — 2z induziert auf X durch id=!(C) =
{XNA|A € C} eine o-Algebra. Diese nennt man Spur-o-Algebra auf
X.

(v) Sei X eine beliebige Menge und seien & C P(X), i € I, Mengensysteme.
Dann gilt: 0 (U;c; &) = 0(U;e; (&) Offensichtlich gilt o (¢, &) C
o(Uier 0(&)). Andererseits enthélt o (J,c; &) das System |J,c; o(&;)
und ist eine o-Algebra. Die Behauptung folgt also aus (1.6).
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Bevor wir ein Maf} definieren kénnen benotigen wir einige Vorbemerkungen
zum Umgang mit den Symbolen 4+o0o0 und —oo. Auf der erweiterten Zahlen-
geraden R = R U {400, —0o} sind die Ordnungsrelation —co < a < oo fiir
a € R und der Konvergenzbegriff auf naheliegende Weise gegeben.

1.8 Definition. Eine Folge (s;) C R (k € N) konvergiert gegen s € R, falls
eine der folgenden Alternativen gilt:

(i) s eR, und fir jedes e >0 gilt s, € (s —e,5+¢) CR fiir k hinreichend
grojs.

(il) s = oo, und fiir jedes r € R gilt sy, € (r,00] fiir k hinreichend grofs.

(i) s = —o0, und fir jedes r € R gilt s, € [—o0,r) fir k hinreichend grofs.

Eine Folge (s3) C R ist genau dann in R konvergent, wenn sie entweder in
R konvergiert oder bestimmt gegen co bzw. gegen —oo divergiert. Der Grenz-
wert einer monoton wachsenden Folge, bzw. einer Reihe mit nichtnegativen
Gliedern, ist also immer existent. Eine Menge U C R ist genau dann offen,
wenn U N R offen ist und im Falle 400 € U (bzw. —00 € U) ein @ € R
existiert mit (a,00] C U (bzw. [—00,a) C U). Definitionsgeméafl wird die
Borel-o-Algebra B auf R durch die offenen Mengen in R erzeugt. Man sieht
sofort:

B={BUE|B¢€B,EC{—o00,+0}}.

Man beachte, dass die leere Menge () eine Teilmenge jeder Menge ist.
Die Addition wird wie folgt auf R fortgesetzt:

+ ‘—oo R +oo
—00|—00 —00  —
R |—c0o R +o00
+oo| — 400 00

Schlielich verwenden wir die Vereinbarungen
supf) ;== —ooc und inf(:= +oco.
Diese sind konsistent mit der Tatsache, dass fiir Mengen A, B C R stets gilt:
ACB = supA<supB sowie infA >infB.

1.9 Definition. Sei A C P(X) eine o-Algebra. Eine nichtnegative Mengen-
funktion p: A — [0, 00] heifft MaB auf A, falls

(i) n@®) =0,
(i) fiir beliebige paarweise disjunkte Mengen A; € A, i € N, gilt:

Iz (U Ai) = ZM(Ai) : (1.10)
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Das Tripel (X, A, i) wird als Mairaum bezeichnet.
Die Eigenschaft (i) wird o-Additivitit des Mafies p genannt. Fiir endlich

viele paarweise disjunkte Mengen A; € A, i = 1,...,n, folgt aus (ii), indem
wir A; = 0 fiir 4 > n setzen, die endliche Additivitit des MaBes u

Iz (U Ai) = u(Ai).
i=1 i=1
Aus (i) und (ii) folgt sofort die Monotonie des Mafles u, d.h.
A, Be Amit ACB = w(A) < p(B). (1.11)

1.12 Definition. Sei (X, A, 1) ein Mafiraum. Das Maf v heifit endlich wenn
w(A) < oo fir alle A € A, und o-endlich, wenn es eine Folge (X;) C A
mit p(X;) < oo gibt, so dass X = Jjoy X;. Falls p(X) = 1, so wird p
Wahrscheinlichkeitsmafl genannt.

1.13 Beispiel. Sei X eine beliebige Menge und sei A = P(X). Fiir einen
Punkt = € X ist das zugehorige Diracmafl gegeben durch

1 falls A
6I(A)::{ alls x €

0 fallsze X\ A.

Es gilt 6,(A4) € {0,1}, 6,(0) = 0 und 0,(X) = 1 per Definition. Ist eine
paarweise disjunkte Zerlegung A = (J,-, A gegeben und ist z € A, so folgt
x € Ay, fiir genau ein k. Hieraus folgt die Eigenschaft (1.10), denn fiir z ¢ A
gilt ohnehin 6, (A) = 0. Also ist das Diracmaf} ein Wahrscheinlichkeitsmaf.

1.14 Beispiel. Auf einer beliebigen Menge X definieren wir das Zdhlmafl
card : P(X) — [0, 00] durch

Anzahl der Elemente von A  falls A endlich

card(A) := { o

00 falls A unendlich ist.
Fiir endliches A = [J,—, Ay ist die Eigenschaft (1.10) sofort klar. Sei also A
unendlich und sei eine paarweise disjunkte Zerlegung A = J,-; Ay gegeben.
Entweder sind nur endlich viele Ay nichttrivial, dann muss eine der Mengen
Ay unendlich sein, oder alle Ay sind nichttrivial. In beiden Fillen folgt so-
fort die Eigenschaft (1.10). Das ZihlmaB ist o-endlich genau dann, wenn X
abzéhbar ist, und endlich, wenn X endlich ist.

1.15 Beispiel. Sei (X, A, p) ein Mafiraum. Fiir alle M C X wird durch
Ay ={ANM|Aec A}.

ein Mengensystem definiert. Mithilfe der de Morganschen Regeln sieht man
sofort, dass Al eine o-Algebra auf M ist. Man nennt Al C P(M) die von
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A auf M induzierte o-Algebra. Falls M € A definieren wir fiir alle B € Ay,
d.h. es gibt A € Amit B=ANM,

ular(B) = p(A N M).

Die Funktion p|as heifit Einschrinkung von p auf M. Man sieht leicht ein,
dass (M, A|ar, pu|ar) auch ein Mafiraum ist.

1.16 Beispiel. Sei A C P(X) eine beliebige o-Algebra. Wir definieren das
triviale MafS durch p(A) = 0 fiir alle A € A. Offensichtlich ist u ein endliches
Ma#B.

1.17 Satz (Stetigkeitseigenschaften von Maflen). Sei (X, A, ) ein
Mafsraum. Dann gelten fiir Mengen A; € A, i € N, folgende Aussagen:
(ii) aus A1 D ... D A; D Aiy1..., mit u(A1) < oo folgt ,u(ﬂfil Ai) =
(iii) M( Uit Ai) < ity m(Ad).

BEwEIs: (i) Die Folge A = Ay, Ay = Ay \ Ai_1, k > 2 ist paarweise
disjunkt und somit folgt mithilfe von (1.10)

o) ) k
UA =u L:J A) :;u(ﬁi):klggou(g&) = lim p(Ay).

(ii) Fiir die aufsteigende Folge A} = A; \ Ay gilt
(A1) = p(Ar N Ag) + p(Ar \ Ay) = p(Ag) + p(Ay) -
Daraus folgt wegen (i)

p(Ar) = lim p(Ay) = lim p(Ay) = p UA’

= p(Ar\ ﬂ Ai) = p(Ar) - ﬂ( ﬂ Ai)
i=1 i=1
(iii) Es geniigt die Folge By = Ay, B; = A; \Ul ' A;, i > 2 zu betrachten.
Man sieht sofort, dass (J;=, A; = ;= B; und dass die Folge (B;) paarweise
disjunkt ist. Die Behauptung folgt somit aus (1.10) und der Monotonie (1.11).
O
Die Eigenschaft (i) nennt man Stetigkeit von unten, die Eigenschaft (ii)
Stetigkeit von oben, und die Eigenschaft (iii) o-Subadditivitit des Mafes.
Die Bedingung p1(A;) < oo in (ii) kann natiirlich durch p(Ax) < oo fiir ein
k ersetzt werden. Sie kann aber nicht ganz weggelassen werden. Mit A, =
{k,k +1,...} C N gilt zum Beispiel card(A;) = oo fiir alle k¥ € N, aber
card((N;=, 4;) = card() = 0.

Wir wollen nun die Vollstdndigkeit von Maflen untersuchen.
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1.18 Definition. Sei (X, A, ) ein Mafiraum. Jede Menge A € A mit 1(A) =
0 nennen wir u-Nullmenge. Das System aller Nullmengen bezeichnen wir mit
N(u). Das Maf p heifft vollstéindig, wenn gilt:

N C A fireinAe Amit W(A)=0 = NecAundpu(N)=0. (1.19)

Nicht jedes Maf ist vollstindig, wie Beispiel 1.16 im Falle A # P(X)
zeigt. Allerdings kann man jedes Mafl mithilfe der folgenden Konstruktion
vervollsténdigen: Sei (X, A, ) ein Mafiraum und sei 7, das System aller
Mengen N C X fiir die eine y-Nullmenge B € N (u) C A existiert mit
N C B. Wir bezeichnen mit

A, ={AUN|A€c ANE€eT,}

die Erweiterung der o-Algebra A um die Mengen aus 7,. Offenbar ist ;1 genau
dann vollsténdig, wenn 7,, C A. Auf A, definieren wir eine Mengenfunktion
1 durch

F(AUN) = pu(4), Ac Aund N €7,.

Offensichtlich hangt der Wert von g nicht von der Wahl von A und N ab.
Man nennt 7z die Vervollstindigung von .

1.20 Satz (Vervollstindigung). Sei (X, A, 1) ein Mafraum. Dann ist A,
eine o-Algebra und i ein vollstindiges Maf auf A,, welches mit p auf A
tibereinstimmdt.

BeEwEIS: Offensichtlich gilt A C A,. Man sieht sofort, dass 7,, abgeschlos-
sen unter abziahlbaren Vereinigungen ist. Da dasselbe fiir A gilt, ist auch Xu
abgeschlossen unter abziahlbaren Vereinigungen. Fiir E € Zu existieren A €
A, Ne€T,und B € A, mit u(B) =0und N C B, so dass E = AUN. Insbe-
sondere ist B\N € 7,, und somit gilt X\ E = (X \(AUB))U(B\(NUA)) € A,,.
Da X € A, ist also A, eine o-Algebra. Aufgrund der Definition von [ sieht
man leicht, dass @i ein Maf} ist. Sei M € B = AUN, mit A € A, N € 7,,, und
a(B) = u(A) =0. Aus M = (MNA)UMNN) e T,UT, folgt M € A,
also ist 71 vollstédndig. Offenbar stimmen g und @ auf A iiberein. O

1.21 Satz (Eindeutigkeit der Vervollstindigung). Sei (X, A, u) ein
Mafraum und sei (X, A,,Ji) dessen Vervollstindigung. Ferner sei (X,B,v)
ein vollstindiger Mafraum mit A C B und p = v auf A. Dann ist A, C B
und = v auf A,.

BEWEIS: Aus A C B und p = v auf A folgt sofort N (i) € N(v) und somit
auch 7,, C 7,. Da v vollstdndig ist, haben wir 7,, C B. Also ist 7,, C B und
somit auch A, C B Da g auf A, vollstindig durch p auf A bestimmt ist,
folgt sofort i = v auf A, da u = v auf A. O



1.2 Messbare Funktionen 7

1.2 Messbare Funktionen

In Analogie zur topologischen Definition stetiger Funktionen wollen wir nun
messbare Funktionen definieren. Diese bilden den Grundbaustein der Inte-
grationstheorie.

2.1 Definition. Seien (X, A), (Y,C) messbare Rdiume. Eine Abbildung
f: X =Y heifit A-C-messbar, falls f~1(C) C A, d.h. falls fiir alle Elemente
C der o-Algebra C das Urbild f=1(C) in der o-Algebra A liegt.

Wir bezeichnen f auch kurz als messbar (bzw. A-messbar), wenn iiber die
zugrundeliegenden o-Algebren A, C (bzw. C) kein Zweifel besteht.

2.2 Beispiele. (i) Fiir beliebige messbare Riume (X, .A), (Y,C) sind kon-
stante Abbildungen, d.h. fiir ein beliebiges aber festes yg € Y ist
f: X — Y gegeben durch f(x) = yo, messbar.

(ii) Fiir beliebige Mengen E C X heifit die Funktion xg : X — R, definiert

durch
1 fallsx € F,
xe(x) =
0 sonst ,

Indikatorfunktion von E (alternativ: charakteristische Funktion). Wir
versehen R mit der Borel-o-Algebra B. Fiir beliebige messbare Riume
(X, A) ist die Indikatorfunktion y g genau dann A-messbar, wenn E € A.
Wir bemerken schon jetzt, dass Linearkombinationen von Indikatorfunk-
tion der Grundbaustein des Lebesgueintegrales sein werden.

(i) Die Komposition messbarer Abbildungen ist messbar. Seien (X,.A),
(Y,C) und (Z, D) messbare Ridume. Seien f: X — Y A-C-messbar und
g: Y — Z C-D-messbar. Dann ist go f: X — Z A-D-messbar, da
(go HID)=fHg (D) C f7H(C) C A

2.3 Lemma. Seien (X, A) und (Y,C) messbare Riume und sei f: X —
Y eine Abbildung. Fiir beliebige Mengensysteme & C C gilt f~ (o (€)) =

o(f1(E))-

BeEwEls: Auf Grund der Rechenregeln fiir Urbilder ist f~!(c(€)) of-
fensichtlich eine o-Algebra. Wegen f~1(€) C f~1(o(€)) gilt somit auch
a(f~1E)) C f~(o(£)). Auf Grund der Rechenregeln fiir Urbilder zeigt man
leicht, dal F := {F C Y | f~1(F) € a(f~1(£))} C P(Y) eine o-Algebra ist.
Wegen £ C F gilt daher o(&) C F, und nach Definition von F bedeutet dies
fH (&) co(f7H(E)) O

Zum Nachweis der Meflbarkeit von Abbildungen wird hiufig die folgende
Folgerung verwendet.

2.4 Folgerung (Messbarkeitskriterium). Seien (X, .A) und (Y,C) mess-
bare Riume und sei C = o(€). Jede Abbildung f: X —Y mit f~1() C A
ist A-C-mefSbar.
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BEWEIS: Aus dem vorherigen Lemma folgt sofort f=1(C) = f~1(c(€)) =
a(f~1(€)) ca(A) = A. O

2.5 Beispiele. (i) Jede stetige Abbildung f : R™ — R™ ist B”-B™-meflbar.
Man sagt auch, dass f Borel-messbar ist. Da Urbilder offener Mengen
offen sind und die offenen Mengen die Borel-o-Algebra generieren, folgt
dies sofort aus der vorherigen Folgerung.

(ii) Seien X # () eine Menge, (Y,C) ein messbarer Raum, und f: X — Y
eine Abbildung. Nach Beispiel 1.7 (iii) ist f~!(C) eine o-Algebra. Of-
fensichtlich ist f~1(C) C P(X) die kleinste o-Algebra, die f: X — YV
messbar macht. Wir nennen f~!(C) die durch f und (Y,C) auf X in-
duzierte o-Algebra. Analog geht man fiir eine Familie (f;);e; von Abbil-
dungen f; : X — Y;, wobei X # 0, und (Y;,C;) messbare Rdume sind,
vor. Die kleinste o-Algebra A auf X derart, dass alle f; A-C;-messbar
sind, ist o(fi |i € 1) := o(U;er f; 7(Ci)).- Sie heiBt die von (f;)icr auf X
induzierte o-Algebra.

Bevor wir einen wichtigen Spezialfall genauer betrachten miissen wir noch
die Multiplikation und die Division auf der erweiterten Zahlengeraden R =
R U {#o00} erkldren. Zusétzlich zu den Regeln in R folgendes vereinbart:

too falls s € (0, 00]
s+ (£o0) = (£o0) - s =<0 falls s =0
Foo falls s € [—00,0),

1
5:0 fiir t = +o0.

Die Multiplikation R x R — R ist damit unstetig in den vier Punkten
{(0,£00), (£o00,0)}, aber die Vereinbarung 0 - (£o0) = 0 erweist sich bei
der Definition des Integrals als praktisch. Nicht definiert ist nach wie vor die
Division durch Null.

2.6 Definition. Sei (X, A) ein messbarer Raum und D € A. Eine Funktion
f: D — R heifft numerische Funktion.

Natiirlich sind Funktionen mit Werten in R, d.h. f : D — R, ein Spezi-
alfall numerischer Funktionen. Deshalb werden wir oft nur von Funktionen
anstatt von numerischen Funktionen sprechen. Die erweiterte Zahlengerade
versehen wir mit der Borel-o-Algebra B. Numerische Funktionen f : D — R,
wobei (X,.A) ein messbarer Raum ist und D € A, sind per Definition A-
messbar (auf D), wenn f~1(B) C A|p, wobei A|p die von A auf D induzier-
te o-Algebra ist. Das néichste Lemma ist niitzlich, um die Messbarkeit von
(numerischen) Funktionen nachzuweisen.

2.7 Lemma (Messbarkeitskriterium). Sei (X, A) ein messbarer Raum,
D e Awund f: D — R. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
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(i) f ist A-messbar.

(ii) Fiir jede offene Menge U C R ist f~Y(U) € A und die Mengen
I {oe}), FH({—o0}) liegen in A.

(il) {f <s}:={x € D|f(x)€ [~o0,s]} € A fir alle s € R.

(iv) {f <s} —{xED’f(a:) [0, 8)} € A fiir alle s € R.

(v) {f>8}—{JUED|f(a?) [s,00]} € A fiir alle s € R.

(vi) {f>8}—{x€D|f(x (s,0]} € A fiir alle s € R.

BEWEIS: Da die Borel-o-Algebra B durch offene Mengen in R sowie +o0o
generiert wird, sind die Behauptungen (i) und (ii) sind aufgrund von Folge-
rung 2.4 und der Definition von A—messbar dquivalent.

Aus (ii) folgt (vi) wegen {f > s} = f~1(s,00)Uf t{oc}. Aus den folgenden
Gleichungen ergibt sich, dass (iii) bis (V1) untereinander dquivalent sind:

b= <stph {f>sh =X\ (<),

U2 =>s— 1) (f<sh=D\{f 25}
k=1

Es gelte nun eine und damit jede der Aussagen (iii) bis (vi). Fiir ein offe-

nes Intervall (a,b) ist dann f~'((a,b)) = {f > a} N {f < b} € A Man

kann zeigen, dass sich jede offene Menge U C R als abzihlbare Vereinigung

U= Uzil Ij, von offenen Intervallen I, = (ag,by) darstellen ldsst. Also ist
“U) =UgZ, f'(Iy) € A. Ferner haben wir

“H({oo}) = ﬂ{f>k} und [ ({—o0}) = ﬂ{f< —k}.

Also erfiillt f (ii). O

Man iiberlegt sich leicht, dass es ausreicht die Bedingungen (iii)—(vi) aus
Lemma 2.7 fir s € Q anstatt s € R zu formulieren, denn es gilt z.B.

{f=s}t= ﬂqu,s>q{f > q}.

2.8 Lemma. Sei (X, A) ein messbarer Raum, D € A und seien f,g: D — R
A-messbar. Dann sind die Mengen {f <g}:={zeD|f(x) <gl)} und
{f<g}:={zeD|f(z) (x)} Elemente aus A.

BEWEIS: Die Behauptungen folgen aus den Darstellungen {f < g} =
Ugeo {f <@t n{g>q}) und {f < g} =D\ {f > g}

In folgendem Satz sind die Grenzfunktionen punktweise definiert, zum Bei-
spiel ist liminfy_.0o fi : X — R definiert durch

(lim inf fi)(x) := lim inf fi,(x).
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Punktweise Konvergenz ist eine sehr schwache Form der Konvergenz, unter
der sich Eigenschaften wie Stetigkeit oder Integrierbarkeit nicht notwendig
auf den Grenzwert iibertragen.

2.9 Satz (Grenzwerte messbarer Funktionen). Sei (X,.A) ein messba-
rer Raum, D € A und seien fi, : D — R eine Folge von A-messbaren Funk-
tionen. Dann sind auch folgende Funktionen A-messbar:

inf fx, sup fx, liminf fj, limsup f.
keN keN k—o0 k—o0
Bewels: Fiir s € R gilt

{inf fi = s} = ({fx > s}, {S%Pfk <sp=({fr < s}
k=1 k=1

Nach Lemma 2.7 sind die Funktionen infj fi und sup, fx also messbar, und
damit auch die Funktionen

liminf fy, = inf f;), li = inf . O
poiaffe=sup el A, nsw i = Jaf Gup /1)

Sei D € A. Fiir eine Funktion f : D — R ist der Positiv- bzw. Negativanteil
f*: D — [0,00] definiert durch

fTi=max(f,0) >0 und [ :=max(—f,0)=—min(f,0)>0. (2.10)

Esgilt also f = fT — f~ und |f| = fT + f~.

2.11 Satz (Messbarkeit und Rechenoperationen). Sei (X,A) ein
messbarer Raum, D € A, f,g : D — R A-messbar und sei o € R. Dann
sind auch folgende Funktionen A-messbar, falls sie definiert sind und ihr
Definitionsbereich in A liegt:

f+g, of, f=, max(f,g), min(f,9),|f], fg, [/g-

BEWEIS: Wir nehmen zunéchst an, dass f, g nur Werte in R annehmen. Es
gilt

{(f+g<tt= U {r<rinfg<sh, {-r<ty={f>-t}

r,s€Q, r+s<t

Also sind f + g und —f messbar, ebenso af fir « € R. Fiir jede stetige
Funktion ¢ € CO(R) ist die Verkettung ¢ o f messbar, denn fiir U C R
offen ist ¢ ~1(U) offen und folglich (¢ o f)~1(U) = f~1(¢~1(U)) € A. Damit
ergibt sich die Messbarkeit der Funktionen f*, indem wir ¢(s) = max(=+s, 0)
wéhlen. Weiter sind dann die Funktionen

Fl= Fr 4+ max(f,g) = 3 (f+g+1f—gl) wnd min(f,g) = L (f+g-1/g)
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messbar. Nun ist f2 = po f mit ¢(s) = s2, also folgt die Messbarkeit von f2
und von

1
fo=7((f +9)° = (f = 9)%).
Schliefllich ist auch 1/g messbar, denn
{1/s < g <0} s<0
{1/g <st={1{g<0} 5=0
{g<0}U{g>1/s} s>0.

Nimmt nun f (bzw. g) den Wert co oder —oo an, so betrachte die abgeschnit-
tene Funktion

k flz) >k
fe(x) =<4 -k  f(z)<—k
f(z) sonst.

Die Funktionen fx, gi sind messbar. Man priift nach, dass die Funktionen

fk +gk7 afkh f]f? max(fkvgk)a min(fkagk)v ‘fk|7 fk‘gka fk/gk

punktweise gegen die entsprechenden Funktionen fiir f und g konvergieren,
auch im Fall des (unstetigen) Produkts. Also folgt die allgemeine Behauptung
aus Satz 2.9. O

Wir betrachten nun den Fall, dass auf der o-Algebra A ein Maf} gegeben ist,
d.h. (X, A, p) ist ein Mafiraum. Die folgende Beobachtung spielt in der Maf3-
und Integrationstheorie eine grofie Rolle. Es kommt oft vor, dass eine Aussage
nur fiir Punkte auflerhalb einer p-Nullmenge gebraucht wird oder gezeigt
werden kann. Es ist z.B. intuitiv klar, dass Nullmengen fiir die Integration
unwichtig sind. Um diese und @hnliche Aussagen fassbar zu machen wird das
folgende Konzept eingefiihrt:

Man sagt, die Aussage A[x] ist wahr fiir u-fast-alle x € M oder p-fast-iberall
auf M, falls es eine p-Nullmenge N gibt mit

{z € M | Alz] ist falsch} C N.

Dabei wird nicht verlangt, dass {z € X | A[z] ist falsch} selbst zu A gehért.
Zum Beispiel bedeutet fiir Funktionen f,g: X — R die Aussage , f(z) <
g(x) fir p-fast-alle © € X*, dass es eine Nullmenge N gibt, so dass fiir
alle Punkte 2 € X \ N die Ungleichung f(z) < g(z) gilt. Eine Funktion
h ist ,,u-fast-iiberall auf X definiert®, wenn h auf D € A definiert ist und
w(X \ D) = 0. Ein weiteres Beispiel ist ,,die Konvergenz u-fast-iiberall®: eine
Folge von Funktionen fj: D — R konvergiert punktweise p-fast-iiberall gegen
f: D — R, wenn es eine y-Nullmenge N gibt, so dass fiir alle x € D\ N gilt:

i fi() = f(x).

Wir wollen nun den Begriff der Messbarkeit auf Funktionen f, die nur u-fast-
iiberall definiert sind, ausweiten.
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2.12 Definition. Sei (X, A, u) ein Mafraum. Eine auf D € A definierte
numerische Funktion f heifit p-messbar (auf X), wenn u(X \ D) =0 und f
A|p-messbar ist.

2.13 Bemerkung. Wir unterscheiden zwischen A-messbaren Funktionen
(auf X), die dberall auf X definiert sind, und pg-messbaren Funktionen (auf
X), die in der Regel nur p-fast-iberall auf X definiert sind.

2.14 Bemerkung. Die Relation ,, f = g p-fast-iiberall“ ist offensichtlich eine
Aquivalenzrelation auf der Menge aller Funktionen (oder aller p-messbaren
Funktionen) auf X. Sei D € A und f: D — R p-messbar. Dann gibt es eine
A-messbare Funktion g : X — R mit f = g auf D. Insbesondere kann man

f auf D,
g:
0 auf X\ D,

withlen. Somit iibertragen sich insbesondere die Sitze 2.9 und 2.11 auf p-
messbare Funktionen, wobei man zusétzlich fordern muss, dass f + g, fg und
f/g p-fast-iiberall definiert sind.

2.15 Lemma. Sei (X, A, ) ein vollstindiger Mafsraum und sei [ p-messbar
auf X. Dann ist auch jede Funktion f mit f = f p-fast-iberall p-messbar.

BEWEIS: Sei f auf D € A definiert mit (X \ D) = 0 und sei f auf D € X
definiert. Aus den Voraussetzungen folgt, dass es eine Nullmenge N gibt, so

dass f(x) = f(z) fiir alle z € X \ N. Insbesondere ist X \ N C DN D. Also
ist X \ D C N, und da g vollstindig ist, folgt D € A. Weiter haben wir

{reD|f@)<s}={zeDNN|flx)<stu{ze DN (X\N)|flz)< s}
={zeDNN|f(x)<s}U{ze X\N|f(z)<s}
={zeDNN|f(x) <s}U

U({zeD|f(z) <st\{zeDNN|f(zx) <s}).

Da f p-messbar ist und p ein vollstdndiges Maf} ist, erhalten wir, dass die
rechte Seite in A liegt. Da sie auBerdem eine Teilmenge von D ist, liegt sie
in A|5 und somit ist f p-messbar. O

2.16 Satz (Grenzwert p-messbarer Funktionen). Sei (X, A, i) ein voll-
standiger Mafraum und seien fi, k € N, u-messbar. Falls fi, punktweise
w-fast-iberall gegen f konvergiert, dann ist f p-messbar.

BEWEIS: Sei fi auf Dy € A definiert. Dann sind alle fy, & € N, auf D
definiert, wobei D := ();—, D und X \ D eine Nullmenge ist. Setze E :=
{zeD| klim fr(x) # f(x)} und betrachte

@) =14 sonst sowie  f(x) =

~ fi(z) fallsze D\ E, ~ f(z) fallsze€ D\ E,
0 sonst .
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Es gilt f: limg oo ﬁ, also ist fnach Satz 2.9 A-messbar. Aber nach Vor-
aussetzung ist (X \ D) U E eine p-Nullmenge, also folgt die Messbarkeit von
f aus Lemma 2.15. O

Der folgende Satz zeigt, dass p-fast-iiberall Konvergenz einer Folge bis auf

kleine Mengen bereits gleichméflige Konvergenz impliziert.

2.17 Satz (Egorov). Sei (X, A, u) ein Mafiraum, D € A eine Menge mit
w(D) < oo und seien fn, f u|p-messbare, u|p-fast-iberall endliche Funktio-
nen mit f, — f u|p-fast-iberall. Dann existiert fir alle e > 0 eine Menge
BCD, Be A mit

() WD\ B)<e,

(i) fx = f gleichmifig auf B.

BEWEIS: Sei E := {z € D| f,(2), f(z) sind endlich und f,(z) — f(z)}.
Auf Grund der Voraussetzungen ist (D \ E) = 0 und wir konnen OBdA
annehmen, dass D = E. Sei C;; = U;_;{z € DI |fr(x) = f(x)] > 277},
i,j € N. Dann liegen aufgrund von Satz 2.11 die Mengen C; ; in A und es
gilt C; j41 C Cy; fir alle 4,57 € N. Da pu(D) < oo erhalten wir mit Satz 1.17
(ii) und der Konvergenz f, — f auf D, dass fiir alle i € N

i u(Cij) = M( N Ci,j) =0.
j=1

Also gibt es ein N (i) mit 4(C; n(;)) < €27 Wirsetzen B := D\U;2; C; n(i) €
A und erhalten

w(D\ B) < ZM(Ci,N(i)) <e.

(3

=1
Fiir alle 4, alle x € B und alle n > N (i) gilt
[fu(z) = fl@)] <277,
d.h. f, = f auf B. O

1.3 AuBere Mafle

AuBere MaBe sind immer auf der gesamten Potenzmenge definiert. Sie ordnen
also jeder Teilmenge eine Mafizahl zu. Allerdings gelten verniinftige Rechen-
regeln (o-Additivitit) nur auf einem Teilsystem.

3.1 Definition. Sei X eine Menge. Fine Funktion p : P(X) — [0,00] mit
w(0) = 0 heifft iuBeres Mafl auf X, falls

AclJA = w4 < ZU(Ai)- (3.2)

i=1
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Oft spricht man der Kiirze halber auch von einem Maf, wenn keine Miss-
verstindnisse entstehen konnen (vgl. Definition 1.9). Die Begriffe o-additiv,
o-subadditiv, o-endlich, endlich, monoton, sowie Nullmenge und pu-fast-iber-
all werden fiir &uflere Mafle analog zu den entsprechenden Begriffen fiir Mafle
definiert (man ersetzt in den entsprechenden Definitionen A durch P(X)).

Ein dufleres Mafl ist monoton, o-subadditiv, und insbesondere (endlich)
subadditiv, d.h.

AclJAa = wA)< ZM(AZ-)-

i=1

3.3 Definition. Sei p daufleres MafS auf X. Die Menge A C X heifit u-
messbar, falls fir alle S C X

u(S) > u(S N A) + (S \ A). (3.4)

Das System aller p—messbaren Mengen wird mit M(u) bezeichnet.

Da S =(SNA)U(S\ A), folgt aus (3.2) die umgekehrte Ungleichung in
(3.4), das heifit es gilt:

Amessbar <= pu(S)=u(SNA)+uS\A) VScCX. (3.5)

Wir wollen nun ein paar einfache Beispiele und Methoden zur Konstruktion
von dufferem Maflen betrachten.

3.6 Beispiel. Jedes auf P(X) definierte Maf ist ein &ufleres Mafl. Dies folgt
sofort aus Satz 1.17 (iii). Insbesondere sind also das im Beispiel 1.13 definierte
Diracmafl und das im Beispiel 1.14 definierte Zéhlmaf} duflere Mafle.

3.7 Satz. Sei Q ein System von Teilmengen einer Menge X, dass die leere
Menge () enthilt, und sei \: @ — [0,00] eine Mengenfunktion auf Q mit
A(@) = 0. Definiere die Mengnefunktion p : P(X) — [0,00] fiir beliebige
E C X durch

p(E) = inf {i)\(ﬂ) |P,eQ EC G P,L-} : (3.8)

i=1
Man beachte inf ) = co. Dann ist p ein duferes Map.

Beweis: Mit § € § € Q folgt p() = 0 nach (3.8). Sei E C |J;=Z, E; mit
E,E; C X und 3372, pu(E;) < oo. Wihle Uberdeckungen E; C |J;Z, P j mit
P;; € Q, so dass zu gegebenem ¢ > 0 gilt:

> NP) < u(E;) +27% fiir alle i € N.
j=1

Dann folgt E C | P; ; und somit

o
ij=1
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HE) < Y0 MPy) <D (n(B) +27') = (B +e.
ij=1 i=1 i=1
Mit e \, 0 folgt u(E) < 372, u(E;). O
3.9 Satz (Bildmaf). Seien X,Y Mengen und f: X — Y eine Funktion.
Fiir ein gegebenes dufleres Maf p: P(X) — [0, 00] erhdilt man durch
f(u) : P(Y) = [0,00],  f(u)(B):=u(f~"(B))

ein dufSeres Maf f(u) aufY , welches wir Bildma$l von u unter f nennen. Es
gilt fiir alle BCY

[~YB) p-messbar = B f(u)-messbar . (3.10)

BeEweEis: Fir B C ;o B; gilt f~1(B) € Ui~ f~1(B;) und folglich auf-
grund der o-Subadditivitdt von u

F(@)(B) = u(f~1(B)) < Zu(f‘l(Bi)) = Zf(u)(Bi)-

Auflerdem ist trivialerweise f(u)(0) = p(f=1(0)) = u(0) = 0. Also ist f(u)
ein duferes Maf. Nun ist nach Definition von f(u) die Menge B C Y genau
dann f(u)-messbar, wenn fiir alle T C Y

p(f7HT) = p(f~HT N B)) + u(f T\ B)).
Da f~YTNB) = f~4(T)N f~1(B) sowie 1T\ B) = f~4(T)\ f~1(B), ist

dies dquivalent zu

p(fHT) 2 n(F7HO) N FHB)) +p(fTHD)N f7H(B))  fivalle T C Y.

Dagegen ist f~!(B) genau dann p-messbar, wenn fiir alle S C X

u(S) = (SN fHB)) +pu(S\ f7H(B)).

Also folgt die Behauptung (3.10), indem wir S = f~(T') setzen. O

Die im folgenden Satz definierte Einschrankung fiir &uflere Mafle ist etwas
anders definiert als der analoge Begriff fiir Mafle (vgl. Beispiel 1.15). Deshalb
benutzen wir auch ein anderes Symbol. Man beachte insbesondere, dass die
Einschrankung eines &ufleren Mafles auf X auf die Menge M C X wieder
eines dufleres Mafl auf X ist.
3.11 Satz (Einschrinkung). Sei p: P(X) — [0,00] ein duferes Maf auf
X. Fir eine gegebene Menge M C X erhdlt man durch

pc M P(X) — [0,00], pLM(A) == p(An M)

ein duferes Mafl M auf X, welches wir Einschriankung von p auf M nen-
nen. Es gilt
A p-messbar = A pu.M-messbar. (3.12)
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BEWEIS: Aus der Definition folgt sofort, dass puLM ein dufleres Maf ist.
Weiter gilt fiir A C X p-messbar und S C X beliebig

pCM(S) = u(S 1 M)
u((S N M) N A) + p((SN M)\ A)
u((S N A)N M) + p((S\ A) N M)

— uLM(S N A) + p M(S\ A).

AV

Dies beweist Behauptung (3.12). O
Wir wollen nun die Struktur des Systems M (u) der p-messbaren Mengen
untersuchen.

3.13 Satz (Messbarkeit von Nullmengen). Sei p dufleres Maff auf X.
Dann gilt:

N p-Nullmenge = N p-messbar (3.14)

N1, Na, ... p-Nullmengen = U Ny, p-Nullmenge. (3.15)
k=1

BEWEIS: Sei pu(N) = 0. Fiir S € X folgt aus der Monotonie u(S N N) <
w(N) =0, also

1(S) = p(S\N) = p(SNN)+p(S\N).

Die zweite Aussage gilt auf Grund der o-Subadditivitit von p. O

Auf jeden Fall enthélt M(u) alle Nullmengen N C X, und damit auch
deren Komplemente X \ N, wie unten in Beweis von Satz 3.18 gezeigt wird.
Es kann sein, dass keine anderen Mengen messbar sind, wie das folgende
Beispiel 3.16, in dem M (p) = {0, X} ist, zeigt. Aber in den relevanten Fillen
erwarten wir doch, dass es viele weitere messbare Mengen gibt. Insbesondere
bildet das System M (u) eine o-Algebra, wie im Satz 3.18 bewiesen wird.

3.16 Beispiel. Auf jeder Menge X konnen wir durch

B(A):{o falls A = ()

1 sonst.

ein duleres Mafl 3 definieren. Der Nachweis von (3.2) fiir 5 ist trivial. Es
sind nur ) und X S-messbar, denn mit der Wahl S = X in (3.4) folgt, falls
A C X [-messbar ist,

1> B(X) = 6(A) + X\ A).

Bevor wir Satz 3.18 beweisen, benttigen wir noch folgendes Lemma.
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3.17 Lemma. Seien A; € M(u), i = 1,...,k, paarweise disjunkt und fi-
messbar. Dann gilt fir alle S C X

k

k
u(SN UAi) = u(SNA4).

i=1

BEweIs: Fir £ = 1 ist die Aussage trivial, und fiir £ > 2 folgt induktiv,
da Aj p-messbar,

k k k
(SO JA) =pn((SnJA)NnAr) +u((Sn [ A)\ 4)
=1 i=1 =1
k—1
= p(SNA) +p(Sn (] A)
i=1
k
=> uSn4). O
i=1

3.18 Satz (duBBeres Mafl = Maf). Sei pu: P(X) — [0,00] ein duferes
Maf$. Dann ist das System M(u) der u-messbaren Mengen eine o-Algebra,
und p ist ein vollstindiges Mafs auf M(p).

BEWEIS: (i) Zuerst zeigen wir, dass endliche Durchschnitte und Vereini-
gungen p-messbarer Mengen wieder p-messbar sind.
Es gilt X € M, denn fiir jede Menge S C X ist

iSO X) + S\ X) = u(S) + @) = u(9).
Mit A € M folgt auch X \ A € M, denn fiir S C X gilt
U(S 0 X\ A) + (S (X\A)) = u(S\ A) + (51 4) = (S).
Als néchstes zeigen wir, dass AN B € M fir A, B € M. Fiir alle § C X gilt

u(S) =u(SNA)+pu(S\A),
w(SNA) =pu(SNANB)+u((SNA)\ B).

Wenn man S\ (AN B) als Testmenge wihlt und die Messbarkeit von A
benutzt erhdlt man:

p(S\(ANB)) = p((S\(ANB))NA) +p((S\ (AN B))\ A)
= p((SOA)\B) +p(S\ A).

Aus diesen drei Identitdten folgt sofort

p(S) = (SN (ANB)) +u(S\ (ANB)).
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Hieraus folgt, dass auch Vereinigungen und Differenzen messbarer Mengen
messbar sind, da AUB = X\ (X\4A)N(X\B)) € Mund A\ B =
AN (X \ B) € M. Per Induktion erhalten wir, dass M unter endlichen
Vereinigungen und Durchschnitten abgeschlossen ist.

(ii) Jetzt zeigen wir, dass p o-additiv auf M ist.

Seien Aj, j € N, paarweise disjunkte p—messbare Mengen. Wihlt man
S = A1 U Ay und benutzt die Messbarkeit von A; erhalt man

(AU Ag) = pu(Ar) + pu(Az2),

und per Induktion die analoge Aussage fiir endliche disjunkte Vereinigungen.
Also gilt

oo

k k 0o
}:M&)IQ&ZMMQggy<UAO§u<UAO,
j=1 j=1 j=1 j=1

wobei wir die Monotonie von g benutzt haben. Die umgekehrte Ungleichung
gilt aufgrund von (3.2) immer, und somit haben wir die o-Additivitit von p
auf M bewiesen.

(iii) Als letztes zeigen wir, dass M abgeschlosssen unter abzihlbaren Ver-
einigungen ist.

Seien Aj, j € N, p—messbare Mengen. Wir kénnen annehmen, dass A;
paarweise disjunkt sind, andernfalls betrachten wir A; = A\ (AU . UA; ).
Fiir § € X beliebig folgt, da Ule A e M,

K k K o0
N(S)ZM(SﬂUAi)‘FM(S\UAi) ZZM(SﬂAi)+M(S\UAi)~

i=1

Im zweiten Schritt wurden dabei Lemma 3.17 und die Monotonie von p be-
nutzt. Mit k — oo erhalten wir schlielich wegen der o-Subadditivitét von u

auf M

iéAWM1+uS\GA,>u(jSmA +u@\GAU
i=1 i=1 i=1 i

o0

=pu(SN +M5\UA
i=1 i=1
Also ist |J;2, A; p-messbar.
Die Vollsténdigkeit von g wurde schon in Satz 3.13 bewiesen. O
Aus dem gerade bewiesenen Satz und Satz 1.17 folgt:
3.19 Folgerung (Stetigkeitseigenschaften von duleren Maflen). Sei

w ein dufleres Mafl und seien A; € M(u), i € N, u-messbare Mengen. Dann
gelten folgende Aussagen:



1.4 Der Fortsetzungssatz von Carathéodory 19

(i) aus Ay C...CA; C A1 C... folgt M(U?il Ai) = lim; 00 (A;),

(i) aus Ay D ... D Ay D Ajpr..., mit p(Ar) < oo folgt p(No; Ai) =

1.4 Der Fortsetzungssatz von Carathéodory

Im vorherigen Abschnitt haben wir gesehen, dass man aus dufleren Maflen
in natiirlicher Weise Mafle konstruieren kann. Jetzt wollen wir eine abstrakte
Methode zur Konstruktion duflerer Mafle vorstellen.

4.1 Definition. FEin Mengensystem A C P(X) heiffit U-stabil (bzw. N-
stabil), wenn AUB € A (bzw. AN B € A) fir alle A, B € A.

Offensichtlich impliziert U- bzw. N-Stabilitdt eines Systems die Stabilitét
bzgl. endlicher Vereinigungen bzw. Durchschnitte. Die \-Stabilitdt ist analog
definiert.

4.2 Definition. Ein Mengensystem R C P(X) heifit Ring diber X, falls

i) DeRrR,

(i) A, BeR = A\BeR,

(ii) ABeR = AUBeR.

R heifst Algebra, falls zusdtzlich X € R.

4.3 Beispiele. (i) Fir A C X ist {0, A} eine Ring, aber fiir A # X keine
Algebra. Die Potenzmenge P(X) ist eine Algebra.

(ii) Das System aller endlichen Teilmengen einer beliebigen Menge ist ein
Ring. Dasselbe gilt fiir das System aller (héchstens) abzihlbaren Mengen.
Eine Menge heifit abzihlbar, wenn es eine Bijektion auf eine Teilmenge
der natiirlichen Zahlen N gibt.

Fiir zwei Mengen A, B in einem Ring R liegt auch der Duchschnitt wieder
in R, denn es gilt ANB = A\ (A\ B) € R. Ringe sind U-stabil, N-stabil und
\-stabil. Algebren sind zusitzlich stabil bzgl. Komplementsbildung X\ A. Satz
1.3 tiber Durchschnitte von o-Algebren gilt analog fiir Ringe und Algebren.
Also kann man wie fiir o-Algebren erzeugte Ringe und erzeugte Algebren
definieren.

4.4 Definition. Sei R C P(X) ein Ring. Eine Funktion X : R — [0, oo] heifit
Pramafl auf dem Ring R, wenn

(i) A0) =0,
(ii) fiir paarweise disjunkte Mengen A; € R, i € N, mit | J;2, A; € R gilt:

A( U Ai> =Y MAi)  (o-Additivitit auf R).
=1 i=1



20 1 Mafle und messbare Funktionen

Die Begriffe o-subadditiv, subadditiv, o-endlich, endlich, monoton, sowie
Nullmenge und fast tiiberall werden fiir Pramafle analog zu den entsprechenden
Begriffen fiir Mafle definiert.

Beispiele. (i) Sei R ein Ring tiber X und setze

MA) = 0 fallsA=0,
oo fallsP£AAeR.

Offensichtlich ist A ein Pramaf.

(ii) Sei R der Ring aller endlichen Teilmengen einer beliebigen Menge X und
sei A = card|g die Einschrankung des Zahlmafles auf R. Dann ist A ein
Prémaf} auf R.

Alle Mafle, und insbesondere die Einschréinkung eines dufleren Mafles auf
die messbaren Mengen M (), sind natiirlich Primafie. Wir wollen nun zeigen,
dass man ein Pramaf} zu einem dufleren Maf fortsetzen kann.

4.5 Definition. Sei A ein Primaf auf dem Ring R C P(X). Ein dufleres
Maf p auf X (bzw. ein Maf p auf A) heifst Fortsetzung von X, falls folgende
zwei Bedingungen gelten:

() plr = A, d.h. w(A) = M(A) fir alle AeR

(ii) R C M(u), d.h. alle Mengen in R sind p-messbar (bzw. R C A).

4.6 Satz (Caratheodory-Fortsetzung). Sei A : R — [0,00] ein Primaf
auf dem Ring R C P(X). Sei p : P(X) — [0,00] das in Satz 3.7 aus R
konstruierte duflere Majs, d.h. fir alle E C X ist

i=1

i=1
Dann ist j eine Fortsetzung von \. Man bezeichnet p als das durch A indu-
zierte, duflere Mafl oder als Carathéodory-Fortsetzung von A.

BEWEIS: (i) u(A) = A(A) fir A € R.
Die Ungleichung p(A) < A(A) folgt direkt aus der Definition von f, indem
wir A; = A und A; = 0 fiir ¢ > 2 wihlen. Fiir die umgekehrte Ungleichung
A(A) < u(A) reicht es zu zeigen:

AcJAimit A;eR = MA) <Y AA).
1=1

i=1

Wir betrachten die paarweise disjunkten Mengen B; = (Al\U;;l1 Aj)NAER
und schlieflen

AA) = A( U Bi) —SAB) < 3 AA,
=1 =1 =1

da A Pramafl und B; C A;.
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(ii) Jedes A € R ist p-messbar.
Sei A € R und S C X beliebig mit p(S) < co. Zu e > 0 wihle A; € R, so
dass S C Ujo; Ai und Y02 A(A4;) < p(S)+e. Esfolgt SNA C U2, (4;NA)
sowie S\ A C [J;2,(A; \ 4). Aus der Definition von p folgt

p(SNA) +u(S\A) <D MANA) + D> AANA) =D AA;) < pu(S) +e.
i=1 i=1 i=1

Mit e N\, 0 folgt, dass A p-messbar ist, da (3.4) fiir u(S) = oo immer gilt.

Somit ist der Satz bewiesen. O
Nach Satz 3.18 ist die Carathéodory-Fortsetzung u ein vollstindiges Mafl

auf der o-Algebra der messbaren Mengen M (), die die durch den Ring R

generierte o-Algebra o(R) enthilt. Um zu zeigen, dass die Carathéodory-

Fortsetzung p auf o(R) eindeutig ist, bendtigen wir folgendes Lemma:

4.7 Lemma (Maximalitit der Caratheodory-Fortsetzung). Sei p die
Caratheodory-Fortsetzung des Priamafles A : R — [0, 00] auf dem Ring R iiber
X. Sei i ein Maf auf o(R) mit p = A auf R. Dann gilt p(E) < p(E) fir
alle E € o(R).

BEWEISs: Da Mafle o-subadditiv sind, gilt fiir alle £ € o(R) die Implikation

=1 1=1 =1

Bilden des Infimums iiber alle solchen Uberdeckungen liefert wegen (3.8) die
Behauptung. O

4.8 Satz (Hopf-Fortsetzung). Sei A : R — [0,00] ein Primafi auf dem
Ring R C P(X). Dann gibt es ein Maf p auf o(R) mit p = X\ auf R. Diese
Fortsetzung ist eindeutig, falls X o-endlich ist.

BEWwWEIS: Die Existenz des Mafles i folgt sofort aus Satz 4.6 und Satz 3.18
(man beachte o(R) C M(u)). Um die Eindeutigkeit zu zeigen, sei g ein Maf}
auf o(R) mit g = X auf R. Fiir 4; € R und A = |J;=, A; haben wir mit Satz
1.17 (i)

i(A) = lim ﬁ(OAi) — lim M(OAZ) — u(A).

n—oo n—00

Fir £ € o(R) mit u(F) < oo und € > 0 existieren Mengen A4; € R, A =
Ui, A; mit £ C Aund pu(A) < u(E) +¢, also u(A\ E) < e. Somit gilt
p(E) < w(A) = p(A) = u(E) + p(A\ BE) < p(E) + p(A\ BE) < (E) +¢.

Mit € N\, 0 und Lemma 4.7 folgt p(E) = p(E). Sei nun A g-endlich. Dann
gibt es OBdA paarweise disjunkte Mengen X,, € R mit u(X,) < oo und
X =, X,. Fiir beliebige E € (R) erhalten wir
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A(ENX,) = i(E),

K

pE)=> wENX,) =

n=1

d.h. p ist auf o(R) eindeutig. O

Die Carathéodory-Fortsetzung hat die Eigenschaft, dass man zu jeder
Menge M C X eine p-messbare Obermenge D D M finden kann mit
w(M) = (D). AuBere Mafle mit dieser Eigenschaft werden regulir genannt.

4.9 Satz (Regularitit der Caratheodory-Fortsetzung). Sei u die Ca-
rathéodory-Fortsetzung des Pramafles A : R — [0,00] auf dem Ring R iiber
X. Dann gibt es zu jeder Menge D C X eine Menge E € o(R) mit E D D
und p(E) = w(D). Insbesondere ist p ein regulires dufleres Maf.

BeEweIs: Im Fall (D) = oo kénnen wir £/ = X wihlen. Ist p(D) < oo, so
gibt es nach Definition von p in (3.8) zu jedem n € N eine Uberdeckung

(oo} (oo}
1
D C E" =[] A} mit A} € R und Z/\(A?)<M(D)+E.
i=1 n=1

Wihle £ = (.2, E". Dann ist £ € 0(R) mit £ D D, und fiir jedes n € N
gilt

p(D) < u(E) < w(B") < 37 ulAL) = 30 MAT) < (D) + - < ox.

Mit n — oo folgt u(E) = (D). O
Im o-endlichen Fall ist die Carathéodory-Fortsetzung p sogar eindeutig auf
dem System der messbaren Mengen M (u).

4.10 Satz (Eindeutigkeit der Maf3fortsetzung). Sei A ein o-endliches
Primaf auf dem Ring R iber X und sei p : P(X) — [0, 00] die Caratheodory-
Fortsetzung von X. Dann ist piaq(,y die Vervollstindigung von p|y(r). Insbe-
sondere gibt es genau eine Fortsetzung von A: R — [0, 00] zu einem Maf auf

M(p).

BEWEIS: Da nach Satz 3.18 pi () ein vollstéindiges Maf ist liefert Satz
1.21 sofort J(R)mg(m C M(p). Sei also D € M(p) mit p(D) < oo. Wir
wihlen £ D D aus Satz 4.9. Es folgt aufgrund der Messbarkeit von D

w(D) = p(E) = p(END)+pu(E\D) = p(D)+u(E\D) = p(E\D)=0.

Da A o-endlich ist, gibt es Mengen X,, € R gibt mit X = |J,—; X,, und
w(X,) < oo, n € N. Fiir beliebiges D € M(u) setze D,, := |Jj_, D N X.
Dann ist (D,,) eine monoton wachsende Folge mit u(D,) < oo und D =
U2, D,,. Wie bewiesen gibt es E,, D D,, mit E,, € o(R) und pu(E,\D,,) = 0.
Fir E=J,_, E, D Dfolgt E € 6(R). Da E\D C J,_,(Ey, \ Dy,) erhalten

WII
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p(E\D) <> u(En\ Dy) =0.

Wir haben also gezeigt, dass es fiir beliebiges D € M(u) eine Menge E €
o(R) gibt mit u(E \ D) = 0. Satz 4.9 liefert also eine Menge N € ¢(R) mit
N D E\Dund u(E\ D) = u(N) =0. Also gilt D = (E\N)U(DNN) €
o(R) , denn B\ N € o(R) und D N N ist eine Teilmenge der p|qy(r)-

Hlo(r)
Nullmenge N. Somit ist M(u) C (R)u\gm)' Satz 1.21 liefert also, dass

die Vervollstindigung von p|s(r) gleich p|aq(,) ist. Die Eindeutigkeit folgt
sofort aus Satz 4.8 und der gerade gezeigten Charakterisierung von M (u)
(vgl. Folgerung 4.11). O

Im Verlauf des Beweises des vorherigen Satzes haben wir auch folgendes
bewiesen:

4.11 Folgerung (Charakterisierung von M(u)). Sei A : R — [0, 0] ein
o-endliches Primaf$ auf dem Ring R C P(X) mit Carathéodory-Fortsetzung
. Eine Menge D C X ist genau dann p-messbar, wenn eine der folgenden
Bedingungen gilt:

(i) FEs gibt ein E € 0(R) mit E D D und u(E\ D) =0.
(ii) Es gibt ein C € o(R) mit C C D und u(D \ C) = 0.

Nun wollen wir die Beziehung zwischen dufleren Maflen und Maflen kliren.
Aus einem duBeren Maf p erhalten wir das Mal A = p|xq(,) durch Ein-
schrinkung auf die o-Algebra der p-messbaren Mengen, und A ist nach Satz
3.13 vollsténdig.

Umgekehrt konnen wir ein gegebenes Mafl \ auf einer o-Algebra A C P(X)
mit der Carathéodory-Fortsetzung (Satz 4.6) zu einem duBeren Maf A© auf
X fortsetzen, und nach Proposition 4.9 ist A¢ regulir. Wir wollen jetzt sehen,
dass diese Zuordnungen invers sind, jedenfalls im o-endlichen Fall.

4.12 Satz (duBere Mafle vs. Mafle). Die durch Einschrinkung bzw. Fort-
setzung gegebenen Abbildungen zwischen den o-endlichen, requliren dufleren
Maflen und den o-endlichen, vollstindigen Maflen auf X sind zueinander
invers und insbesondere bijektiv.

BEWEIS: (i) Sei A ein o-endliches, vollstindiges Maf} auf der o-Algebra A.
Aus A = o(A) folgt A = \Y| 4 nach Satz 4.8. Die Vollstindigkeit von A und
Satz 4.10 liefern also A = Ay = M(\°).

(ii) Sei nun p ein o-endliches, regulires duBeres Maf. Wir zeigen p = A\
fir A = pla- Bs gilt M(p) € M(AY) € M(p) nach Satz 4.6 und Satz
4.10. Aber y ist regulir nach Voraussetzung, sowie A\¢ regulir nach Satz 4.9,
und beide duBere Mafie stimmen iiberein auf M(u) = M(A®), also sind die
Mafle gleich. O
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1.5 Mengensysteme und Mengenfunktionen

Wir wollen in diesem Abschnitt weitere Mengensysteme und Mengenfunk-
tionen betrachten, die zur Konstruktion von Ringen, o-Algebren und Mafien
sehr sinnvoll sind.

Halbringe und Inhalte

In Anwendungen, vor allem im R", kann man Ringe bequem durch die fol-
gende Klasse von Erzeugern mit einfachen Eigenschaften generieren.

5.1 Definition. Ein Mengensystem Q C P(X) heifit Halbring dber X, wenn

i) PeQ

(i) ,ReQ = PNQeQ

(iii) P,Qe Q@ = P\Q= Ule P; mit endlich vielen, paarweise disjunkt-
en P; € O.

Halbringe sind N-stabil. Die Definition des Halbringes ist motiviert durch
das folgende Beispiel.

5.2 Beispiele. (i) Eine Menge I C R heifit Intervall, wenn es a,b € R mit
a < b gibt, so dass gilt:

(a,b) € I C [a,b]. (5.3)

Das System aller Intervalle des R wird mit Z bezeichnet. Ein achsenparal-
leler n-dimensionaler Quader (im Folgenden kurz als Quader bezeichnet)
ist ein kartesisches Produkt @ = I} x ... x I, C R™ von Intervallen. Das
System aller Quader des R™ wird mit Q™ bezeichnet.
(ii) Sei X eine beliebige Menge. Dann ist Q = {0} U {{a} ’a € X} ein
Halbring.
Wir zeigen nun, dass das System der Quader des R™ einen Halbring bildet.
5.4 Satz. Das System I der Intervalle aus R ist ein Halbring.

BEWEIS: Die leere Menge ist ein Intervall, denn es gilt ) = (a,a) fir a € R
beliebig. Seien I,J C R Intervalle mit Grenzen a < b bzw. ¢ < d. Fiir
InJ#0ist max(a,c) < min(b,d), und

(max(a, ¢), min(b,d)) C I'N.J C [max(a,c), min(b, d)].
Also ist N J ein Intervall. I\ J 1d8t sich als Vereinigung von hochstens zwei
disjunkten Intervallen darstellen. Wegen I'\ J =T\ (I NJ) kénnen wir dazu

J C I annehmen. Setze

I'={zel\J|z<c} I"={zel\J|z=>d}.
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Falls I'NI" #0,s0ist c=d eI\ J,also J =0 bzw. I\ J=1. Andernfalls
gilt die disjunkte Zerlegung I\ J = I' U I", wobei

(a,c) C I' Cla,c], (d,b)cCI” C]|db]. O

5.5 Satz (Produktmengen). Fir i = 1,...,n sei Q; ein Halbring ber
X;. Dann ist das System

Q:{Plx...XPH|Pi€Qi}

der Produktmengen ein Halbring tiber X1 X ... x X,.

BEWEIS: Wir zeigen die Behauptung nur im Fall n = 2. Der allgemeine Fall
folgt dann mit Induktion iiber die Dimension n. Graphisch ist die Behauptung
klar.

7
/,

D s

Esist 0 =0 x0 e Q. Fiir P=1, x I, und Q = J; x J gilt

PﬂQ:(Ilﬂjl) X(IQOJQ),
also PN Q € Q. Weiterhin ist

P\Q=((IinJ1) x (I2\ J2)) U ((I1 \ J1) x I1) .

Die Mengen auf der rechten Seite sind disjunkt und sowohl I7 \ J; als auch
15\ Js sind als disjunkte Vereinigungen darstellbar, da Q; und Qs Halbringe
sind. Somit ist P\ @ eine disjunkte Vereinigung von Mengen aus Q. O

Aus den Sitzen 5.4 und 5.5 folgt sofort
5.6 Folgerung. Das System Q" der Quader aus R™ ist ein Halbring.

Ein Vorteil des Halbringes ist, dass der daraus erzeugte Ring einfach zu
charakterisieren ist.

5.7 Satz (Konstruktion des erzeugten Rings). Sei Q ein Halbring iber

X und F das System aller endlichen Vereinigungen ' = Ule P; von Mengen
P; € Q. Dann ist F der von Q erzeugte Ring.
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BEWEIS: Jeder Ring R mit @ C R enthélt nach Definition F. Es ist also
nur zu zeigen, dass F ein Ring ist. Nun gilt § € F und mit E, F' € F auch
EUFeF.Ist E={J_, P, und F ={J], Q; mit P,,Q; € Q, so folgt

l

k m

ENF=({JP)\( :Qj)zyl(Pi\UQj):L:Jl(

i=1 j i=1

1710

Per Definition ist F U-stabil. Aufgrund der Definition 5.1 des Halbrings sind
auch P\ Q; € F,i=1,...,k,j=1,...,m. Es bleibt also zu zeigen, dass F
N-stabil ist. Mit E' und F' wie oben gilt aber

ENF= (QP) N (;Qj) =Q.Q(1%0Qj)

Da ein Halbring N-stabil ist und F U-stabil ist, liegt die rechte Seite in F.
Damit ist der Satz bewiesen. O

5.8 Beispiele. (i) Den vom System Q" aller Quader Q C R™ (Beispiel
5.2 (i)) erzeugten Ring bezeichnen wir mit F”. Seine Elemente heiflen
Figuren, die also endliche Vereinigungen von Quadern sind.

(ii) Der in Beispiel 5.2 (ii) definierte Halbring Q erzeugt den Ring der end-
lichen Teilmengen (Beispiel 4.3 (ii)).

5.9 Folgerung. Sei Q ein Halbring iber X, und F der von Q erzeugte Ring.

Dann ist 0(Q) = o(F).

BEWEIS: Aus Q C F folgt 0(Q) C o(F). Da ¢(Q) U-stabil ist folgt aus
Satz 5.7 F C 0(Q) und somit die umgekehrte Inklusion. O

5.10 Lemma (Zerlegungslemma). Sei Q ein Halbring iber X, und F der
von Q erzeugte Ring. Zu jedem F € F gibl es paarweise disjunkte Mengen

Py,..., P, € Q mit
k
F=JP.
j=1

BEWEIS: Sei ' € F. Nach Satz 5.7 gilt F' = |J;", Q; mit Q; € Q, also folgt
die disjunkte Zerlegung

-1

F—Q(QI\U@-).

i=1

Deshalb reicht es zu zeigen, dass Mengen der Form @ \ UJ._,Q; mit
Q1,...,Qn,Q € Q eine disjunkte Zerlegung in Q besitzen. Dies beweisen
wir mit Induktion iiber n. Fiir n = 1 gilt dies nach Definition 5.1. Ist die
disjunkte Zerlegung Q \ !, Q; = U?:l P; fiir ein n € N schon gefunden, so
folgt
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nt1 K k
Q\ UQi: (UPj> \ Qni1 = U(Pj\Qn-H)'

j=1

Die Mengen P;j \ Qn+1, j = 1,...,k, sind paarweise disjunkt und ihrerseits
Vereinigung von endlich vielen paarweise disjunkten Mengen aus Q nach
Definition 5.1. O

5.11 Definition. Sei Q C P(X) ein Halbring. Fine Funktion X : @ — [0, 0]
heifst Inhalt auf dem Halbring Q, wenn

(i) A@@) =0,
(ii) fir paarweise disjunkte Mengen A; € Q, i =1,...,n, mit |J;_, A; € Q
gilt:

)\< U Ai> = Z A(A;) (endliche Additivitit auf Q) .
i=1 i=1

FEin Inhalt \ heifst Pramafl auf den Halbring Q, wenn A o-additiv auf Q ist,
d.h. fiir paarweise disjunkte Mengen A; € Q, i € N, mit |Ji=, A; € Q gilt:

)\( U AZ-) => MAi)  (o-Additivitit auf Q).
i=1 i=1

Die Begriffe o-subadditiv, subadditiv, o-endlich, endlich, monoton, sowie
Nullmenge und fast tberall werden fiir Pramafle und Inhalte analog zu den
entsprechenden Begriffen fiir Mafle definiert. Falls Q in Definition 5.11 ein
Ring ist stimmt die Definition des Prdmafles in Definition 5.11 mit der Defi-
nition des Pramafles in Definition 4.4 iiberein.

Da Halbringe einfache Erzeuger von Ringen sind, kann man leicht auf Halb-
ringen definierte Inhalte bzw. Priamafle eindeutig auf Ringe fortsetzen. Der
folgende Satz und Satz 5.18 zeigen, dass man also nur auf dem Halbring
iiberpriifen muss ob eine gegebene Mengenfunktion ein Inhalt bzw. Pramaf
ist.

5.12 Satz (Fortsetzung auf den erzeugten Ring). Sei A ein Inhalt auf
dem Halbring Q und sei F der von Q erzeugte Ring. Dann gibt es genau
einen Inhalt X : F — [0, 00] mit A\(Q) = NQ) fir alle Q € Q.

BEWEIS: Ist F' = Ule P; mit P; € Q paarweise disjunkt wie in Lem-
ma 5.10, so muss fiir jeden Inhalt A\, der eine Fortsetzung des Inhalts A ist,
notwendig gelten

NF) =D AP). (5.13)

Deshalb ist die Fortsetzung \ eindeutig durch A bestimmt. Wir wollen A durch
(5.13) definieren. Dazu ist zu zeigen, dass die rechte Seite nicht von der Wahl
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der Zerlegung abhiingt. Sei ' = Ué’:l Q; eine andere disjunkte Darstellung
mit @; € Q. Aus den disjunkten Darstellungen Q; = Ule QiNFk, j=
1,...,l,und P, = ngle NP,i=1,...,k, folgt dann

> AQ; ZZ)\POQ] :ZZ (PNQj) =Y _AP).

j=1 j=11i=1 i=1 j=1 i=1

Somit ist A wohldefiniert. Fiir eine disjunkte Vereinigung F' = Ule F; mit
F,F; € F schreiben wir F; = U;n:ilPi,j mit P 1,..., P, € Q paarweise
disjunkt und erhalten

k m; k
S YA =
i=1j=1 i=1
Also ist \ der gesuchte Inhalt. O

5.14 Folgerung (Monotonie und Subadditivitiit). Ein Inhalt X auf dem
Halbring Q tiber X ist monoton und subadditiv.

BEWEIS: Nach Satz 5.12 konnen wir annehmen, dass Q ein Ring ist. Da A
nichtnegativ ist, erhalten wir

PQeQ QDOP = MQ)=AP)+AQ\P)=AP),

d.h. X\ ist monoton. Fiir P, € Q, ¢ =1,...,k erhalten wir

k k i—1 k i—1 k
AUP) =2MUPN U P =2 20N B) < 2MP),
d.h. )\ ist subadditiv. ]

5.15 Beispiel. Auf dem Halbring Q" aller Quader @ C R™ (Beispiel 5.2,
Folgerung 5.6) kénnen wir das elementargeometrische Volumen vol™ wie folgt
definieren:

Fir Q@ =1 x ... x I,, wobei I; C R Intervalle sind und a; < b; die Intevall-
grenzen von I, setzen wir

vol™(Q) == [] (b — a;) > 0. (5.16)
j=1

Die so definierte Funktion vol™ stimmt mit denen im Alltag verwendeten
Volumen von Quadern im R3, Flicheninhalt von Rechtecken im R? und der
Linge von Strecken in R iiberein. Der niichste Satz zeigt, dass vol™ ein Inhalt
im Sinne der Definition 5.11 ist. Demzufolge liefert Satz 5.12, dass man vol™
eindeutig zu einem Inhalt auf den Ring der Figuren F" fortsetzen kann. Den
so fortgesetzten Inhalt bezeichnen wir auch mit vol” : F — [0, c0].
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5.17 Satz (Elementarinhalt von Quadern). Das in (5.16) definierte
elementargeometrische Volumen vol”(-) ist ein Inhalt auf dem Halbring Q™
der Quader im R"™.

BEwEIs: Offensichtlich ist vol” () = 0. Um die endliche Additivitdt von
vol” zu zeigen, verwenden wir Induktion iiber die Dimension n. Fiir n = 1
sind die Indikatorfunktionen von Intervallen Iy, ..., I; Riemann-integrierbar
und wir erhalten fiir paarweise disjunkte Intervalle I, ..., Ij

k k k b
vol' ( U Ii) = / ZXL dx = Z/ X, dr = Zvoll(ll-).
i=1 R=1 i—1 /R —

Sei nun die Aussage fiir den Inhalt vol” ™" im R~ ! schon bewiesen. Betrachte
fiir den Quader @ =1, x ... x I,, € Q™ den y-Schnitt

I X ...x I,_1 fall I,
Qy={w€R”_1\(aﬁ,y)€Q}={lx A

1] sonst .

Dann gilt A" ~1(QY) = A"~ 1(I1 x...xI,—_1) x1, (y) und fiir jede paarweise dis-
junkte Zerlegung @ = Ule Qi mit Q; € Q™ haben wir QY = (Uf=1 Qi)y =
U, @Y. Somit folgt induktiv

k
VOln ( U Qz)
i=1

vol™(Q) = vol™ ' (I x ... x I,,_1)vol'(I,,)
—vol (0 oo x L) [, () dy = [ vl (@) dy
R R

k k
/Rvolnl(iu1 Qf) dy = ;/}Rvolnl(Qi’) dy

k
= Z vol"(Q;) .
i=1

Dies beweist den Satz. O

5.18 Satz. Ist A : Q — [0,00] ein Pramaf$ auf dem Halbring @ C P(X), R
der von Q erzeugte Ring und A : R — [0, 0] der eindeutig bestimmte Inhalt
auf dem Ring R mit A|p = A (Satz 5.12), so ist A ein Primaf auf dem Ring
R.

BEWEIS: Sei F = Ufil F; mit F, F; € R und F; paarweise disjunkt. Nach
Lemma 5.10 gibt es dann paarweise disjunkte Zerlegungen F = U§:1 P; und
F;, = Ullzzl P, mit P, P; ), € Q. Es folgt die disjunkte Zerlegung

00 oo ki
pr=@nr)=JU@nPL.

=1 =1 k=1

—
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Da X ein PrimaB ist , folgt hieraus A(P;) = > 2 1Zk AP N Py) =
Yoo AP N E;), und somit

k oo k oo
:ZA(Pj):ZZXP NE)=> XF
j=1 i=1j=1 i=1

d.h. X ist ein Pramaf auf dem Ring R. O

Sei A : Q@ — [0, 00] ein Pramafl auf dem Halbring @ € P(X), R der von Q
erzeugte Ring. Der vorherige Satz besagt, dass dann die eindeutig bestimmte
Fortsetzung A : R — [0,00] ein PrimaB auf dem Ring R ist. Aufgrund von
Satz 5.12 ist sie fiir F' € R gegeben durch

=3 M@, (5.19)

wobeil F' = |JI'_; Q; mit paarweise disjunkten @Q; € Q (Satz 5.10). Wir be-
trachten nun die in Satz 3.7 konstruierten &uleren Mafe fiir die Pramafle A
auf dem Halbring Q und A auf dem Ring R. Auf Grund von Q C R, A = \
auf 9, (5.19) und Satz 5.10 gilt

inf{Z)\(QkHQk €9, EC UQk}
k=1

i=1
Zinf{)

Mg

F)|FeR.EC UF}

i=1

@
Il
-

(5.20)
o Ji oo Ji
{ZZAQ” |7 = UQ”, Q”eQEcUUQ”}
i=175=1 j=1 i=1j=1

8

>inf { Y} AQu) |Que QB @}
i=1

=
—_

Somit stimmen beide dufleren Mafe {iberein und wir erhalten eine Verschirfung
von Satz 4.6

5.21 Satz (Caratheodory-Fortsetzung). Sei A : Q — [0, 00] ein Primaf
auf dem Halbring @ C P(X). Sei p: P(X) — [0,00] das in Satz 3.7 aus Q
konstruierte dufsere Mafs, d.h. fir alle E C X ist

i=1 i=1

Dann ist i eine Fortsetzung von A\. Man bezeichnet i als das durch A indu-
zierte, auflere Mafl oder als Carathéodory-Fortsetzung von \.
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5.22 Bemerkung. Nach Satz 4.9 ist die Carathéodory-Fortsetzung p ein
regulires dufleres Mafl. Weiterhin ist pu nach Satz 3.18 ein vollstdndiges
MaB auf der o-Algebra der p-messbaren Mengen M(p). Der Mafiraum
(X, M(p), ptl pm(uy) ist die Vervollstindigung des MaBes (X, 0(Q), i[» (o)) und
ist auf M(u) eindeutig bestimmt, d.h. sie stimmt auf M(p) mit jeder wei-
teren Fortsetzung iiberein (Satz 4.10). Insbesondere ist eine Menge D C X
genau dann p-messbar, wenn es eine Menge C € ¢(Q) gibt mit C' C D und
w(D\ C) =0 (Folgerung 4.11, Folgerung 5.9).

Der folgende Satz ist oftmals niitzlich zum Nachweis ob ein Inhalt ein

Pramaf ist. Er besagt auch, dass die Stetigkeitseigenshaften von Maflen auch
fiir Pramafle gelten (vgl. Satz 1.17).

5.23 Satz. Fir einen Inhalt X auf einem Ring R und Mengen A; € R, 1 € N,
betrachten wir folgende Aussagen:

(i) A ist ein Primaf$ auf R.
(iii) aus A1 D ... D A; D Ajp1..., mit N(Ay) < oo folgt AN(N2; Ai) =
(iv) aus Ay D ... D A; D Aipr..., mit AM(A1) < oo und (o, Ai = 0 folgt
Dann bestehen die folgenden Implikationen: (i) < (i) = (iii) = (iv)
Ist A endlich, d.h. A(A) < oo fiir alle A € R, dann sind (i)—(iv) dquivalent.
BeEWEIS: Der Beweis der Implikationen (i) = (ii) = (iii) ist identisch mit
dem Beweis der Eigenschaften (i) und (ii) im Satz 1.17. Die Implikation (iii)
= (iv) ist trivial. Um die Implikation (ii) = (i) zu beweisen betrachten wir
paarweise disjunkte Mengen A4, € R, n € N, mit [J,-; A, € R. Dann erfiillt
B, :=J!-, A; die Bedingungen in (ii) und {J;2, 4; = ;= B;. Da A endlich
additiv ist folgt somit

A( U An> ~ i AB) = Jim 3G = 3 UM,
n=1 =1 =1

d.h. A ist o-additiv auf R.

Um die Implikation (iv) = (i) zu beweisen sei nun A ein endlicher Inhalt.
Sei (A;) C R eine monoton aufsteigende Folge mit A := [J;2, A; € R. Fiir
die fallende Folge B,, := A\ A, gilt offenbar ("~ , B, = 0. Also nach (iv)
lim,, oo A(By,) = 0. Da A ein endlicher Inhalt ist, gilt A(B,,) = M(A\ 4,) =
A(A) = A(Ay,), also limy, oo A(A,) = AMA) = A(Ui2, 4)) . O

Die Eigenschaft (iv) nennt man ()-Stetigkeit des PramaBes .

Dynkin-Systeme, monotone Klassen und Produktriume

Dynkin-Systeme sind Mengensysteme mit einfachen Eigenschaften, die unter
geeigneten Voraussetzungen eine o-Algebra generieren (Satz 5.26). Es ist oft
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einfacher zu zeigen, dass ein System ein Dynkin-System ist, als zu iiberpriifen
ob es eine o-Algebra ist.

5.24 Definition. Ein Mengensystem D C P(X) heifft Dynkin-System, falls
(i) XeD

(i) AcBeD = DB\AeD

(iii) falls A; € D, i € N, paarweise disjunkt = |J;o; A; € D.

Satz 1.3 tiber Durchschnitte von o-Algebren gilt analog fiir Dynkin-
Systeme. Also kann man wie fiir o-Algebren erzeugte Dynkin-Systeme de-
finieren. Fiir ein Mengensystem € C P(X) bezeichnen wir mit D(E) das von
& erzeugte Dynkin-System.

Beispiele. (i) o-Algebren sind Dynkin-Systeme.

(ii) Sei X eine Menge mit gerader Anzahl von Elementen, d.h. card(X) =
2N, N > 2. Setze D := {D C X |card(D) = 2n,n € N}. Dann ist D ein
Dynkin-System, aber keine o-Algebra, denn {x1, 22}, {x2, 23} € D, aber
der Durchschnitt {z2} ¢ D.

5.25 Satz. Ein Dynkin-System ist genau dann eine o-Algebra, wenn es
N-stabil ust.

BEWEIS: Das die N-Stabilitdt hinreichend ist folgt aus dem vorherigen
Beispiel. Um die Notwendigkeit zu beweisen, sei D ein N-stabiles Dynkin-
System. Fiir A, B € D gilt ANB € D, und somit AUB = AU(B\ (AN B)),
also AU B € D. Fiir eine beliebige Folge (A;) C D definieren wir Ay =0,
A; = U;Zl Aj fiir ¢ > 1. Dann sind B; := A; \ A;_1 € D, i > 1, paarweise
disjunkt und ;= A; = ;2 Bs. Also ist [J;2, A; € D und D ist somit eine
o-Algebra. O

5.26 Satz. Fiir jedes N-stabile Mengensystem & C P(X) gilt D(E) = o(E).

BEwEIs: Da ¢(€) ein Dynkin-System ist, das & umfafit, gilt D(E) C o(E).
Es bleibt zu zeigen: o(£) C D(E). Dazu geniigt es zu zeigen, dal D(E) eine
o-Algebra ist. Nach dem vorigen Satz gilt dies, falls D(E) N-stabil ist. Dazu
betrachten wir zuerst D € D(€) und setzen Dp := {Q C X |QND € D(E)}.

(i) Dp ist ein Dynkin-System ist. Offenbar ist X € Dp. Fiir E, F' € Dp mit
E C Fgilt: (F\E)ND = (F N D)\ (E N D) € D(E), mithin F\ E € Dp. Fiir
paarweise disjunkte D; € Dp, i € N, gilt: (U;2, D;)ND =U;2, (D;N D) €
D(E), also U;2, D; € Dp.

(ii) Fir E € & gilt D(£) C Dg, denn fiir beliebige F' € &£ folgt ENF €
E C D(E), da &€ N-stabil ist. Also haben wir £ C Dg und somit D(€) C Dg.

(iii) Fiir D € D(E) gilt D(E) C Dp, denn fiir alle E € £ besagt (ii), dass
D(E) C Dg. Aus der Definition von D erhalten wir nun D N E € D(E),
woraus & C Dp und somit D(€) C Dy folgt.

Behauptung (iii) besagt aber gerade, dass D(E) N-stabil ist. Somit ist der
Satz bewiesen. 0
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Die im vorherigen Beweis benutzte Technik nennt man das Prinzip der gu-
ten Mengen. Ein weiteres Hilfsmittel, um zu tiberpriifen ob ein Mengensystem
eine o-Algebra ist, sind monotone Klassen.

5.27 Definition. Ein Mengensystem M C P(X) heifit monotone Klasse,
falls

(1) ausAlc...CAiCAiH..., AiEMfolgtUioilAiEM,
(ll) a’U,SAlD...DAiDAi_i_l..., AiEMfolgtm;.ilAiEM.

Offenbar ist jede monotone Klasse, die eine Algebra ist eine o-Algebra. Satz
1.3 iiber Durchschnitte von o-Algebren gilt analog fiir monotone Klassen.
Also kann man wie fiir o-Algebren erzeugte monotone Klassen definieren. Fiir
ein Mengensystem £ C P(X) bezeichnen wir mit M(E) die von £ erzeugte
monotone Klasse.

5.28 Satz. Fiir jede Algebra R C P(X) gilt M(R) = o(R).

BewEIs: Um die Behauptung zu zeigen reicht es zu beweisen, dass M(R)
cine Algebra ist. Fiir beliebige E € M(R) setzen wir Mg = {Q C X |
Q\Ee M(R),E\Q € M(R),EUQ € M(R)}, dh. Mg ist das System
der ,guten Mengen“, die die Ringaxiome erfiillen.

(i) Mg ist eine monotone Klasse. Dies folgt sofort aus den de Morganschen
Regeln.

(ii) Fiir £ € R gilt offenbar R € Mg und somit M(R) C Mg.

(iii) Wir wollen nun fir Q € M(R) zeigen, dass R C Mg. Sei E € R.
In (ii) haben wir gezeigt, dass M(R) C Mg. Also folgt Q € Mpg. Da die
Bedingungen in der Definition von Mg symmetrisch in £ und @ sind, folgt
E e Mg, dh. R C Mg. Somit R C M(R) C Mg.

(iv) M(R) ist eine Algebra, denn fiir E, Q) € M(R) folgt aus (iii) £ € My,
dh. E\Q € M(R), Q\ E € M(R), EUQ € M(R) nach Definition von
M. Somit ist M(R) ein Ring. Aber R ist eine Algebra und somit haben
wir auch X € M(R), d.h. M(R) ist eine Algebra.

Also ist M(R) eine monotone Klasse und eine Algebra, und somit eine
o-Algebra. O

Wir wollen nun untersuchen wie man kartesische Produkte von messbaren
Réumen kanonisch mit einer o-Algebra versehen kann. Gegeben sei eine Fa-
milie nichtleerer Mengen (X;);er, wobei I eine beliebige Indexmenge ist. Das
das kartesische Produkt [],.; X; von (X;)cr ist definiert durch

I1x = {x:]—> X | (i) € X, fﬁralleie]}.
iel i€l

Die Elemente sind Abbildungen & = (z;);c;. Fiir nichtleere Teilmengen .J
von [ definieren wir Projektionen durch

Ty = 71'§ : HXi — HXi: (z3)ier — ()i -
icl icJ
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Speziell fiir J = {j} haben wir also
= ﬂfj} : HXi — X (@)ier — @
iel

Motiviert durch Beispiel 2.5 definieren wir eine Produkt-o-Algebra auf dem
kartesischen Produkt [],.; X;.
5.29 Definition. Seien (X;,A;)icr messbare Riume. Die von den Projek-
tionen (m;)ier induzierte o-Algebra A heifit Produkt-o-Algebra auf [[;.; X;.
Wir schreiben A =: @, Ai. Der messbare Raum ([[;c; Xi, @,ep Ai) heift
das Produkt der messbaren Réume (X;,A;)icr.
5.30 Lemma. Seien (X;,A;);cr messbare Riume, und sei J eine nichtleere
Teilmenge von I. Die Projektion my = 7 [Lic: Xi = [Licy Xi ist @,y Ai-
®jeJ Aj-messbar.

Beweis: Nach Definition ist @) ;. ; A; = o UjEJ(wj-])’l(.Aj)). Ferner gilt
fir m; = 71'5

o UE) ) | = U mt ) A

JjeJ jeJ
-1
=@ om) (A
JjeJ
“Unt) e @4
jeJ icl
Nach Folgerung 2.4 folgt die Behauptung. O

Sei M C [[;c; Xi und sei a; € X fiir ein festes aber beliebiges j € I. Der
Schnitt von M durch a; ist definiert als

M% = {(xi)iej\{j} S H X; | mit z; == a; gilt (z;)icr € M}
i€\{5}
Man iiberlegt sich sofort, dass M® = w}\{j}(M). Somit liefert Lemma 5.30:

5.31 Folgerung. Seien (X;, A;)icr messbare Riume, sei M € @, Ai,
und sei a; € X fir ein j € I. Dann ist der Schnitt M ein Element von

Rier gy Ai-
5.32 Beispiel. Der folgende Spezialfall wird spéter eine grofie Rolle spielen.
Fiir I ={1,2}, M C X; x X2, und a; € X;, i = 1,2, haben wir
M* = {332 S Xg | ((11,582) S M},
M* = {1’1 e Xy | (Il,ag) S M}
Falls (X;,A;), i = 1,2, messbare Riume sind, besagt Folgerung 5.31 dann,

dass fiir alle Mengen M € A; ® Ay und alle Punkte a; € X;, i = 1,2, alle
Schnitte M bzw. M* in As bzw. A; liegen.
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5.33 Satz (Erzeugersystem fiir Produktrdume). Seien (X, A;)icr
messbare Riume, wobei A; durch &; erzeugt wird, d.h. A; = o(&;), i € 1.

Dann ist @,c; Ai = o (U mi H(E))-
BEWEIS: Aus der Definition der Produkt-o-Algebra, Lemma 2.3 und Bei-
spiel 1.7 (v) angewandt auf 7; ! (&;) folgt

@4~ (U ) = (U ot

i€l el iel

=0 (U o(wfl(&-))>

iel

—0 (U Wil(&)> : O
iel
Im Falle von endlich vielen messbaren Rdumen haben wir folgende einfache
Charakterisierung der Produkt-o-Algebra.

5.34 Folgerung. Seien (X;,A;), i = 1,...,n, messbare Riume, wobei A;
durch &; erzeugt wird und &; eine Folge (EF)ren, mit Uiy EF = X, enthiilt.
Dann erzeugt

Qp = {ﬁAi]Aie&}

i=1
die Produkt-o-Algebra @, A;.

BEwEIs: Fiir A; € &; folgt aus der Darstellung w[l(Ai) = A; x Hj# X,
dass

UTri_l(gi):{AiXHXj|Ai€5i7i:17.”7n}::Q7

i=1 j#i

sowie [[1, A; = i, m; '(A;) € 0(Q) aufgrund der N-Stabilitiit von (Q),
d.h. Qy C 0(Q). Satz 5.33 impliziert also 0(Qy) C 0(Q) = Q. A;. Fiir
A € & und k € Nist F* .= A; x ]_[j;‘éiEj’-C € Qp. Also ist w[l(Ai) =
Usz, F* € 0(Qp) und somit Q@ C o(Qy), woraus @, A; = 0(Q) C (Qo)
folgt. O

5.35 Beispiel. Die Borel-o-Algebra B™ auf R" ist das Produkt der Borel-o-
Algebren B! auf R, d.h. B" = Q. B'.

Sei & = 7,4 =1,...,n, wobei Z das System der Intervalle I aus R ist.
Dann stimmt offenbar das System Qg aus Folgerung 5.34 mit dem System
der Quader Q" des R" {iberein. In Lemma 6.6 werden wir zeigen, dass B™ =
o(Q") und B! = o(Z). DaR = {J;—,(—k, k), erfiillen & die Voraussetzungen
von Folgerung 5.34. Also haben wir B" = o(Q") = ., B*.
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Um die Produkt-o-Algebra im allgemeinen Fall besser charakterisieren zu
koénnen bezeichnen wir das System aller endlichen und nichtleeren Teilmengen
einer Indexmenge I mit Py(I), d.h.

Po(I) :={J C I|J nichtleer und endlich } .

Fiir eine Familie messbarer Riume (X;, A;);c; definieren wir die Menge
der messbaren Quader durch

Q= U {Hij HXi’AjEAjfﬁrallejeJ}, (5.36)

JEPG(I) ~jed i€I\J

und die Menge der Zylindermengen durch

z= {AJx HXi|AJe®Aj}= U ='A), (537)

JePo(I) €I\ J JjeJ JePo(I)
wobel Ay = Q)¢ Aj-

5.38 Satz. Sei (X;, A;)icr eine Familie messbarer Riume. Dann erzeugen
Q und Z die Produkt-o-Algebra @Q,c; Ai, d.h. Q,c; Ai = 0(Q) = 0(Z2).

BewEis: Wir bezeichnen A := @), ; A; und zeigen Q C Z C A C 0(Q),
denn daraus folgt 0(Q) C 0(2) C A C 0(Q), also die Behauptung.

Q C Z: Sei A € Q, etwa gegeben durch A = A;; x -+ x A;, x [[10; Xi =
77 (A x oo x Ay), wobei J = {i1,...,i,}. Dann ist A; x -+ x A; =
()7 (A ) N0 (w] )7 AL ) € Ay

Z C A: myist A-Aj-meBbar, also ist 7' (Ay) C A fiir alle J € Po(1).

A C 0(Q): Fir alle i € I,A; € A ist m; '(Ai) = Ai x [[,, X; € Q,
d.h. 771 (A;) € Q, i € I, und somit A C (Q) nach Definition der Produkt-
o-Algebra. O

1.6 Das n-dimensionale Lebesguemafl

Wir spezialisieren nun die allgemeinen Ausfithrungen der vorigen beiden Ab-
schnitte auf das elementargeometrische Volumen im n-dimensionalen Euklidi-
schen Raum. Dies definiert das Lebesguemafl. Dann wird die Beziehung der
Lebesgue-messbaren Mengen zur kanonischen Topologie des R", also zum
System der offenen Mengen, untersucht. Weiter wird die Invarianz des Le-
besguemafles unter Translationen und orthogonalen Transformationen, be-
wiesen, sowie allgemeiner eine Transformationsformel unter linearen Abbil-
dungen. Zum Schluss geben wir ein Beispiel einer nicht Lebesgue-messbaren
Menge in R.

6.1 Lemma. Der elementargeometrische Inhalt vol™ : Q™ — [0, 00) ist ein
Primaf auf dem Halbring der Quader Q™ im R™.
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BEWEIS: Sei P = J;2, P, mit P, P, € Q" und P,NP; = () fiir i # j. Nun ist
vol™ nach Satz 5.12 ein Inhalt auf dem Ring der Figuren, also gilt aufgrund
der Monotonie (Folgerung 5.14)

k

Zvoln (P) = hm Zvoln = hm Vol"( U Pi) <vol"(P).
i=1

k—oo )
i=1

Fiir die umgekehrte Ungleichung wéhle zu € > 0 offene Quader @); O P; und
einen kompakten Quader @ C P, so dass gilt

0o . Sl N € " n IS
;VOI (@) < ;V(’l (P) 45, vol'(P) <vol™(@) + 3

Nach dem Satz von Heine-Borel wird ) durch endlich viele Quader @1, . . ., Qk
itberdeckt, und mit Folgerung 5.14 schlieflen wir

vol"(P) < vol™(Q

k oo
ZVOI" —|— < ZVO]"(R—) +e.
i1 i=1

l\)\(‘n

Daraus folgt die Behauptung. O

Somit kénnen wir die Carathéodory-Fortsetzung des Primafles vol™ auf
dem Halbring der Quader Q™ betrachten (Satz 5.21) und definieren:

6.2 Definition. Das n-dimensionale &duflere Lebesguemafl einer Menge
E C R"™ ist definiert durch

A"(E) := inf { > vol™(Qu) | Qr e @ E | Qk}. (6.3)
k=1 =1

Die Einschrdinkung von A" auf die o-Algebra der Lebesgue-messbaren Men-
gen M(A™) ist das n-dimensionale Lebesguemafl. Wir bezeichnen dieses Mafs
auch mit \™.

6.4 Bemerkung. Auf Grund der Diskussion nach Satz 5.21 ist das duflere
Lebesguemafl A" reguldr und das Lebesguemafl A" ist ein vollstéindiges Maf3
auf der o-Algebra der Lebesgue-messbaren Mengen M (A\").

Wir wollen nun die Lebesgue-messbaren Mengen M(A™) und das Lebes-
guemaf} genauer untersuchen. Dazu betrachten wir zuerst die Borelmengen
B™, d.h. die von den offenen Mengen O™ des R™ erzeugte o-Algebra. Dafiir
ist das folgende Verfahren, das beliebige Mengen durch spezielle Gitterfiguren
approximiert, hilfreich.

6.5 Lemma (Approximation durch Gitterﬁguren) Betrachte fiir k €
Ny die Wiirfelfamilie Wy, = {Qpm = 2~ (m~+]0, 1]" |m € Z"} und definiere
fir E C R™ die Mengen
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Fr(E) = J{Q e Wi |Q C E},
FHE) = J{Q e Wi |QN E #0}.
Dann gilt:

(i) Fr(E) und F*(E) sind abgeschlossene Vereinigungen von abzihlbar vie-
len kompakten Quadern mit paarweise disjunktem Inneren.

(i) F(E)C F»(E)Cc...CE und FYE)DF*E)D...DE.

(ili) Fr(E) D {z € R"|dist (z,R"\ E) > 27%/n}
FK(E) C {z € R" | dist (z, E) < 27F\/n}.

(iv) int(E) C Upe, Fk(E) CE sowie E D (oo, F¥(E)DE.

BeEwEIs: Die Wiirfelfamilie W, hat abzahlbar viele Elemente. Weiterhin
sind die Wiirfel aus W, kompakt, haben paarweise disjunkte Innere und jede
beschrinkte Menge wird nur von endlich vielen Wiirfeln aus W, getroffen.
Insbesondere sind also Fy(F), F¥(E) abgeschlossen. Somit folgt (i).

Nun ist Q. die Vereinigung der 2" Teilwiirfel Qp41,2m+; mit [ € {0,1}",
und es gilt

Qrom CE = Qpi12ms C E fiir alle [ € {0,1}",
Qi+1,2m+1 NE # 0= Qim NE # 0 wobei [ € {0,1}".
Daraus folgt Fy(E) C Fjy1(E) und FF(E) > FFH(E). Die fehlenden

Inklusionen folgen aus der Definition von Fj(E) und daraus, dass fiir beliebige
x € E ein Q € W, existiert mit « € Q). Somit ist (ii) bewiesen.
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Sei nun z € R™ so, dass dist (z,R" \ E) > 27%\/n. Dann existiert ein
Q € W, mit = € Q, und es folgt wegen diam (Q) = 27%\/n

QCE = x¢R/(E).

Ist andererseits z € F¥(E), so gilt x € Q fiir ein Q € W, mit QN E # 0.
Also gilt

xe€ FFME) = dist (z, F) < diam (Q) < 27%/n,

womit beide Behauptungen in (iii) gezeigt sind.
Die Behauptungen aus (iv) folgen sofort aus (iii) und den Definitionen von
int(F) und E. O

6.6 Lemma. Die Borelmengen B™ sind die vom Halbring Q™ der Quader,
dem Ring F" der Figuren, und dem System C™ der abgeschlossenen Mengen
des R™ erzeugte o-Algebra, d.h. B" = c(O") = o(Q") = o(F") = o(C"™) .

BEWEIS: Wir zeigen als erstes, dass jeder Quader eine Borelmenge ist.
Ein Intervall I C R ist entweder offen oder 148t sich als abzéhlbarer Schnitt
I = ﬂ,iil Uy, von offenen Intervallen Uy, schreiben und liegt damit in B, zum
Beispiel gilt [a,b) = ()~ (a— 1,b). Fiir einen Quader Q = I x...x I,, C R"
schreiben wir I; = ()=, Ujx und erhalten @ = (o (Ur,k X ... x Uy 1) € B™.
Daraus folgt Q™ C F™ C B™, da Figuren endliche Vereinigungen von Quadern
sind und B" U-stabil ist, und folglich ¢(Q™) C o(F™) C B".

Nun ist andererseits nach Lemma 6.5 jede offene Menge U C R”™ als
Vereinigung von abzéhlbar vielen kompakten Wiirfeln darstellbar. Also gilt
O" C o(Q") und somit B™ C ¢(Q™) C o(F").

Da die abgeschlossenen Mengen die Komplemente der offenen Mengen sind
gilt offenbar o(C™) = o(O™). Somit ist das Lemma bewiesen. O

6.7 Satz (\"-Messbarkeit der Borelmengen). Fir das duflere Lebesgue-
maff A" gilt:

(i) Alle Borelmengen sind Lebesque-messbar.

(ii) Zu E CR"™ gibt es eine Borelmenge B O E mit \"(B) = \"(E).

(ili) A"(K) < oo fir alle K C R™ kompakt.

BeweEIs: Nach Satz 5.21 gilt Q™ C M(A\"), also B = ¢(Q") € M(\")
nach Lemma 6.6 und Satz 3.18. Aussage (ii) gilt nach Bemerkung 5.22 (Satz
4.9). Da A" = vol™ auf Quadern, gilt fiir a > 0 beliebig \"*([—a,a]™) =
vol" ([—a,a]™) = (2a)™ < oo, und (iii) folgt. O

6.8 Lemma (Approximationslemma). Fiir eine belicbige Menge E C R™
gilt:

(i) A™(E) =inf{A\"(U)|U offen, U > E},

(ii) A™(E) = sup{\"(K) | K kompakt, K C E}, falls E \"-messbar.
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BewEls: Offensichtlich gilt A"(E) < inf{\"(U) | U offen, U O E}. Fiir die
umgekehrte Ungleichung kénnen wir A" (F) < oo annehmen. Nach Definition
des Lebesguemafes in (6.3) gibt es zu £ > 0 eine Uberdeckung E C |J;2, P;
mit Quadern P;, so dass gilt:

ZVO]n(Pi) <A (E)+e.
i=1

Wir kénnen annehmen, dass die P; offen sind. Also ist U = [J:2, P; offen, es
gilt U D FE und

A"(U) < ivoln(a) < A(E) +e.

Somit ist (i) bewiesen.

In (ii) ist klar, dass A"(E) > sup{\"(K) | K kompakt, K C E}. Wir zeigen
die umgekehrte Ungleichung zunéchst fiir £ beschriankt. Wahle Ky € R”
kompakt mit £ C Kj. Nach (i) gibt es zu € > 0 eine offene Menge U D Ko\ E
mit

AY(U) < A" (Ko \ E) + & = A\"(Ko) — \"(E) +¢.

Dabei wurde benutzt, dass E A"-messbar ist. Nun ist K := Ko\ U C Kp \
(Ko \ E) = E kompakt und wegen der A"-Messbarkeit von U folgt
ANK) = A"(Ko) = AN (KoNU) > A\"(Ky) — A"(U) > \"(E) —e.

Fiir E beliebig betrachte E; = EN{x € R™ ||z < j}. E; ist beschrénkt und
Lebesgue-messbar, also folgt aus obigem

A'(E;) < sup{A\"(K) | K kompakt, K C E;}
< sup{\"(K) | K kompakt, K C E}.

Aber A\*(E;) — A"(E) mit j — oo nach Satz 1.17. Damit ist (ii) bewiesen. [J
Die A"-messbaren Mengen kénnen nun wie folgt charakterisiert werden.
6.9 Satz (Messbarkeit bzgl. \"). Eine Menge D C R"™ ist genau dann

A" -messbar, wenn eine der beiden Bedingungen gilt:

(i) FEs gibt eine Borelmenge E D D mit \"(E \ D) = 0.

(ii) FEs gibt eine Borelmenge C C D mit A"(D \ C') = 0.

Es kann E = (;2, U; mit U; offen, C = U;il A; mit A; abgeschlossen
gewdhlt werden.

BeEwEIS: Die Aquivalenz von (i) bzw. (ii) mit der Messbarkeit von D wurde
bereits in Folgerung 4.11 (Bemerkung 5.22) bewiesen. Wir geben hier einen
alternativen Beweis, der auch die zusétzliche Charakterisierung von F und C'
liefert. Schreibe D = (U2, D; mit D; = {z € D|j —1 < || < j} fiir j € N.
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Nach Lemma 6.8 gibt es offene Mengen U; ; und kompakte Mengen K; ; mit
Ui,j D) Dj D) Ki,j und
N (Uig) < N (D) +277 /i, XK, ;) > \"(Dy) —277/i.

Dann ist U; := U]oil U, ; offen, 4; := U]O‘;l K; j abgeschlossen (K; jNK; , =
0 falls j # m) und es gilt U; D D D A;. Mit E := ;2 U; bzw. C := U=, A
gelten fiir beliebiges ¢ € N die Abschétzungen

- 1
"(Us; \ Dj) =Y (A" AM(Dj)) < -,

. 2
Jj=

Mg

N'(E\ D) € X"(U; \ D) <

<.
Il
—
—

(D;\ Kij) =3 (\(Dy) = A(K ) < =

7

Mg

XD\ C) < A (D A <

<.
Il
—

j=1

Dabei wurde die Messbarkeit von D; und K; ; benutzt. Mit i — oo folgen
die Behauptungen. O

Der folgende Satz liefert eine verbliiffende Beziehung zwischen A™-messbaren
Funktionen, und stetigen Funktionen.

6.10 Satz (Lusin). Sei A CR" eine offene Menge mit \"(A) < oo und sei
die Funktion f A"-messbar auf A mit Werten in R. Dann existiert fir alle
e > 0 eine kompakte Menge K = K. C A so, dass

(i) AM(A\K) <e,
(ii) f|x ist stetig.

BEwEIS: OBdA kénnen wir annehmen, dass f auf ganz A definiert ist,
d.h. f: A — R. Fiir alle 7 € N setzen wir Bjar41) = (" (k1 )], Bior) ==

7

(—%, - =11k € Ny. Dann sind B; i), J € N, paarweise disjunkte Intervalle
mit J;c Bij) = R und diam (B(;)) = . Die Mengen A;; := f~!(B;(;)
sind Lebesgue-messbar und es gilt A = ien A;j. Auf Grund von Lemma 6.8

existieren kompakte Mengen K;; C A;; mit A" (A \ Kij) < 555 Somit gilt:

j=1 j=1 =1
S
U (A \ Kij) | < 5

Satz 1.17 (ii) liefert lim A" (A \UY, Kij) = A" (A \UiZ, Kij) und somit
N —o00 J J
existiert eine Zahl N (i) mit

N (i)

SCIVEDRS
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Die Menge D; := Uj\]:(? K;; ist kompakt. Fiir alle ¢, 7 wihlen wir ein b;; € B
und definieren g; : D; — R durch g;(z) := b;; fiir x € K;; (j < N(i)). Da
K1, ..., Kin() kompakte disjunkte Mengen sind haben sie einen positiven
Abstand voneinander. Also ist g; stetig. Aufgrund der Konstruktion haben

WII

(@) - gi(@)] <~ 6.11)

2

fur alle z € D;. Wir setzen K := ﬂfil D,. Diese Menge ist kompakt und es
gilt

NANK) <3 p(A\Di) <<

Aus (6.11) und der Definition von K folgt, dass g; gleichméBig gegen f auf
K konvergiert. Also ist f|x stetig. O

Wir wollen jetzt untersuchen, wie sich das Lebesguemafl unter affinlinearen
Abbildungen transformiert. Dafiir ist der folgende Begriff niitzlich.

6.12 Definition. Fin dufleres Maf$ p auf R™ heifst Borelmaf, falls gilt:

(i) Alle Borelmengen sind p-messbar.
(i) pu(K) < oo fiir jede kompakte Menge K C R™.

6.13 Beispiel. Das duflere Lebesguemafl A" ist ein Borelmafl nach Satz 6.7.
Mit Satz 3.11 ist dann auch fiir jede Menge E C R™ das duflere Mafl \"LE
ein Borelmaf.

Ein duleres Maf3 p auf R™ heifit translationsinvariant, wenn mit F + a :=
{z+a|z € E} gilt:

w(E+a)=p(E) firaleaeR" ECR"

Aus der Translationsinvarianz des Elementarinhalts vol” : Q" — [0, 00) und
der Definition des Lebesguemafles folgt sofort, das A" ein translationsinvari-
antes dufleres Maf ist. In Satz 6.15 unten wird gezeigt, dass ein Borelmaf3 \™
durch die Eigenschaft der Translationsinvarianz bis auf Normierung eindeutig
charakterisiert ist.

6.14 Lemma. Ist p ein translationsinvariantes Borelmaf auf R™, so ist
jede Koordinatenhyperebene H := {x € R" |xl =c},i=1,...,n, eine u-
Nullmenge.

BEWEIS: Sei Q = [0,1]" und F = {z € Q |z; = 0}. Fir a € R" ist F +a
abgeschlossen, also p-messbar. Es folgt fiir jede endliche Menge {s1,..., sk} C
[0, 1]

k k
Ru(F) = plssei+F) = p | Jsjei+F | <nl(@) < oo

j=1 j=1



1.6 Das n-dimensionale Lebesguemafl 43

Da k beliebig grofl gew#hlt werden kann, ist u(£') = 0. Aber H ist Vereinigung
von abzéhlbar vielen Translationen von F', und somit u(H) = 0. O

6.15 Satz (Charakterisierung durch Translationsinvarianz). Seipu ein
translationsinvariantes Borelmaf auf R™. Dann gilt mit 6 := p(]0, 1]™)

w(E) =0X"(E) fir alle \"-messbaren E C R™.

BEWEIS: Setze Qi; = 27%(j +[0,1]") fiir k¥ € Ny und j € Z". Dann ist
[0,1]™ Vereinigung der 2% abgeschlossenen Teilwiirfel {Qy; | j € Ji}, wobei
Je ={j = (j1,-.-,jn) € Z"|0 < j; < 2 — 1}, mit paarweise disjunktem
Inneren. Aus Lemma 6.14 folgt

p(0,1)" =D p(@ry)s A0, 1)) = D N Q) -
JE€JK JE€JK

Die Translationsinvarianz impliziert p(Qg;) = pw(Qro) und A" (Qk,;) =
A"(Qr,0) fiir alle j € Z™, also

A([0,1]7) A (Qro)  AM(Qk.y)

Daraus folgt mit Lemma 6.5 wobei wieder Lemma 6.14 benutzt wird,

w(U)=0\"(U) fir alle offenen U C R".

Insbesondere gilt die Behauptung des Satzes fiir alle Quader, und damit fiir
alle A™-messbaren Mengen aufgrund der Eindeutigkeit der MafBfortsetzung
(Satz 4.10). O

Wir zeigen als néchstes die Messbarkeit von Bildmengen, wobei wir uns im
Hinblick auf die spétere Anwendung im Transformationssatz fiir Diffeomor-
phismen nicht auf lineare Abbildungen beschréinken.

6.16 Lemma. Sei U C R” offen und f : U — R™ Lipschitzstetig mit Kon-
stante A bzgl. der Mazimumsnorm || - ||oo. Dann gilt

N (f(E)) < A" XY(E)  fiir alle E CU.
BeEWEIS: Wir kénnen \"(E) < co annehmen. Setze
Q(z0,0) = {z € R" | |lz — zolloo < 0} filr 29 €R”, 0 > 0.

Nach Voraussetzung gilt || f(z) — f(20)]|co < A ||& — 20l|co filr z, 29 € U, also

Q=Q(@,0)CcU = [f(Q)CQ(f(z0) A0).

Nach Lemma 6.8 gibt es nun eine offene Menge V' O E mit A" (V) < A\"(E)+-e,
wobei oBAA V' C U, und weiter eine Ausschépfung V = U;’;l Q; durch
Wiirfel (0; mit paarweise disjunktem Inneren, siche Lemma 6.5. Damit folgt
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NY(F(E) S AM(F(V)) < D ON(F(Q)) <A™ AM(Q)) < A"(N'(E) +¢).
j=1

j=1
Mit € — 0 folgt die Behauptung. O

6.17 Satz (\"-Messbarkeit von Bildmengen). Fir U C R" offen und
f € CYU,R"™) gilt:

(i) N CU A*-Nullmenge = f(N) A\"-Nullmenge.

(i) EC U A'-messbar = f(E) \"-messbar.

BeEwEils: Nach Lemma 6.5 kann U schreiben als U = Ufil K;, wobei K;
komapkte Wiirfel sind. Somit gilt N = |J;2, K; NN und da f auf kompakten
Teilmengen von U Lipschitzstetig ist, folgt Aussage (i) direkt aus Lemma
6.16. Fiir (i) konnen wir annehmen, dass E beschrénkt ist, andernfalls be-
trachten wir E,, = {z € E ||z < n}. Nach Satz 6.9 gibt es dann kompakte
Mengen A; und eine A\"-Nullmenge N mit £ = (U(;il Aj) UN. Da f(A;))
kompakt und A" (f(N)) = 0 nach Behauptung (i), ist f(E) A"-messbar. [

6.18 Satz (Bewegungsinvarianz von \"). Fir S € O(R") und a € R"
gilt
A (S(E) +a) = A\"(E) fir alle E C R™.
BewEIs: Die Translationsinvarianz von A" ist schon bekannt, also kénnen

wir @ = 0 annehmen. Wir setzen zunéchst nur S € GL(R™) voraus und
betrachten mit 7= S~! das Bildmaf

p=TA"): PR") = [0,00], w(E) = \"(T7H(E)) = \"(S(E)) = pu(E).

Wir behaupten, dass p ein translationsinvariantes Borelmaf ist. Ist B C R”
Borelmenge und damit A"-messbar nach Satz 6.7, so ist T-1(B) = S(B)
ebenfalls A™-messbar wegen Satz 6.17 und damit B p-messbar nach Satz 3.9.
Fiir K C R™ kompakt ist auch T7!(K) = S(K) kompakt, also u(K) < oo.
Damit ist gezeigt, dass p ein Borelmafl ist. Fiir die Translationsinvarianz
berechnen wir fiir b € R™ und £ C R" beliebig

H(E +) = X'(S(E +b)) = X'(S(E) + 5(b)) = A"(S(E)) = p(E).

Aus Satz 6.15 folgt nun p(E) = 0(S) A\"(E) fiir alle A"-messbaren E C R",
wobei
0(5) = p([0,1]") = A*(5([0,1]")) € [0, 00).

Fiir nicht notwendig messbares £ C R" schlieSen wir mit Lemma 6.8
p(E) = A"(S(E))
= inf{A\" (V)| S(E) C V offen}
= inf{\"(S(U))| E C U offen}
= inf{u(U) | E C U offen}.
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Daraus folgt, wieder mit Lemma 6.8,
AM(S(E)) =60(S)\"(F) fiir alle E C R". (6.19)

Ist nun sogar S € O(R™), so setzen wir in (6.19) als Testmenge E = B1(0) =
{z € R"||2| < 1} ein und erhalten

0(S) A" (B1(0)) = A"(S(B1(0))) = A"(B1(0)) -
Da A"(B1(0)) > 0 folgt (S) = 1 fiir S € O(R™) und der Satz ist bewiesen. [J

Der Elementarinhalt vol™ ist nur fiir achsenparallele Quader bzw. Figuren
definiert worden. Deshalb ist aus der Definition 6.2 von A\™ nicht unmittelbar
ersichtlich, dass das Lebesguemaf} unabhéngig von der Wahl des Euklidischen
Koordinatensystems ist, sondern dies folgt erst aus dem vorangegangenen
Satz 6.18. Fiir die Transformationsformel unter beliebigen linearen Abbil-
dungen S € R™*"™ bendtigen wir die folgende Hilfsaussage aus der Linearen
Algebra.

6.20 Lemma (Polarzerlegung). Zu jedem S € GL,(R) gibt es eine Dia-
gonalmatriz A mit Eintrigen \; > 0, i =1,...,n, und T1,T> € O(R™), so
dass S = T1 ATs.

BEWwEIS: Die Matrix ST ist symmetrisch und hat positive Eigenwerte,
denn fiir v € R™\ {0} gilt (ST Sv,v) = |Sv|? > 0. Also gibt es ein T € O(R")
und eine Diagonalmatrix A mit Eintrdgen \; > 0, ¢ = 1,...,n, so dass gilt:

STS =TA%T .

Die Matrix R = TAT~! ist symmetrisch mit R> = STS. Dann ist aber
Q = SR~! orthogonal, denn

Q Q=R TSTSR'=R'R’R'=E,.

Es folgt S = QR = QT AT ! = Th AT, fiir Ty = QT, T, = T~ € O(R") wie
verlangt. O

6.21 Satz (Lineare Transformationsformel). Fir eine lineare Abbildung
S e R™™ gilt

AY(S(E)) = |det(S)|A\"(E)  fir alle E CR™.

BeEWEIS: Ist det(S) = 0, so liegt S(E) in einer Hyperebene und die Be-
hauptung ist richtig. Fiir det(S) # 0 haben wir aus dem Beweis von Satz
6.18 bereits die Aussage (6.19) zur Verfiigung und miissen dort nur zeigen:

0(S) = | det(S)] .

Dies stimmt fiir eine Diagonalmatrix A mit positiven Eintragen A\; > 0, i =
1,...,n, denn
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0(A) = A"(A([0,1]") = A" ([0, M] x ... x [0,An]) = [ \i = | det(A)].
i=1

Fiir S € GL,(R) beliebig sei S = Ty AT, mit einer Diagonalmatrix A und
T, T5 € O(R™) wie in Lemma 6.20. Aus den schon bekannten Aussagen fiir
orthogonale sowie Diagonalmatrizen folgt

0(S) = A" (11 AT5([0,1]")) = | det(A)| = | det(S)],
und der Satz ist bewiesen. O

6.22 Beispiel (Volumen eines Ellipsoids). Fiir Aj,..., A, > 0 ist die

Menge
2 2
- al Ln
E_{a:eR"‘ (/\1> +,._+<>\n) <1}

ein Ellipsoid mit den Halbachsen A; > 0. Mit By(0) = {z € R™ | |z| < 1} gilt
E = A(B1(0)), wobei A € Gl,(R) die Diagonalmatrix mit den Eintrdgen \;
ist. Aus Satz 6.21 folgt

AM(E) = A(A(B1(0)) = (A1 -+ - An) A" (Bu(0)) -

//////////////,,,,

Zum Ende des Kapitels geben wir ein Standardbeispiel fiir die Existenz
von nicht messbaren Mengen an.

6.23 Beispiel (Vitali 1905). Es gibt eine Menge S C [0, 1], die nicht A'-
messbar ist. Betrachte dazu auf [0, 1] die Aquivalenzrelation

r~y & rz—yeQ.

Mit dem Auswahlaxiom der Mengenlehre erhalten wir ein Représentantensy-
stem S C [0, 1] fiir die Relation ~, d.h. zu jedem y € [0,1] gibt es genau ein
x € S mit x ~ y. Sei nun q1, ¢, . . . eine Abzéhlung von QN [—1,1]. Dann gilt

(i +S)N (g +S)=0 firj#k.
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Denn andernfalls gibt es x1,22 € S mit ¢; + 1 = qr + 2, also x2 — 21 =
q; — qr € Q. Nach Definition von S folgt dann z; = =z, also ¢; = ¢ im
Widerspruch zur Annahme. Zweitens behaupten wir

qu+5 [—1,2].

Die rechte Inklusion ist trivial. Die linke Inklusion folgt aus der Definition
von S, denn zu y € [0,1] gibt eseinz € Smity —z =:1¢q€ QN [-1,1].

Nun ist M (g+.9) = A1(S) wegen der Translationsinvarianz von A\l. Wire S
und damit jede der Mengen ¢j, +.S A'-meBbar, so folgt aus den obigen beiden
Aussagen und der o-Additivitét (Satz 3.18)

DA =D Mg+ 9) = /\1<U(Qk+5)>€[1,3].
k=1 k=1 k=1

Das ist aber unméglich, da links die Zahl A}(S) € [0, oo) unendlich oft addiert
wird.






2 Integration

Ziel dieses Kapitels ist die Definition des Lebesgueintegrals beziiglich eines MaBes
1 auf einer Menge X. Danach werden fundamentale Satze und Eigenschaften
besprochen. Insbesondere werden Konvergenzsatze, der Transformationssatz, die
Satze von Fubini, GauB und Radon—Nikodym, sowie LP-Riume, ProduktmaBe
und FlachenmaBe behandelt.

2.7 Das Lebesgueintegral

Ziel dieses Abschnitts ist die Definition des Lebesgueintegrals beziiglich eines
Mafes i auf einer Menge X . Das Integral einer nichtnegativen Funktion kann
schon dann definiert werden, wenn die Funktion messbar ist. Hierzu wird die
Funktion von unten durch nichtnegative Treppenfunktionen approximiert;
fiir diese ist das Integral elementar erklirt. Das Integral einer beliebigen,
messbaren Funktion f ergibt sich dann durch die Zerlegung in den Positiv-
und Negativanteil.

Im folgenden sei (X, A, 1) immer ein Mafiraum. Alternativ kann man ein
dueres MaB p: P(X) — [0, 00] auf X betrachten. Dann ist in den folgenden
Aussagen A durch die o-Algebra M(p) der p-messbaren Mengen zu ersetzen.
Da der Mafiraum fest ist werden wir im Weiteren von der explixiten Angabe
der o-Algebra A und des Mafles i oft absehen.

Grundbaustein des Integrals sind messbare Funktionen, die bereits in Ab-
schnitt 1.2 behandelt wurden. Wir erinnern daran, dass eine (numerische)
Funktion f A-messbar ist, wenn es eine Menge D € A gibt, so dass f
auf D, mit Werten in R, definiert ist, und wenn fiir alle s € R die Menge
{f > s}:={z e D|f(z) € (s,0]} € A Eine (numerische) Funktion f ist
p-messbar (auf D € A), wenn es eine Menge D € A gibt, so dass f auf D,
mit Werten in R, definiert ist, u(D \ D) = 0, und f A|5-messbar ist. Wir
werden spéter meist den Fall D = X betrachten. Falls nichts anderes angege-
ben wird setzen wir im Weiteren voraus, dass alle auftretenden Funktionen
numerische Funktionen sind. Typische Beispiele messbarer Funktionen waren
Indikatorfunktionen von Mengen E € A, wobei xg : X — R, durch

1 fallsxe F,
xE(7) =
0 sonst ,
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definiert ist.
Wir fithren nun eine fiir den Aufbau des Integrals wichtige Klasse von
Funktionen ein.

7.1 Definition. Sei (Y,C) ein messbarer Raum. Wir nennen eine Funktion
f:Y — R Treppenfunktion (bzw. genauer C-Treppenfunktion), wenn sie als
eine endliche Linearkombination von Indikatorfunktionen von Mengen aus C
darstellbar ist, d.h. es gibt a; € R und A; € C mit

m
f= Z QiXA; -
1=1

Treppenfunktionen nehmen also nur endlich viele Werte an. Man iiberlegt
sich leicht, dass sie einen R-Vektorraum bilden. Der folgende Approxima-
tionssatz wird benétigt, um Aussagen fiir Treppenfunktionen auf beliebige
messbare Funktionen zu {ibertragen.

7.2 Satz (Approximation durch Treppenfunktionen). Sei (Y,C) ein
messbarer Raum. Fir jede nichinegative C-messbare Funktion f:Y — [0, 0o]
existiert eine monoton steigende Folge ( f,,) nichtnegativer Treppenfunktionen

mit f, /" finY.
BEWEIS: Fiir m e Nund £ =1,2,...,m2™ setzen wir
kE—1 k
F = {xeY‘—gf(a:)<—}
’ 2m 2m
und definieren
L falls © € Fy 1,

Jm(w) =
m, falls x € Y\ Uy Fon ke -

Offensichtlich sind f,, Treppenfunktionen, fiir die fiir alle z € Y gilt
fm(z) /" f(2). 0

Das Integral der Indikatorfunktion eines beliebigen Intervalls ist gleich sei-
ner Lénge. Demzufolge ist es natiirlich fiir das Lebesgueintegral

/ Xa dp = p(A), Ae A,
X

zu fordern. Dariiber hinaus sollten Linearitdt und Monotonie des Integrals
gelten und das System der integrierbaren Funktionen so groff wie moglich
sein. Treppenfunktionen haben immer eine Darstellung

F=Y_Bixs,
j=1

mit 8; € R, B; € A, wobei B; paarweise disjunkt sind. Im Weiteren nehmen
wir an, dass Treppenfunktionen durch eine solche Darstellung gegeben sind.
Allerdings ist diese Darstellung nicht eindeutig.
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7.3 Lemma. Seien Ay,..., A, € Aund By, ..., B, € A paarweise disjunkte
Mengen und seien oy, 3; nichtnegative reelle Zahlen. Dann gilt:

m n n
> aixa, <Y Bixs, = Z a;p(A Z
i=1 j=1 i=1

BEWwWEIS: Wir setzen oy = 60 =0, AO =X \ U:il A,L', By =X \ U?:l Bj.
Fir i € {0,...,m}, j € {0,...,n} gilt entweder A; N B; = () oder o; < 3;
und somit

m n

ZO”M ZZ%/,LA N B;j) SZZﬂ‘N(AiﬂBj)
=0 j=0 =0 j=
<> Biu(By). O
j=0

Lemma 7.3 zeigt, dass die folgende Definition des Integrals einer nichtne-
gativen Treppenfunktion unabhéngig von ihrer Darstellung ist.

7.4 Definition. Sei D € A und s eine nichtnegative Treppenfunktion mit
einer Darstellung s = Z;-lzl BixB,;, wobei B; € A paarweise disjunkt sind
und B; > 0. Wir setzen

/Dde = ZBjM(DﬂBj).

j=1

Nach Satz 7.2 existiert fiir jede nichtnegative .A-messbare numerische Funk-
tion f auf D € A eine Folge von Treppenfunktionen s, > 0 mit s, ~ f.
Beliebige Funktionen f haben die Darstellung f = f+ — f~, wobei fT, f~
nichtnegative Funktionen sind. Somit definieren wir das Lebesgueintegral wie
folgt:

7.5 Definition. Fir eine nichtnegative A-messbare numerische Funktion
f>0auf D € A setzen wir

/ fdp :=sup { / sdu f 0<s< faufD,s Treppenfunktion} .
D D

Fiir eine beliebige A-messbare numerische Funktion f auf D € A definieren
wir das Lebesgueintegral durch

/Dfdu:=/Df+du—/Df‘du,

falls wenigstens eins der Integrale auf der rechten Seite endlich ist.

Lemma 7.3 zeigt wiederum, dass die Definitionen 7.4 und 7.5 im Falle einer
Treppenfunktion f iibereinstimmen.
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7.6 Bemerkung. Sei f eine A-messbare Funktion auf D € Aund sei N C D
eine Nullmenge. Dann folgt sofort aus der Definition des Lebesgueintegrals,

dass [y fdu=0.
7.7 Bemerkung. Sei f eine auf X definierte numerische Funktion und sei
M € A. Dann folgt offensichtlich aus der Defintion 7.5

/Mfdu=/XfXMdu,
/Mf dp = /Mf dplar

wobei p|ps die Restriktion des MaBes p auf die von A auf M induzierte o-
Algebra Al ist. Also ist es keine Einschrinkung der Allgemeinheit wenn wir
im Weiteren nur Integrale iiber ganz X betrachten.

Das Herzstiick der Lebesgueschen Integraltheorie ist der folgende Spezi-
alfall des Satzes {iber monotone Konvergenz. Mit seiner Hilfe kénnen wir
beweisen, dass das Lebesgueintegral monoton und linear ist.

7.8 Satz (monotone Konvergenz). Seien f, > 0 A-messbare Funktionen
auf X mit f, / f, dann gilt:

lim fnd,u:/fdu.

BEWEIS: Die Funktion f ist als Grenzwert A-messbarer Funktionen wieder-
um A-messbar (Satz 2.9) und nichtnegativ. Also sind alle Integrale definiert.
Aus f,, < fn41 und der Definition 7.5 folgt, dass ( / < fn d,u) eine nichtfal-
lende Folge reeller Zahlen ist, deren Grenzwert wir mit « bezeichnen, d.h.
o = lim [ f, dp. Da f, < f gilt erhalten wir v < [ f dp. Falls o = o0 ist
die Behauptung des Satzes klar. Sei nun o« < oo und sei s eine Treppenfunkti-
on mit 0 < s < f. Wir werden in mehreren Schritten zeigen, dass sz dp < «
ist, was sofort die Behauptung liefert.

(a) Sei 7 € (0,1) und sei E, := {x € X|fu(z) > 7s(z)}. Dann ist
E,€A E, C E,yy und U2, E, = X. In der Tat, falls f(z) = 0 dann

n=1
ist © € Ey; falls f(z) > 0, dann ist 7s(z) < lim f,(z) und somit existiert
n—oo

ein n € N mit « € E,,. Folgerung 3.19 (ii) liefert fiir alle A € A
lim p(E,NA)=u(A).

(b) Sei s = 2?21 BixB,, wobei B; € A paarweise disjunkt sind. Dann
haben wir

k
[tanz [ gudnz [ wsdu=r [ 3 50, da
X E, E., E

nj=1

k
= TZ ,Bj,U,(Bj M En) .

Jj=1
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(¢) Wenn wir in dieser Ungleichung zur Grenze n — oo iibergehen erhalten
wir unter Benutzung von (a)

k
o> TZﬁju(Bj) = T/ sdp.
=1 X

Da 7 € (0,1) beliebig war erhalten wir o > [y s dp. O

7.9 Lemma. Seien f1, fo nichtnegative A-messbare Funktionen auf X. Dann

gilt:
[ e pydn= [ fraus [ fadu.

BEWEIS: Seien zunéchst f1, fo Treppenfunktionen. Dann gibt es paarweise
disjunkte Mengen Ag,..., A, Bo,..., B, und nichtnegative reelle Zahlen
a;, B mit |, A = U?:o Bj =X und fi =Y." jaixa,, fa = Z?:o BixB,-
Es gilt:

JREEIOLTED SO RN IEEH

=0 j=0
= Z aip(Aq) + Z Biu(B;)
i=0 =0

Im allgemeinen Fall finden wir mit Satz 7.2 Folgen von nichtnegativen Trep-
penfunktionen {sl}, {s2} mit sL  f1, s2 / fo und benutzen den gerade
bewiesenen Spezialfall sowie Satz 7.8. O

7.10 Bemerkung. Sei f nur g-messbar auf X ist, d.h. es existiert ein A € A,
so dass f auf A definiert ist und u(X \ A) = 0. Motiviert durch Bemer-
kung 2.14 und Bemerkung 7.6 setzen wir

/deu:/Afdm

falls das Integral auf der rechten Seite definiert ist.
Somit kénnen wir Lemma 7.9 auf p-messbare Funktionen erweitern.

7.11 Lemma. Seien f1, fo nichtnegative p-messbare Funktionen auf X.

Dann gilt:
[ dn= [ fidns [ pan
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Bewels: Seien f;, i = 1,2, auf D; € A definiert, wobei u(X \ D;) = 0.
Dann ist f; + fo auf D; N Dy € A definiert. Mit Bemerkung 7.10, Lemma 7.9
angewendet auf X = Dy N Dy folgt

[ [ iy

DiNDy

:/ fi dlﬂ"/ J2dp.
DiNDs DiNDy

Bemerkung 7.7, Bemerkung 7.6 und Lemma 7.9 implizieren

/ Jidp= [ fixp,np, dp+ / Jixpi\D, dp
DiNDs D D1

- ﬁw:/ﬁw.
D X

Dies und eine analoge Rechnung fiir f5 liefern dann die Behauptung. O

7.12 Definition. Die Menge aller p-messbaren numerischen Funktionen f
auf X, deren Integral definiert ist wird mit L*(u) oder L* bezeichnet. Weiter
bezeichnen wir

ﬂzcmn:{feﬁmﬂ/yvueﬁy

und sagen, dass Elemente f € L'(u) integrierbare Funktionen sind.

Die Existenz und der Wert des Integrals bleiben unberiihrt, wenn eine
Funktion auf einer Nullmenge abgeédndert wird.

7.13 Lemma. Seig € L* und f eine pu-messbare Funktion mit f = g p-fast-
tberall. Dann gilt:

fe L md[;@:wa

Die Behauptung gilt auch falls p ein vollstindiges Maj$ ist, g € L* und f =g
w-fast-tiberall.

BEWEIS: Sei g auf A € A und f auf B € A definiert, wobei u(X \ A) =
WX\ B) =0.Sei D€ Amit D C AN B so, dass f = g auf D und
w(X \ D) = 0. Dann gilt mit Bemerkung 7.10, Definition 7.5, Lemma 7.9,
w(A\ D) = p(B\ D) =0 und Bemerkung 7.6:

/ngu=/Agdﬂ=/ngu=/Dfd/~L=/deu,

und also ist [ « [ dp definiert. Sei nun p ein vollstindiges Mafl. Dann liefert
Lemma 2.15 dass auch f p-messbar ist und somit kénnen wir weiter wie eben
argumentieren. O

Die folgende Abschétzung wird sehr oft benutzt.
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7.14 Lemma (Tschebyscheff-Ungleichung). Ist f > 0 pu-messbar auf X
und [y fdp < oo, so gilt

1
S ran s e 0.

0 fiir s = 0.

n({f = s}) <

BEWEIS: Sei f auf D € A definiert mit u(X \ D) = 0. Im Fall s € (0, 00)
ist die Funktion sys>s) eine Treppenfunktion mit 0 < sx(y>s3 < f, also
folgt

su({fZS})Z/XSX{fzs}duﬁ/Dfdu=/deu-

Der Fall s = oo ergibt sich hieraus durch Grenziibergang, mithilfe von Fol-
gerung 1.17 (ii). O

7.15 Folgerung. Sei f € L*(u).

(i) Ist [ fdp < oo (baw. [y fdp > —00), so folgt f(x) < oo (bzw. f(x) >
—o0) fiir p-fast-alle v € X.

(ii) Ist f >0 und [y fdp =0, so gilt f(x) =0 fir p-fast-alle z € X.

BEWEIS: Aussage (i) folgt mit s = co aus Lemma 7.14, angewandt auf f
bzw. f~. In (ii) schlieBen wir p({f > s}) = 0 fiir s > 0 aus Lemma 7.14, also
w({f > 0}) =0 mit Satz 1.17 (ii). O

Folgende Varianten von Aussage (ii) sind oft sehr niitzlich.
7.16 Folgerung. Seien f,g,€ L'.
(i) Falls IA fdp =0 fir alle A € A, dann ist f =0 p-fast-iiberall.

(i) Aus
/Af duS/Ag dp

fiir alle A € A, folgt, dass f < g p-fast-iiberall.
BEWEIS: (i) Sei B := {f > 0}. Dann gilt

0=/deu=/Bf+du7

und Folgerung 7.15 (ii) impliziert f* = 0 fast iiberall. Analog zeigt man
f~ = 0 fast iiberall. Aus der Zerlegung f = f* — f~ folgt dann die Behaup-
tung.

(ii) Setze h:= (f — ¢g)T. Dann ist A > 0 und es gilt fiir alle A € A

OS/hduz/ - gdu<o.
A An{h>0}

Also gilt nach (i) (f —g)* = 0 fast iiberall, d.h. f — g <0 fast {iberall. O
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7.17 Satz. Es gelten:
(i) Fir f,g € LY(p) und o, B € R ist af + Bg € LY (1) und

dp = d du .
/X(Oéerﬂg)u Oz/Xf u+ﬂ/Xgu
(i) Aus f € LY(u) folgt |f| € L (1) und die Abschiitzung:

’/deu’é/xlfl .

(iii) Aus f,g € L1 (1) folgt max(f, g), min(f,g) € L' ().
(iv) Sei f u-messbar, g € LY(p) und gelte |f| < g, dann ist auch f € L (p)

und
/fdué/lfldué/gdu~
X X X

BEWEIS: (i) Wir zeigen zuerst dass [yaf du = af, fdp fir alle f € L',
a € R gilt. Fiir a = 0 ist dies trivial. Fiir beliebige o > 0 und nichtnegative
Treppenfunktionen f folgt dies sofort aus Definition 7.4. Somit folgt fiir & > 0
und beliebige nichtnegative py-messbare Funktionen f > 0 (0BdA sei f auf X
definiert)

/ af dp = sup { / sdu | 0<s<af,s Treppenfunktion}
b'e X
= sup { a/ l du ’ 0< l </fs Treppenfunktion}
x« «
=« sup { / tdu ’ 0<t< fit ’Heppenfunktion}
X

=«af fdu.
X
Auf Grund der Definition des Integrals 7.5 und (af)” = (—«)f kann auch
der Fall @ < 0 und f > 0 auf den gerade betrachteten Fall zuriickgefiihrt
werden. Der allgemeine Fall « € R, f € £! folgt nun mithilfe der Zerlegung
f = fT — f~ und der Definition des Integrals 7.5.

Es reicht also als zweites den Fall @ = 3 = 1 zu behandeln. Fiir f,g € £!
schreiben wir f = f* — f~, g = g — ¢~ und h := f + g (aufgrund von
Folgerung 7.15 ist h fast iiberall definiert und somit nach Bemerkung 2.14
p-messbar). Es gilt:

h=h"—h" =f"—f" +g"—g~

und Lemma 7.11 liefert, da alle Funktionen p-messbar und nichtnegativ sind,

/h+du+/f_du+/g_du:/f+du+/g+du+/h_d,u.
X X X X X X
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Die Behauptung folgt nun, wenn wir beachten, das th+ dp und th_ du
endlich sind. Dies ist aber der Fall, da

0<ht=(f+g) " <fr+g"

und die rechte Seite eine integrierbare Funktion ist. Analog fiir h™.
(i) Fiir f € £! gilt: |f| = f* + f~ € £ nach (i). Also

[l = | [ [
g‘/f*duM/f—du‘
/f*dwr/f dy = /|f| .

(iii) Die Behauptung folgt sofort aus (i) und (ii), wenn man beachtet, dass

max(f,g) = 3(f+g+|f—gl), min(f,g)=3(f+9-|f—9l)-

(iv) Fiir eine g-messbare Funktion f ist auch f* p-messbar und es gilt:

OS/f+du§/gdu<007
X X

da 0 < f+ < |f| <g. Alsoist f* € £! und analog zeigt man f~ € £'. Da
f=ft—f gilt, folgt f €Ll Aus f=ft — f~ < fF <|f|] < g und der
Definition des Integrals folgt sofort

/deMS/XIf\dMS/ngM- O

Aussage (iv) des vorherigen Satzes kann wie folgt verschérft werden.

7.18 Folgerung. Seien f,g p-messbar und fX fdp > —oo. Dann gilt

f < g p-fast-iberall = / fdp < / gdpu.
X X

Insbesondere ist fX g du definiert. Die entsprechende Aussage mit > gilt, falls
Jx fdu < 0.

BeEwEeis: Im Fall f, g > 0 folgt die Behauptung direkt aus Definition 7.5.
Fiir f, g beliebig haben wir

(g~ > fFYul{ft>g"}) c{f > g},

wobei alle Mengen aus A sind. Also folgt g < f~ und fT < gt p-fast-
iiberall. Somit gilt

OS/g*dué/f*du<oo und /f*dué/gﬂiu,

und die Behauptung folgt. O
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7.19 Beispiel. Betrachte fiir o € R die Funktion f: R" — R, f(x) = |z|~“.
Wir behaupten:

/ fd\" <oo & a>n, und / fdN" < o0 & a<n.
R™\B1(0) B1(0)

Zum Beweis vergleichen wir f mit der Funktion
g=> 27" xa, mit A, = {2F <[] <281}
kEZ
Es gelten die Abschitzungen
27% < f<g fra>0 bzw. 2% >f>g fira<0.

Wegen der Monotonie des Integrals reicht es also aus, die Aussagen fiir g zu
zeigen. Da Aj, = 2F Ay, folgt aus der Transformation von A" unter Streckun-
gen (Satz 6.21),

N (Ag) = (25)" A" (Ag) = 2", mit v, = A" (Ag) € (0,00).

Da die Folge der Partialsummen Zi;:o 27key 4, punktweise auf R” gegen
gXrn\B, (0) konvergiert, folgt aus dem Satz iiber monotone Konvergenz

gd\" = /2—’“*“ A"
/Rn\Bl<o> ,;) '

00 1
—— fallsa>n
— ("_O‘)k — Tn _9on—a«
=Y Z 2 = 1-2
k=0 o0 sonst.

Ganz entsprechend erhalten wir auf B;(0)

/ gd" =y /2*’“*;(,4,“ d\"
B1(0) 1
— 1 g
L e SR
k=—1 o] sonst.
Damit ist die Behauptung von Beispiel 7.19 gezeigt.

Mit dem Majorantenkriterium (Satz 7.17 (iv)) und Beispiel 7.19 folgt, dass
allgemein Funktionen integrierbar sind, deren Wachstum durch eine geeignete
Potenz |z|~“ kontrolliert ist. Genauer:

7.20 Beispiel. Ist f A"-messbar auf R™ und gilt fiir C,p, R € (0,00) die
Abschétzung

|f(2)] < C|x|~ fast tiberall in B,(0) mit « <n, bzw.
|f(z)] < Clx|™ fast iiberall in R™ \ Bg(0) mit a > n,

so ist f auf B,(0) bzw. auf R™ \ Bg(0) integrierbar.

<
<
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2.8 Konvergenzsitze

Wir wollen nun untersuchen unter welchen Bedingungen der Grenzwert mit
dem Integral vertauscht werden kann, d.h. wann gilt:

/klim frdp = klim /fk du .

Die Konvergenzséitze von B. Levi und H. Lebesgue geben mit der monotonen
Konvergenz bzw. der majorisierten Konvergenz hinreichende Bedingungen
an, die wesentlich schwécher sind als die beim Riemannintegral benétigte
gleichméflige Konvergenz.

Die punktweise Konvergenz f;, — f reicht im allgemeinen nicht aus, um
das Integral mit dem Grenzwert zu vertauschen.

8.1 Beispiel. Betrachte auf R die Indikatorfunktionen f. = 2% X[-e,e]- Es
gilt

0 fiir x £ 0

oo fiir z =0.

1. = 1 =
i 72(2) = fole) mit fo(0) {
Andererseits haben wir [, fo dA! = 5= A!([—¢,€]) = 1 fiir alle € > 0, das heif}t

d\'=0<1=1i / _d\'.
/Rfo limy Rf

N Nye
—

Eine fiir die Vertauschung hinreichende, zusétzliche Bedingung liefert der
Satz iiber monotone Konvergenz, der bereits im vorigen Kapitel in einem Spe-
zialfall fiir den Nachweis der Linearitéit des Integrals benétigt wurde. Bevor
wir ihn formulieren wollen wir noch p-fast-iiberall Konvergenzen von Folgen
p-messbarer Funktionen klarstellen. Seien f, f,,, n € N, py-messbare Funktio-
nen auf X. Wir sagen, dass f, gegen f u-fast-iiberall konvergiert in Zeichen
fn — [ p-fast-iiberall, wenn es eine Menge A € A gibt mit u(X \ A) = 0 so,
dass lim, .« fo(z) = f(x) fir alle © € A gilt. Wir schreiben f,, 7 f p-fast-
Gberall, falls zusétzlich f,(x) < fupy1(x) fiir alle € A und alle n € N gilt.
Man beachte, dass insbesondere A eine Teilmenge aller Definitionsbereiche
der Funktionen f, f,,, n € N, sein muss.
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8.2 Satz (Levi, monotone Konvergenz). Seien f, f,, n € N, p-messbare
Funktionen auf X mait f, / [ p-fast iberall und sei fol dp > —oo. Dann

gilt:
lim fndu:/fdu.

BEWEIS: Der Satz wurde schon im Spezialfall A-messbarer Funktionen
fn = 0und f, A/ f iiberall bewiesen (Satz 7.8). Der allgemeine Fall kann
darauf zuriickgefiithrt werden.

Aus f, > fi fast iiberall und f; € £* folgt mit Folgerung 7.18 f, € L* fir
alle n € N. Falls [ f, dpu = oo fiir n > ng ist die Behauptung klar. Sei also
fn € LY fiir n € N. Da f; € L! folgt mit Satz 7.17, dass g, == fn + f; € LL.
Die Folge g,, besteht aus nichtnegativen integrierbaren Funktionen mit g,,
[+ fi fast tiberall. Sei A € A derart, dass lim, . gn(z) = f(x) + f; ()
fir alle z € A und p(X \ A) = 0 gilt. Bemerkung 7.6, Bemerkung 7.10, sowie
Satz 7.8 angewendet mit X = A liefert also

n—0oo

lim gndu=/(f+ff)du~
X X

Da fo, gn, f{ € L folgt daraus

R e N KO Sy A
Da f~ < fy € LY und f+ f; = fT+ (ff — f7) liefert Lemma 7.11 und

Satz 7.17
Je=svdn= [t [ (67— )
= [rrau= [ £ aus [ g7
:/deu+/xffdu~
Somit folgt die Behauptung. 0

8.3 Bemerkung. In Satz 8.2 kann man die Voraussetzung, dass f p-messbar
ist weglassen, falls p vollstidndig ist (vgl. Satz 2.16). Alternativ kann man im
Satz 8.2 voraussetzen, dass fiir die y-messbaren Funktionen f, gilt: f, < fr41
p-fast-iiberall. Sei A € A derart, dass f,(z) < fny1(x) fiir alle z € A und
w(X \ A) = 0 gilt. Daraus folgt, dass f auf A durch f(z) := lim, o fn(x)
wohldefiniert ist und f p-messbar auf X ist (vgl. Satz 2.9). Somit gilt f,, /" f
p-fast-iiberall.

8.4 Folgerung. Fiir nichtnegative p-messbare Funktionen f, gilt

/nglfndu:g/){fndu.
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BEWwEIs: Folgt sofort aus Satz 8.2, Bemerkung 8.3 und Lemma 7.11. [

Das folgende Lemma ist von unabhéngigem Interesse, zum Beispiel in der
Variationsrechnung. Es besagt unter anderem, dass das Integral beziiglich
punktweiser Konvergenz nichtnegativer Funktionen unterhalbstetig ist.

8.5 Lemma (Lemma von Fatou). Sei (fx) eine Folge p-messbarer Funk-
tionen auf X und sei g € L. Falls fr > g p-fast-iiberall fiir alle k € N, dann
qilt
/ liminf fr dp < liminf [ fidu.
x k—oo k—oo Jx
BEWEIS: Seien fi, auf Dy € A, mit u(X \ Dy) = 0, definiert. Wir setzen
D := ;= Dj und definieren f : D — R durch f(z) := likminf fr(z). Fiir

die Folge gj := inf;>y f;, definiert auf ﬂ(f:k Dj, gilt gry1 > g auf D und
limy_ o gr = f auf D. Da nach Voraussetzung g > g € £', k € N, folgt mit
Satz 8.2 und gi < fx, k € N,

/fdu: lim/gkdugliminf/ frdp. O

8.6 Satz (Satz iiber majorisierte Konvergenz von Lebesgue). Secien
fs [ p-messbare Funktionen auf X mit fi, — f, k € N, p-fast-iberall. Es
gebe eine nichtnegative integrierbare Funktion g € LY mit supy |fr| < g u-
fast-iiberall. Dann ist f € L', und es gilt

/fdu: lim/fkd,u.
b'e k—oo Jx

Es gilt sogar || f — felloi ) = [x |f — feldp — 0O (vgl. Definition 9.7).

BEWEIS: Aus den Voraussetzungen folgt | f| = limg_ o | fx| < ¢ fast {iber-
all. Da g € L£! folgt also f,fr € L', k € N, nach Satz 7.17. Die Folge
2g — |f — fr] = 0 konvergiert punktweise fast iiberall gegen 2g. Mit Lemma
8.5 erhalten wir

[ 20du= [ tmint (2917 = fil) d
Sliknig.}f/X(Qg—\f—kad
/X2gdu—hmsup/ |f = frldp.
Somit folgt

limsup‘/fd,u /fkdu‘<11msup/ |f— frldu <0. O

k—o00
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8.7 Bemerkung. In Satz 8.6 kann man die Voraussetzung, dass f p-messbar
ist weglassen, falls u vollsténdig ist (vgl. Satz 2.16). Alternativ kann man im
Satz 8.6 voraussetzen, dass die p-messbaren Funktionen f, p-fast-iiberall
konvergieren. Sei A € A derart, dass lim, . fn(z) fiir alle x € A existiert
und p(X\A) = 0 gilt. Daraus folgt, dass f auf A durch f(z) := lim,, . fn(x)
wohldefiniert ist und f p-messbar auf X ist (vgl. Satz 2.9). Somit gilt
lim,, oo fr = f p-fast-iiberall.

8.8 Folgerung. Sei (h,) eine Folge ji-messbarer Funktionen und sei g € L*.

Falls die Reihe Z;’il hj p-fast-iberall konvergiert und sup,, Z;L:l hj‘ < g pu-
fast-iiberall, dann gilt auch
/Zhjduzz /hjdu.
X4 =X
BEWEIS: Folgt sofort aus Satz 8.6 und Bemerkung 8.7. O

Als erste Anwendung wollen wir das eindimensionale Riemann-Integral mit
dem Lebesgueintegral bzgl. des Mafles A! vergleichen. Sei I := [a, b] ein kom-
paktes Intervall und f : I — R beschrinkt. Fiir eine durch Unterteilungs-
punkte a = xg < ... < xy = b gegebene Zerlegung Z von [a, b] in Teilinter-

valle I; = [zj_1, ;] werden Ober- und Untersumme wie folgt gebildet:

N N
Sz(f) =D (up f) (e; —x5m1)  baw. Sz(f) =) (nff) (@) - j-0).

Jj=1 Jj=1

Fiir zwei Zerlegungen Z; und Z5 mit gemeinsamer Verfeinerung Z; U Z5 sieht
man leicht

ﬁzl (f) < ﬁzluzz(f) < gzluzz (f) < 322 (f) .

Die Funktion f heift Riemannintegrierbar mit Integral f: f(z)dx =S, wenn
gilt: -
supSz(f) =inf Sz(f)=S.
=z Z

Aus der Vorlesung Analysis I sind hinreichende Kriterien fiir die Riemannin-
tegrierbarkeit bekannt, zum Beispiel Stetigkeit auf [a, b]. Wir konnen jetzt die
Riemannintegrierbaren Funktionen charakterisieren. Ein positiver Nebenef-
fekt ist, dass wir so die Integrationsformeln und -regeln aus Analysis I auch
fiir das Lebesgueintegral zur Verfligung haben, jedenfalls wenn die Funktio-
nen Riemannintegrierbar sind.

8.9 Satz (Riemannintegrierbarkeit). Sei f : I — R eine beschrinkte
Funktion auf dem kompakten Intervall I = [a,b]. Dann gilt:

f Riemannintegrierbar < A ({x el | f ist nicht stetig in a:}) =0.

In diesem Fuall ist f auch Lebesgueintegrierbar, und die Integrale stimmen
iberein.
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BEWEIS: Fiir eine Zerlegung Z mit Teilintervallen I; = [x;_1,2;], 1 < j <
N, definieren wir die Riemannschen Treppenfunktionen

fz(x):= max (supf) > limsup f(y),
Jlzel; © y—ax

= i inf f) < liminf .
fz(@) = min (lg f) < liminf f(y)
Sei Ny(s) ={z €| limsup,_,,, f(y) — liminf, .., f(y) > s} fiir s > 0. Sind
Z4, Z5 beliebige Zerlegungen, so folgt f z, (2) _izl (x) > s fur alle x € Ng(s),
und hieraus mit Lemma 7.14

Sulf) =820 = [ (Fo= £2,) X = s\ (N (0.

Ist f Riemannintegrierbar, so bilden wir das Infimum iiber alle Z;, Z, und
schlieBen A'(N¢(s)) = 0 fiir alle s > 0, womit die eine Richtung der Behaup-
tung gezeigt ist.

Sei nun f Al-fast-iiberall stetig, und Z; eine Folge von Zerlegungen mit
Feinheit 6, := maxi<;<n, |zi; — i j—1] — 0. Ist f stetig in z, so folgt

fz(x) < sup  f(y)\ f(x)
ly—z[<d;

x) = inf f(y) /7 f(x)

72"’( T y—2|<é;

mit 7 — oo.

Also konvergieren fzi, f - punktweise \!-fast-iiberall auf I gegen f, insbe-
sondere ist f A'-messbar nach Satz 2.16. Wegen |f z |, If, | <sup;|f] <oo

folgt aus Satz 8.6

?Zi(f):/?zidx\le/fd/\l und ﬁzi(f):/iz d)\1—>/fd>\1.

I I [ I

Also ist f Riemannintegrierbar mit Riemann-Integral f; f(x)de = [, fd\".
O

Ein uneigentliches Integral einer Funktion f kann dann und nur dann als
Lebesgueintegral aufgefasst werden, wenn es absolut konvergiert, d.h. das un-
eigentliche Integral von | f| existiert. Dies zeigt man leicht mit Definition 7.12,
Satz 8.9 und einem Konvergenzsatz. Zum Beispiel ist das Integral fooo % dx
nicht als Lebesgueintegral definiert.

Wir kommen nun zu einer weiteren Anwendung der Konvergenzsitze,
néamlich der Frage der Stetigkeit und Differenzierbarkeit von Integralen, deren
Integrand von einem Parameter abhéngt.

8.10 Lemma (Stetigkeit von Parameterintegralen). Sei (X, A, ) ein
Magraum, U C R™ eine offene Menge und erfille f : U x X — R die
folgenden Bedingungen.:



64 2 Integration

(i) es existiert eine Nullmenge N C X so, dass fir alle Punkte v € X \ N
die Funktion f(-,x) stetig in U ist;

(ii) far allet € U ist die Funktion f(t,-) p-messbar;

(iii) es emistiert eine Funktion g € L'(n) so, dass fir alle t € U und fiir
u-fast-alle x € X gilt
[f(t,2)] < g().

Dann ist die Funktion
pU—R, olt)= [ f(t.a)du

stetig auf U.

BeWwEIS: Fiir eine Folge (t;) C U mit t; — t konvergieren die Funktionen
fx = f(tk, ) nach Voraussetzung p-fast-iiberall gegen f(¢,-), und es gilt
supgen | fx(z)] < g(z) mit g € L (). Also folgt aus Satz 8.6

o0 = [ ft)du) = Jim [ f(tz) dute) = Jim o). O

8.11 Satz (Differentiation unter dem Integralzeichen). Sei (X, A, )
ein Mafraum, U C R™ eine offene Menge und erfille f : U x X — R die
folgenden Bedingungen:

(i) es existiert eine Nullmenge N C X so, dass fir alle Punkte v € X \ N
die Funktion f(-,x) stetig differenzierbar in U ist;

(ii) far allet € U ist die Funktion f(t,-) p-messbar;

(iii) es emistiert eine Funktion g € L'(n) so, dass fir alle t € U und fiir
pu-fast-alle x € X undi=1,...,n

0if (t, x)| < g().

Dann ist die Funktion ¢(t) := [y f(t,x)du(x) auf U stetig differenzierbar
und es gilt fir allet e U undi=1,...,n

0uplt) = | Ouf(t.a) duta).
BEwEIS: Fiir t € U und h # 0 hinreichend klein gilt

p(t + hei) — (1) :/ f(t+hei,x) — f(t,x)
h X h

du(zx).
Nach Voraussetzung gilt fiir u-fast-alle z € X

lim f(t+ heiax) B f(t,SC) _ 3Zf(t,:r) )

h—0 h
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Ferner gilt fiir u-fast-alle € X die Abschétzung

f{t+ hei,x) — f(t,x)
h

h
/ Oif(t + se;,x)ds| < g(x).
0

1
< —
||

Durch Grenziibergang h — 0 erhalten wir mit Satz 8.6 die Existenz von
0;¢(t) und die Darstellung durch Differentiation unter dem Integralzeichen.
Die Stetigkeit der Ableitung ergibt sich dann aus Lemma 8.10. 0

2.9 LP-Riume

Wir fithren nun die LP-Riume ein und zeigen, dass sie Banachrdume sind.
Dies ist die wohl wichtigste Konsequenz der Konvergenzsitze.

9.1 Definition. Sei 1 < p < oo. Wir bezeichnen mit LP = LP(X, A, u) die
Menge aller p-messbaren Funktionen f mit

/ |fIP dp < 0.
X
Die Grofle

11, = 1l vy = ( [ s du) ' (0.2)

heifst LP-Norm der Funktion f € LP. Mit L = L>(X, A, ) bezeichnen wir
die Menge aller p-messbaren Funktionen f fir die eine Konstante K € R
existiert mit

lf| <K fast diberall.

Die Grifie
[fllso = Nl goe(x) = ess Sup |[f(2)] = inf {s > 0| u({|f] > s}) =0} (9.3)

heifit L>°-Norm der Funktion f € L.

Wir erinnern daran, dass (X, .4, u) ein gegebener Mafiraum ist, auf dessen
explizite Angabe wir oft verzichten werden. Wenn es sinnvoll ist, den Raum X
oder das Maf} 11 zu betonen schreiben wir £7(X) oder £P(u). Im Folgenden
werden wir zeigen, dass es gerechtfertigt ist, die in (9.2), (9.3) definierten
Groflen Normen zu nennen.

9.4 Lemma (Young—Ungleichung). Seip,q € (1,00) mit %Jr% =1. Fir
nichtnegative Zahlen a,b > 0 gilt:
a? bl

ab < — 4+ —.
p q
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BEWEIS: Sei ab > 0. Die Konkavitéit der Logarithmusfunktionen In(t) lie-
fert

P pe 1 1
In (a + ) > —Ina’ + —-Inb? =lna+1Inb=In(ad).
p q p q
Da der Logarithmus In(#) monoton wachsend ist folgt die Behauptung. [

9.5 Lemma (Hoélder—Ungleichung). Sei f € LP und g € L mit p,q €
1, 00], % + % = 1.1 Dann ist fg € L' und es gilt:

\/ fgdu\ <171, lgll, -
X

BeEWwEIs: Der Fall p = 1 ist klar. Sei also p € (1,00). Sei s = || f[[, .t = ||g]l,-
Wir kénnen annehmen, dass st > 0. Aus Lemma 9.4 mit a = |f(z)|/s, b=
|g(x)] /t folgt fiir fast alle x € X

p q
@) _ |f@)lg@)] _ @ | lg@l
st - st ~  psP qt?

Also gilt:

1 1 1 1 1

’*/fgdu‘ 37/ Ifl”du+7/ 9" du=~+~-=1,

st Jx pstJx qt? ) x p g
woraus sofort die Behauptung folgt. O

Wir zeigen nun, dass [|-||, fast die Eigenschaften einer Norm hat.
9.6 Satz. Seil < p < oo. Dann gelten folgende Aussagen:
1) |fllee =0 = f =0 p-fast-iberall.
(i) felr, XeR = AfeLll und A=A/l
(iii) f,ge Lr = fHgell und|f+gl, <Ifllp+ gl

BEWEIS: Sei zunichst 1 < p < oo. Folgerung 7.15 impliziert Aussage (i).
Weiter folgt Behauptung (ii) aus der Linearitit des Integrals (vgl. Satz 7.17).
Die Aussage (iii) fiir p = 1 folgt aus der Dreiecksungleichung in R. Sei also
p € (1,00). Da die Funktion t — #? auf [0, 00) konvex ist, gilt nun

|f+glP =27 <227 (P + gl?) -

f+gl°

2
Insbesondere ist mit f,g € LP auch f+ g € LP. Aus Lemma 9.5 folgt mit
q = ;%5 (man beachte, dass [f + glP ' e L9)

L Wir benutzen die Konvention, dass p = 1,¢ = oo in der Identitiit % + % =1
enthalten ist.
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1 1
p=1 4 Py )p( (=g 4 >q
/le\lf+9| NS</X|f| 1w /X\f+g| 1w

-1
= [I£ll, Ilf + gli;
und analog

—1 —1
/X 0117 + 9P~ da < llgl, IS + gl

Somit erhalten wir

||f+g||§=/xlf+g\p dus/X\fomp* du+/X\g||f+g|p*1 d

< (N1, + llgll, ) 1S+ gllp ™"

welches die Behauptung (iii) ist.

Im Fall p = oo ist die Aussage (i) leicht zu sehen. Um (iii) zu zeigen, sei
|f| < s fast iiberall und |g| < t fast iiberall. Dann ist |f + g| < s + ¢ fast
tiberall, woraus sofort die Behauptung folgt. Um (ii) zu beweisen nehmen wir
ohne Einschrankung A # 0 an. Es gilt dann

pIM @) > Al }) = p(1F @) > 1 fllz=}) =0,

also |[Af|lco < |A||Iflloo- Die Gleichheit in (ii) ergibt sich nun durch Anwen-
dung auf Af und %, statt f bzw. A. O

Die Ungleichung in (iii) wird Minkowski—Ungleichung genannt.

Aus der Definition 9.1 und Satz 9.6 folgt, dass die Funktion f +— ||f||p
definiert auf £P,p € [1, 00| nicht-negativ und positiv homogen ist, sowie die
Dreiecksungleichung erfiillt. Da es aber nichttriviale Funktionen g # 0 gibt
mit [|g[|, = 0ist [| - ||, keine Norm. Um dieses Problem zu l6sen geht man zu
Restklassen iiber, d.h. man betrachtet

[fl:={geLl|g=f pfast-iiberall }
und definiert den Restklassenraum
LP = LP(X, A, p) = {[f]| f € L}
Auf LP? definiert man die Operationen
1+ 1gl:=1F+g], alfl :=[of]

und die Norm
LN, = NI, -

Diese Operationen héngen offensichtlich nicht vom Représentanten ab. Aus
Lemma 7.13 folgt, dass die Norm wohldefiniert ist.
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9.7 Definition. Seil < p < co. Der lineare Raum LP? = LP(X, A, 1) besteht
aus den Restklassen [f] von p-messbaren Funktionen f mit ||[f]||, < oco. Er

P
wird mit der Norm [|[ -]||,, versehen.

Es ist iiblich nicht zwischen [f] und f sowie zwischen £P und LP zu unter-
scheiden. Demzufolge bezeichnet man die Restklassen [f] oft als Funktionen.
Wenn es sinnvoll ist, den Raum X oder das Maf} y zu betonen schreiben wir
LP(X) oder LP(u). Man kann den LP-Raum auch auf beliebigen Mengen E
aus A definieren.

9.8 Definition. Fir E€ A und f: E — R sei fo: X — R die Fortsetzung
mit fo(x) =0 fir alle x € X \ E. Wir setzen dann

LP(E)=LP(E,p) := {f:E—>ﬁ|fo EEP(X)},

und 12(E, ) i= {[f]| £ € £2(E, w)}. Durch £l o) = Nlfolll o, wird
eine Norm auf LP(E, u) definiert.

Auch hier unterscheiden wir nicht zwischen den Restklassen und den Funk-
tionen.

Das folgende Lemma stellt den wesentlichen Schritt im Beweis der Voll-
stdndigkeit von LP dar.

9.9 Lemma. Sei 1 < p < oo und fr, = S°

jo1uj mit u; € LP. Falls

E;’;l lujll;» < o0, so gelten folgende Aussagen:

(1) f(z) = limg o fr(x) existiert fir p-fast-alle v € X.
(2) felLr.

(3) IIf = frll, — 0.

BEWEIS: Wir definieren auf D € A, dem Durchschnitt aller Definitionsbe-
reiche der Funktionen u;, j € N, die Funktionen

k )
gk = _luil, 9= lu;l.
j=1 j=1

Es gilt gr < gg1 fiir alle & € N und g ()  g(x) fiir alle x € D mit k — oo.
Ausserdem sind g, gi, k € N, pg-messbar nach Bemerkung 8.3. Aus dem Satz
iiber monotone Konvergenz, Satz 8.2, und der Minkowski-Ungleichung folgt

o0
lgll, = Jim flgall, < 3 llusl, < oo
j=1

Wegen Folgerung 7.15 ist g(z) < oo fiir fast alle x. Fiir diese x ist (fk(x))keN
eine Cauchyfolge in R, also existiert f(z) = limg_ o fi(z). Ferner ist nach
Bemerkung 8.3 f u-messbar und es gilt

[fulP < gP € Lt sowie |f— fulP < 2P7H(|fP + | fil?) < 2P g".
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Aus dem Satz iiber majorisierte Konvergenz, Satz 8.6, folgt f € LP und

9.10 Satz (Riesz & Fischer). Fir 1l < p < oo ist (L?,| - ||,) vollstindig,
also ein Banachraum.

BEWEIS: Sei (fx) C LP eine gegebene Cauchyfolge beziiglich der Norm
| - [l,- Es reicht aus, eine Teilfolge anzugeben, die in LP konvergiert. Wir
betrachten zuerst den Fall 1 < p < oo, und konnen nach evtl. Wahl einer
Teilfolge annehmen:

| frs1 — fallp <27 fiir alle k € N.

Mit fo := 0 gilt fr = Z?:luj fir u; = f; — fj—1. Die Voraussetzungen
von Lemma 9.9 sind erfiillt, also konvergiert fr in LP sowie punktweise fast
iiberall gegen eine Funktion f € LP. Dies beweist den Satz fiir 1 < p < co. Sei

nun p = co. Wegen ‘ | fellne — Hfl”oo’ < || fe — filloo existiert limg oo || fi|| o -
Die Mengen

Ni = {z||fr(@)] > || fellso}
Nig = A{z || fr(x) = filz)| > | fr — fillo}
sind Nullmengen. Also ist N := (Jpo | N U U;‘jlzl Ny, ebenfalls eine Null-
menge. Fir x € X \ N gilt nun

[fe(@) = fill@)] < [[fe = fillo <& fiir k1> k(e),

insbesondere ist f(2) = limg_,o fx(x) definiert. Fiir 2 € X \ N haben wir

F@)] = Jim |fe@)] < Jim il
fila) — F@)| = Jim |fi(e) — fil@) S fi k> k(e
Dies bedeutet || floo < limg—oo || frllo, < 00 und || fx — flloc — 0 mit & — oo.
O
Im Beweis haben wir auch folgende Aussage bewiesen, die oft benutzt wird.

9.11 Folgerung. Gilt f, — f in LP, 1 < p < oo, so konvergiert eine
Teilfolge (fr,;) punktweise p-fast-iberall gegen f.

Auf die Wahl der Teilfolge in Folgerung 9.11 kann fiir p < co im Allgemei-
nen nicht verzichtet werden, wie das folgende Beispiel zeigt.

9.12 Beispiel. Jedes n € N besitzt eine eindeutige Darstellung n = 2% + j
mit £ € N und 0 < j < 2*. Betrachte die so gegebene Folge

1 fallsj2 *<a<(j+1)27F
ful) = { G+1)
0  sonst.
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Dann folgt fR fnd\' = 27F < % — 0 mit n — oco. Andererseits gilt fiir
gegebene x € [0,1) und k € N, wenn wir j := [2"z] (GauBklammer) und
n = 2F + j wihlen,

j2F<ae<(G+127F = fux)=1
Also gilt limsup,, ., fn(z) = 1fiir allex € [0, 1), d.h. die Folge f,, konvergiert
nicht punktweise \!-fast-iiberall gegen Null.
Wir wollen nun einen weiteren wichtigen Konvergenzsatz beweisen.

9.13 Satz (Konvergenzsatz von Vitali). Sei 1 < p < oo. Die Folge
(fn) C LP konvergiere punktweise p-fast-iberall gegen die p-messbare Funk-
tion f. Dann sind folgende Aussagen (i) und (ii) dquivalent:
() f €L und | fu— fllp — 0,
(ii) Mit A(A) :=limsup,, . [, |fnl?dp, A€ A, gilt:
(1) Zue >0 gibt es ein & > 0 mit \(A) < e fiir alle A € A mit u(A) < 4.
(2) Zu e >0 gibt es ein E € A mit W(E) < oo und N(X \ E) < e.
Eine Folge mit (1) und (2) heifit gleichgradig integrierbar.

BEWEIS: (i) = (ii): Es gelte f, — f in LP. Die Minkowski-Ungleichung
ergibt dann fiir jedes A € A

1 fallecay = 1 flleecay| < 1fn = Fllzecay < fa = flleex) — 0,

also folgt limy, .o || fullzr(a)y = [|fllzr(a) und somit

NA) = [ 157 d

Eigenschaft (1) gilt nach Bemerkung 11.2. Mit Es := {|f]P > §} € A gilt
nach Lemma 7.14

1
W(ED) <5 [ 117 du < oo,
X

Fiir 6 \ 0 konvergiert x x\ g, |f|? punktweise gegen Null mit Majorante |f|?,
also folgt fiir 6 > 0 hinreichend klein

A(X\sz/ P du<e.

X\Es

(ii) = (i): Seien jetzt umgekehrt (1) und (2) vorausgesetzt. Zu ¢ > 0 sei
E € A wiein (2) und 6 > 0 wie in (1) gewdhlt. Da p(E) < oo, gibt es nach
dem Satz von Egorov (Satz 2.17) ein A € Amit A C F und p(E \ A) < 0,
so dass f, = f auf A. Nun gilt

[fo = FIP < xalf = fal? + 27 (xp\& + Xm0 2) (|2 + 1 fal)
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wobei D € A, mit u(X \ D) = 0, der Durchschnitt der Definitionsbereiche
von f, fr, k € N, ist. Ferner folgt aus dem Lemma von Fatou (Lemma 8.5)
fiir alle B € A

[ <timint [ 15, dn < 2(B).
B n—oo B
Also erhalten wir mit n — oo wegen (2) und (1)

limsup ||, — fll, < 2(MX\ E) + A(E\ 4))7 < 2" 5ch O

n—oo

Bedingung (1) schlieft eine Konzentration des Integrals wie in Beispiel
8.1 aus, und Bedingung (2) verhindert zum Beispiel eine Konzentration im
,Unendlichen* wie im Beispiel

fn R—R, fn = X[n,n+1] -

Man beachte, dass fiir endliche Mafle Bedingung (2) aus Bedingung (1) folgt.
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Wir wollen nun zeigen, dass man im Falle des n-dimensionalen Lebesgue-
mafles beliebige LP-Funktionen durch stetige Funktionen approximiert wer-
den kénnen. Im Gegensatz zu allgemeinen Mafirdumen haben wir auf R™ eine
Metrik gegeben.

9.14 Definition. Sei 2 C R"” eine offene Menge. Der Triiger einer Funktion
f: 02 — R ist die Menge

spt f = {z € 2| f(x) # 0}.

Der Raum der stetigen Funktionen mit kompaktem Tréger in §2 wird mit
C{(02) bezeichnet.

Fiir K C R™ kompakt ist dist(-, K) : R" — [0,00) die Abstandsfunktion
von K, die durch dist(z, K) := inf.cx |2 — z| definiert ist. Wir brauchen die
folgenden beiden Tatsachen:

dist(+, K) ist Lipschitzstetig mit Konstante Eins. (9.15)
dist(R"\ 2,K) = inf dist(z, K) > 0. (9.16)
rER™\ 2

9.17 Satz (Dichtheit von CJ(£2) in LP(£2)). Sei 2 C R" eine offene
Menge und sei 1 < p < oo. Dann gibt es zu jedem f € LP({2) eine Folge
(fr) € C3(82) mit || f — fill, — 0.

BEWEIS: Wir zeigen die Aussage zuerst fiir f = x g, wobei ' C {2 eine A\"-
messbare Menge ist mit A" (E) < oco. Nach Satz 6.8 existiert X' C E kompakt
mit \"(E'\ K) < /2. Setze

fo:92—10 1]:mn—><1—diSt(x’K)>+.

1%

Nach (9.15), (9.16) ist f, € C°(R™) und sptf, = {z|dist(z, K) < o} eine
kompakte Teilmenge von {2 fiir p > 0 hinreichend klein. Da f, = f auf K
und |f, — f] <1, folgt
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[1ta=apaxt< [ 17, flax
n n

g@;m+umx

< )\W({x cER":0 < dlSt(J?,K) < Q}) + )\"(E \ K)
< ¢ fiir p > 0 hinreichend klein.

Sei nun f € LP(2) beliebig. Wir kénnen f > 0 annehmen, sonst betrachte
und f~. Nach Satz 7.2 gibt es eine Folge fi; < fo < ... von nichtnegativen A\"-
Treppenfunktionen auf R"™ mit limy_.o fx(2) = fo(x) fir alle z € R™; dabei
bezeichnet fy die Fortsetzung von f mit f = 0 auf R™\ {2. Es folgt fi — fo in
LP(R™) nach Satz 8.6. Da jede Treppenfunktion endliche Linearkombination
von charakteristischen Funktionen ist, ist der Satz bewiesen. O

2.10 Produktmafle und der Satz von Fubini

Wir wollen nun fiir gegebene Mafirdume (X, A, i), (Y,C,v) auf der Produkt-
o-Algebra A ® C ein Produktmafl 7 definieren, dass auf messbaren Quadern
M=AxCcXxY,Aec A, C e, durch

(M) = u(A)v(C)

gegeben ist. Der Satz von Fubini besagt dann, dass man Integrale in Produkt-
rdumen auf die Integrationen in den Faktoren zuriickfiihren kann und man
die Integrationsreihenfolge vertauschen kann.

Wir erinnern an die Defintion von Schnitten im Produktraum X x Y. Fiir
EFECXxY, undz e X,y €Y sind

E*:={yeY|(z,y) € E},
EY:={zeX|(z,y) € E}

die x- bzw. y-Schnitte von E. Die Definition des ProduktmafBes beruht auf
folgendem Satz.

10.1 Satz. Seien (X, A,u) und (Y,C,v) o-endliche Mafriume und sei
M € A®C. Dann sind die Funktionen x — v(M?®) und y — u(MY) A-
messbar bzw. C-messbar. Ferner gilt

[ vy duta) = [ ) avty). (10.2)
X Y

BEWEIS: Sei § das System aller Mengen M € A®C fiir die die Aussagen des
Satzes gelten. Sei Q das System der messbaren Quader (vgl. Definition 5.36),
d.h. Mengen der Form A x C C X x Y mit A € A, C € C. Ferner sei F der
durch Q erzeugte Ring. Da X XY € Q ist F eine Algebra. Wir werden zeigen,
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dass S eine monotone Klasse ist, die die Algebra F enthélt. Aus Satz 5.38,
Folgerung 5.9 und Satz 5.28 folgt somit AQRC = 0(Q) = o(F) = M(F) =S.
(i) Sei M = AxC € Qmit A € A, C € C, dann erhalten wir fiir die
Schnitte: M® = C falls x € A und M* = () falls * € A, sowie MY = A falls
y € Cund MY = 0 falls y ¢ C. Somit ergibt sich v(M?*) = v(C)xa(z) ist
A-messbar, und p(MVY) = u(A)xc(y) ist C-messbar. Weiterhin gilt:

/wMﬂww=/VWMM@ww
X X
— (C) p(A) (10.3)

— [ n)xew vty = [ v vty).
Y Y
Also ist Q@ C S.

(ii) Da o-Algebren A und C auch Halbringe sind, ist nach Satz 5.5 auch Q
ein Halbring. Nach Lemma 5.10 reicht es also disjunkte Vereinigungen von
Quadern zu betrachten, um F C S zu zeigen. Sei also M = |J!_; M; € F, wo-
bei M; = A; xC; € Q paarweise disjunkt sind. Aus der Definition der Schnitte
folgt sofort M* = J;"_; M € C und MY = J;_; M € A, wobei die Vereini-
gungen wiederum paarweise disjunkt sind. Da g und v Mafle sind folgt sofort
v(M®*) =31 v(Ci)xa,(x) ist A-messbar, und p(MY) =31, v(4:)xe, (v)
ist C-messbar. Die Eigenschaft (10.2) folgt aus der Linearitéit des Integrals
und (10.3). Somit ist die Algebra F in S enthalten.

(iii) Seien nun M; C ... M, C M,4;... Mengen aus S. Somit sind die
Funktionen f,(z) := v(M?) A-messbar, nicht-negativ und monoton wach-
send, und g,(y) = p(MY) C-messbar, nicht-negativ und monoton wach-
send. Aus Satz 1.17 und den Eigenschaften von Schnitten folgt sofort, dass
lim, oo fo(z) = flz) = v(UpZ; M) = v((Upe; Mn)*) A-messbar ist.
Analog folgt, dass lim, o gn(z) = g(z) = p(U,—; M¥) = n((U,2; Mn)Y)
C-messbar ist. Der Satz von Levi (Satz 8.2) angewendet auf die Folgen (f,,)
bzw. (g») und (M,) C S liefert |J;-, M,, € S.

(iv) Seien nun M; D ... M, D M,11... Mengen aus S. Wir betrachten
zuerst den Fall, dass es Mengen Xy € A, Y € C mit u(Xyp) < oo, v(Yy) < 00
und M; C X x Yy gibt. In Analogie zum Beweis von Satz 1.17 (ii) definieren
wir fp(z) == v(Yo) — v(MZF) und g,(y) := pu(Xo) — p(MY). Offenbar sind
(fn)s (gn) A-messbar bzw. C-messbar, nicht-negativ und monoton wachsend.
Hierbei wurde benutzt, dass v(Yy) und p(Xp) endlich sind. Mithilfe von (iii)
und den de Morganschen Regeln zeigt leicht man, dass (),—, M,, € S. Da
und v c-endlich sind, gibt es aufsteigende Folgen (X3) C A, (Y;) C C mit
w(Xy) < oo, v(Yy) < co. Wir setzen DF := M, N (X} x Y3). Fiir beliebiges
aber festes k € N folgt aus dem gerade Gezeigten D* := No; D € S. Die
Folge (D*)jen ist monoton steigend und somit folgt aus (iii), dass (o, D¥ €
S. Aber D* = (72, M,,) N (X x Yy) und also ist (-, M, = Uy, D* € S.

Aus (iii) und (iv) folgt, dass S eine monotone Klasse ist. Damit ist der
Satz bewiesen. O
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Das folgende Beispiel zeigt, dass auf die Bedingung der o-Endlichkeit der
Mafle im allgemeinen nicht verzichtet werden kann.

10.4 Beispiel. Fiir D = {(z,y) € [0,1] x [0,1] |z =y} C R x [0,1] gilt

/ card(D,)d\' (z) =1 #0 = / MY(D,) deard(y) .

R [0,1]

Mit I, = [B=L K] gilt D = (07, (Up_y I % Ii), also ist D € M(A) ®
M(card).

Wir koénnen nun die Existenz des Produktmafles zeigen.

10.5 Satz. Seien (X, A, pn) und (Y,C,v) o-endliche Mafirdume. Dann exi-
stiert genau ein Maf3 7 auf A® C so, dass fir alle A € A und C € C

T(AXC)=pu(A)v(C).
Das Maf$ T heifit Produktmafl von g und v und wird mit p ® v bezeichnet.

BEWEIS: Um die Eindeutigkeit zu zeigen betrachten wir zwei Mafle 7
und 7o, die die Behauptungen des Satzes erfiillen. Wir definieren das System
S :={M € A®C|7m (M) = 72(M)}. Offenbar enthélt S die messbaren
Quader Q und ist abgeschlossen unter endlichen disjunkten Vereinigungen,
da 7 und 72 Mafle sind. Somit enthélt S auch den durch Q generierten Ring
F, der eine Algebra ist, da X x Y € Q. Weiterhin folgt aus Satz 1.17, dass
S eine monotone Klasse ist (im Falle von monoton fallenden Folgen (M,,)
mit unendlichen Maf§ argumentiert man wie im Beweis von Satz 10.1 unter
Benutzung der o-Endlichkeit der Mafle). Aus Satz 5.38, Folgerung 5.9 und
Satz 5.28 folgt somit A®C = 0(Q) = o(F) = M(F) C S C A®C, d.h.
T1 — T2 aqu@C.

Um die Existenz eines ProduktmafBes zu zeigen definieren wir

(M) = /X y(M®) dp(z). (10.6)

falls M € A® C. Aus Satz 10.1 folgt 7(M) := [, p(M?¥)dv(y). Weiterhin
haben wir in (10.3) gezeigt, dass 7 ein Produktma8 ist, d.h. 7(4A x C) =
w(A)v(C) fiir alle A € A und C € C. Es bleibt zu zeigen, dass 7 ein Maf ist.
Offenbar ist 7() = 0. Fiir paarweise disjunkte Mengen M;, i € N, gilt auf
Grund der Eigenschaften der Schnitte, des Mafles v und der Folgerung 8.4
des Satzes von Levi
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10.7 Folgerung (Cavalierisches Prinzip). Seien (X, A, u) und (Y,C,v)
o-endliche Mafsrdume. Dann gilt fiir alle A € A®C
peva) = |

[ aryaute) = [ ([ xatedvty)) duto

Z/Yu(Ay)dV(y):/Y (/XXA(%y)du(fff)) dv(y).

BEWEIS: Dies folgt sofort aus der Definition des Produktmafies (10.6) und
Satz 10.1. O

10.8 Folgerung. Seien (X, A, u) und (Y,C,v) o-endliche Mafriume. Dann
sind fir alle A € A®C folgende Aussagen dquivalent:

(i) p®v(A)=0.

(i) w(AY) =0 fir v-fast alley €Y.

(iii) v(A*) =0 fir p-fast alle v € X.

Beweis: Dies folgt sofort aus der Definition des Produktmafes (10.6), der
Identitét (10.2) und Folgerung 7.15 (ii). O
Um den Satz von Fubini zu beweisen, benotigen wir folgendes Resultat:
10.9 Lemma. Seien (X, A, pn) und (Y,C,v) o-endliche MafSrdume und sei

f: X XY — R eine A® C-messbare Funktion. Dann ist die Funktion f(x,-)
C-messbar fiir alle x € X.

BEWEIS: Fiir jedes feste aber beliebige s € R und = € X gilt:

{yeY|flry) >st={(ty) e X xY|[(t.y) > s}",

woraus die Behauptung folgt, da die rechte Menge der z-Schnitt einer Menge
aus A ® C ist und somit nach Folgerung 5.31 in C liegt. O

10.10 Satz (Fubini). Seien (X, A, n) und (Y,C,v) o-endliche MafSriume
und sei f € L*(u @ v). Dann gilt:

/XXdeu®V:/X</Yf(x,y)dy(y)) dp(z)
= [ ([ st aut)) avt.

Bewels: (i) Wir beweisen die Behauptung zuerst fiir nichtnegative A ® C-
messbare Funktionen f > 0. Die Behauptung gilt fiir Indikatorfunktionen x 4,
mit A € A®C, auf Grund von Folgerung 10.7 und p®v(A) = fXXY XA du®uv.
Somit gilt die Aussage auch fiir nichtnegative Treppenfunktionen. Fiir ei-
ne nichtnegative A ® C-messbare Funktion f > 0 existiert nach Satz 7.2
eine Folge nichtnegativer A ® C-Treppenfunktionen (f,) mit f,  f auf
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X x Y. Nach Lemma 10.9 ist fiir alle z € X die Funktion f(z,-) nichtnega-
tiv, C-messbar und die nichtnegativen C-Treppenfunktionen f,(x,-) erfiillen
fulx,:) / f(x,-). Der Satz von Levi (Satz 7.8) impliziert fiir alle x € X

/ ful) duly) / f(x,y) dv(y) . (10.11)
Y Y

Da f,, Treppenfunktionen sind, ist die linke Seite nach Satz 10.1 A-messbar,
woraus mit Satz 2.9 folgt, dass auch die rechte Seite A-messbar ist. Aus dem
Satz von Levi, der schon bewiesenen Behauptung fiir nichtnegative Treppen-
funktionen, erneut dem Satz von Levi und (10.11) folgt

/ fdp®v= lim fndup@v
XxXY

Jn [ ([ e ) aute)
/ (nan;c/fnmydu )d (2)
=/X (/Yf(x,y)dV(y)) dp(x) -

Fiir vertauschte Rollen von p und v argumentiert man entsprechend.

(ii) Sei nun 0 < f € L*(u ® v). Dann gibt es D € A® C so, dass f auf D
definiert ist und p®v((X xY)\ D) = 0. Auf Grund von Bemerkung 7.10 ist
also [y .y fdu®v = [, fdu®v. Wir betrachten die durch f(z,y) = f(z,y)
falls (z,y) € D, und f(z,y) = 0 falls (z,y) ¢ D, definierte Fortsetzung f, die
nach Bemerkung 2.14 A ® C-messbar ist. Da f > 0 gilt auf Grund von (i) die
Behauptung des Satzes fiir f. Dies und Lemma 7.13 liefert

/ fdu@yz/ fdp®v
XxY XxY

= [ ([ Fwniuta)) avto).

Insbesondere ist die Funktion y — fX x,y) du(x) C-messbar. Da f(z,y) =
f(z,y) fir alle y € Y, 2 € DY und f(=, y) =0firalley €Y,z e X\ DY,
folgt

/ Fy)du() = [ fley) dutz).
X Dv

Aus p®@v((X xY)\ D) = 0 und Folgerung 10.8 folgt, dass es eine Menge
N € N(v) gibt so, dass p(X \ Dy) =0 fﬁr alle y € Y \ N. Somit gilt
wiederum mit Bemerkung 7.10 [y f(z,y) du(z) = [, f(z,y du( ) fiir alle
y € Y\ N und die auf Y \ N definierte Funktlon Y — fX x,y) dp(z) ist
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also v-messbar. Weiterhin haben wir [ ( [, f(z,y)du(z)) dv(y) = 0, da
v(N) = 0. Aus diesen Uberlegungen folgt

([ Fem i) avt = [ \N( [ stenie) anty
- [ ([ s adut) o),

wobei wir im letzten Schritt Bemerkung 7.10 auf die v-messbare Funktion
y— [ + f(z,y) du(r) angewendet haben. Fiir vertauschte Rollen von y und
v argumentiert man entsprechend. Somit ist der Satz fiir 0 < f € L*(u ® v)
bewiesen.
(iii) Sei nun f € L*(n®v) beliebig. Sei zum Beibpiel fXXy f_ d,u®1/ < 0.
Aus (11) folgt 1nsbesondere dass die Funktionen H(y) := [ f1(x,y) du(x),
= [ /7 (z,y) du(x) v-messbar sind, und dass

/Xxyf‘du®v=/ (/f (. y) dus( ))dv()

Also ist G 6 L'(v). Nach Folgerung 7.15 gibt es eine v-Nullmenge N C Y
mit fX (,y)du(z) < oo fiir alle y € Y \ N. Folglich ist das Integral
fX x,y) du(zx) fir alle y € Y \ N definiert, und die Funktion

— [ f)duta) = Hw) - G
X
ist v-messbar. Ferner gilt

/Y</Xf(x7y)dﬂ(a:)> a(y /(/f () ds( )) dvly) <

Somit ist £~ € L£}(v) und also F € £*(v). Aus der punktweisen Identitét
Ft +G = H + F~, Lemma 7.9, der Definition des Integrals [, F'dv und
G, F~ e LY(v) folgt [, Fdv = [, Hdv — [, Gdv. Dies und (ii) liefert also

L ([ r@maua) a)
/(/f*wydu )> /(/f (z,y) du( ))dV(y)
:/Xfoer'u@V_/Xfo_d'u@V

:/ fdp®@v.
XxXY

Damit ist der Satz von Fubini bewiesen. O
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10.12 Bemerkung. Die Voraussetzungen des Satzes von Fubini sind fiir
1 @ v-messbares f erfiillt, falls f > 0, oder wenn

/}((/Y|f(x,y)|du(y)>du(x) < 0o bzw. /Y(/XU(%y)mu(x)) dv(y) < .

Dies ist klar fiir f > 0. Sei zum Beispiel das zweite Integral endlich, dann ist

. tansr= [ ([ 1l ) a) <.

und somit ist f integrierbar beziiglich y ® v nach dem Majorantenkriterium
(Satz 7.17 (iv)).

10.13 Beispiel. Wir betrachten dem Mafraum ([0, 1], M(A)[j0.17, Aj0,17)
und das dadurch auf [0,1] x [0,1] C R x R definierte ProduktmaB A|j 1) ®
Ajo,17- Obwohl M|j 1) vollsténdig ist, ist A'[jg1] @ A|[0,1) nicht vollstéindig.
Fiir y € [0,1] und M & M(X")]jg 1 setzen wir A := {(z,y) € RxR|z € M}.
Aus Folgerung 5.31 folgt, dass A & M(A!)|0,1] @ M(A!)|j0,1), da AY = M &
M(AY)|j0,1]- Andererseits ist A C [0,1] x {y} und [0,1] x {y} ist offenbar eine
)\1|[071] ® )\1|[071]—Nullmenge.

Das vorherige Beispiel zeigt, dass im Allgemeinen das Produktmafl u ® v
nicht vollstdndig ist. Somit ist Satz 10.10 nicht geeignet um die Berechnung
von Integralen beziiglich des Lebesguemafles A" auf n Integrationen beziiglich
des eindimensionalen Lebesguemafes A! zu reduzieren. Um diese Situation zu
behandeln betrachten wir die Vervollstindigung des Produktmafles. Wir be-
zeichnen mit (X XY, A®C, 4 ® v) die in Satz 1.20 konstruierte Vervollstandi-
gung des Mafiraumes (X XY, AQC, u®v). Es gilt folgende Charakterisierung
von (X x Y,ARC, p®@v).

10.14 Satz. Seien (X, A, u) und (Y, C,v) vollstindige, o-endliche Mafrdiume.
Sei Q der Halbring der messbaren Quader aus X XY und \ das durch die
Einschrinkung des Produktmafes p®@v auf Q gegebene Primaf. Seit die Ca-
rathéodory-Fortsetzung von A aus Satz 5.21. Dann ist (X XY, AQC,u®@v) =
(X X K M(T)v T|M(T))'

BewEIs: Aus Bemerkung 5.22 folgt, dass 7|,y die auf M(7) eindeutige
Vervollstindigung des Mafles 7|, (g) ist. Da 0(Q) = A ® C und das Produkt-
mafl ;4 ® v eindeutig auf A ® C ist (Satz 10.5) haben wir 7|,(g) = p ® v.
Damit ist der Satz bewiesen. O

Wenn wir den vorherigen Satz auf das Lebesguemafl anwenden, erhalten
wir sofort.

10.15 Folgerung. Das Lebesguemaf A" % auf M(N"tF) ist die Vervollstin-
digung der Produktmafes der Lebesquemafe A" auf M(N") und \F auf
M), d.h. XPHE = \m @ 2k,
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Somit ist die folgende Variante des Satzes von Fubini in Anwendungen sehr
hilfreich.

10.16 Satz (Fubini). Seien (X, A, u) und (Y,C,v) vollstindige, o-endliche
Mafriume und sei f € L*(u®v). Dann ist die Funktion f(x,-) v-messbar
fiir p-fast-alle x € X und die Funktion f(-,y) u-messbar fiir v-fast-alley € Y.

Weiter gilt:
fo 1= [ (fren o) e

= [ ([ s au) ant.

BEWEIS: Wir beweisen die Behauptung zuerst fiir Indikatorfunktionen. Fiir
M € ARC existieren disjunkte Mengen A und N so, dass M = AU N mit
Ae A®C, N C Be€ A®C und p®@v(B) = 0. Satz 10.10 und Folgerung 7.15

liefern
/ xB(z,y) du(r) =0
X

fiir v-fast-alle y € Y. Da p vollstindig ist, ist xn (-, y) fiir v-fast-alle y € Y
p-messbar und somit gilt mithilfe des Majorantenkriteriums (Satz 7.17 (iv))

/ xn (7, y) dp(z) = 0
X

fiir v-fast-alle y € Y. Somit ist die Funktion y — [\ xn(z,y)du(z) v-
messbar. Auf Grund der Definition der Vervollstdndigung des Mafles y ® v,
des Satzes 10.10 und xas = x4 + xn erhalten wir

/ X dp® v = p@®v(M) = p® v(4)
XxXY

- [ ([ xatedute)) dvto
- [ ([t anta)) avto).

Fiir vertauschte Rollen von p und v argumentiert man entsprechend.
Danach geht man wie im Beweis von Satz 10.10 vor, wobei man die folgende
Modifikation von Lemma 10.9 benutzen muss: Seien (X, A, p) und (Y,C,v)
vollstiandige, o-endliche Mafiriume. Sei f A ® C-messbar, dann ist fiir u-fast-
alle x € X die Funktion f(z,-) C-messbar. O

10.17 Beispiel. Wir berechnen das Lebesguemafl a,, = A"(B1(0)) der n-
dimensionalen Kugel B1(0) = {z € R™|[z] < 1}. Aus Satz 10.16 folgt mit
der Substitution y = cos ¢}
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1
ay, = / M {z e R 2| < V1—92}) d
-1

1 T
= Q1 / (1-— yz)%1 dy = a1 / sin” vdd =: a1 A, .
—1 0

Durch partielle Integration ergibt sich die Rekursionsformel A,, = "T_lAn_Q
fiir n > 2, wobei Ag = 7 und A; = 2. Es folgt
k
2k — 1 1
A= == 5 Ao = 1;[
k
2k 2
A =—— ... = =
T 2k 1 3 1;[
Also gilt Aggy1 A2k = 2k+1 bzw. Aoy Aox—1 = 7, und somit
ok
g = (AgpAog—1) ... - (A2 Ar)ag = R
(Asjes1Asr) (A5 Ay) i
A2k+1 = 2k+142k) - .0 (A3 A2)01 = .
(k+Hk-1%4)-...- 3

10.18 Beispiel. Ein Beispiel, wo die iterierten Integrale existieren aber ver-
schieden sind, ist

// (TR dydx— // "T_y d:vdy:7r
(z

Beachte dabei, dass der Integrand durch f(z,y) = 0,0, arctan £ oY > 0,
gegeben ist und 0, arctan% = ﬁ, 0y arctan £ v T e +y2 gilt. In diesem
Fall folgt aus dem Satz von Fubini, dass das Integral beziiglich des (ver-
vollstiindigten) Produktmafes nicht existiert. Es kommt aber auch vor, dass
die iterierten Integrale gleich sind, und dennoch das Integral beziiglich des

(vervollstandigten) Produktmafles nicht definiert ist:

1,1 1 g1
Ty Ty
———==drdy = ———= dydz =0,
/_1/_1 (z +y?)? r /_1/_1 (22 +9?)? e

aber das A\?-Integral iiber [—1,1]? existiert nicht wegen

ry 2
fo s e = [ [} o

/(1 : )
=—= - — dy = o0
2 Jo \y 1492

~ |
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10.19 Beispiel. Sei p ein o-endliches Mafl auf X und f : X — [0, 00] sei
p-messbar. Ist die Funktion ¢ : [0,00] — [0, 0] stetig mit ¢(0) = 0, sowie
auf (0,00) stetig differenzierbar mit ¢’(t) > 0, so gilt

[ etr@auta) = [ T plfe € X | fla) > 1)) de
X 0

Betrachte dazu den Subgraph E = {(z,t) € X x [0,00)|t < f(z)}. Die
Funktionen (x,t) — t, (z,t) — f(x) und (z,t) — ¢'(t) sind y ® A\ -messbar.
Folglich ist auch E u® A'-messbar und die Funktion (x,t) — ¢’ (t)xg(z,t) ist
1t ® M-messbar. Aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
und dem Satz von Fubini folgt

/Xw( // t) xg(x,t) dt du(z)

/w()d(u@@/\)( )

/ / t) xe (z,t) du(z) dt
:/O Pty p({r e X|flz)>t})dt

Fiir ¢(t) =t? mit p > 0 und f: X — R p-messbar folgt zum Beispiel

[P = [ petutte s 1rtw) > o) a
X 0

Als weitere Anwendung des Satzes von Fubini zeigen wir die folgende Ver-
sion der partiellen Integration im R™.

10 20 Satz (Partielle Integration). Seien f,g € CY(R™) mit f,0,;f €
") und g,0;9 € LY(R™) fir ein j € {1,...,n}, und p,q € [1,00] mit
= 1. Dann gilt

/n(ﬁ fgd\" = — / f(059) dX".

BEWEIS: Es reicht aus, die folgende Behauptung zu beweisen:

Lr(
_|_

Q=

1
P

djhdL™ = 0 fiir alle h € C*(R™) mit h,d;h € L*(R™). (10.21)
R
In der Tat folgt aus den Voraussetzung an f, g und der Holderschen Unglei-
chung fg € L'(R™) sowie 9;(fg) = (0;f)g + f(0;9) € L'(R™), also ergibt
sich aus (10.21) fiir h = fg

0= [ 0;(fg)dr" = / @, Dgd\" + [ £(@;9)dx",

Rn n R
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und die Behauptung des Satzes ist bewiesen. Wir zeigen (10.21) zunéchst
unter der Annahme, dass es ein R > 0 gibt mit h(xz) = 0 fiir |z;| > R. Der
Satz von Fubini ergibt fiir z = (£, 2,) € R"™1 x R

. 0;h(z) dx://Rn lajh(g,xn)d/\"—l(g) A\ (z,)
/Rn 1/3h§,xn YA (z,,) AA"L(€) .

Fiir j = n ist das rechte Integral Null nach dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung, und fiir 1 < 5 < n — 1 verschwindet das mittlere
Integral nach Induktion. Ist A beliebig wie in (10.21), so wihle ¢ € C§°(R)

mit 0 < ¢ <1 sowie
(1) = 1 fiir [t] <1,
U700 it > 2

und definiere ng(z) = ¢(x;/R). Dann ist (ngh)(z) = 0 fiir |z;| > 2R, und
es folgt

/n NrO; f d\" = — / (0jmr) fdN"™.

Nun gilt ng(z) = 1 fur |z;| < R, insbesondere ng — 1 und d;nr — 0
punktweise auf R™ mit R — co. AuBerdem haben wir mit C' := max |¢’| die
Abschéitzungen

(@) < 10,5 € DR wd @) )| < T17] € IR,

Behauptung (10.21) folgt nun mit R — oo aus dem Konvergenzsatz von
Lebesgue. O

10.22 Folgerung (Partielle Integration). Sei (2 C R™ ein offenes Gebiet.
Fiir f € C(2) und g € CY(2) gilt

/(6fgd)\”* /f ig)d\"  firj=1,...,n.
Ist X € C1(02,R") so gilt aufferdem
/ (grad f, X) dA" = — / F(div X) dA™.
2

BEWEIS: Nach Voraussetzung ist fg € C}(£2), also fQ (fg)dz = 0. Die
zweite Fassung folgt durch Ausschreiben in Koordinaten aus der ersten. [

Die Verallgemeinerung des Satzes von Fubini auf kartesiche Produkte mit
endlich vielen (statt nur zwei) Faktoren soll hier nicht ausgefiihrt werden.
Der Satz von Fubini wird durch Induktion iiber die Anzahl der Faktoren ver-
allgemeinert, wobei die Reihenfolge der Integrationen beziiglich der einzelnen
Variablen beliebig gew#hlt werden kann.
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2.11 Der Satz von Radon-Nikodym

Ziel diese Abschnitts ist eine Charakterisierung der Mafle, die bzgl. eines ge-
gebenen Mafles eine Dichte besitzen. Als erstes betrachten wir die Integration
einer nichtnegativen Dichtefunktion {iber Mengen aus einer c—Algebra.

11.1 Satz (Maf3 mit Dichtefunktion). Sei (X, A, u) ein Mafiraum, und 0
eine nichtnegative p-messbare Funktion auf X. Dann ist die auf A definierte
Mengenfunktion

v(A) ::/Hdp:/ Oxadu, Aec A,
A X

ein Maf, das mit g bezeichnet wird. Es gelten folgende Aussagen:

() w(A)=0 = pe(A)=0.

(i) fX fdug = fX fOdu fir alle p-messbaren nichtnegativen Funktionen f.
Man nennt 6 die Dichte von v bzgl. p.

BeEwers: Ist A = [J;o; A; mit A; € A paarweise disjunkt, so folgt mit
monotoner Konvergenz (Folgerung 8.4)

o) = [ oxadi= [ S oxadu=Y [ oxadu=3" v,
X X =1 i=17X i=1

Wegen xy = 0 ist v()) = 0, d.h. v ist ein MaB auf A. Fiir 4(A) = 0 folgt mit
Bemerkung 7.6

1o (A) Z/Aedu=0-

Weiter gilt fiir A € A

/ XA dpg = po(A) = / xa0dj.
X X

Damit folgt (ii) fiir alle nichtnegativen Treppenfunktionen . Fiir eine belie-
bige p-messbare Funktion f > 0 wihle eine Folge nichtnegativer Treppen-
funktionen ¢ mit ¢ " f u-fast-iberall nach Satz 7.2, und schliefle wieder
mit monotoner Konvergenz

/fdugz lim/gokdugz lim/apkﬁdu:/fﬂdu. O
X k—oo Jx k—oo [x X

11.2 Bemerkung. Ist zusiitzlich 6 integrierbar, d.h. § € £(u), so lisst sich
Aussage (i) von Satz 11.1 wie folgt verschirfen: zu jedem ¢ > 0 gibt es ein
0 > 0 so, dass fiir A € A gilt:

WA <8 = pg(A) <e. (11.3)
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Denn mit 6, = min(0, k) gilt die Abschitzung

,ug(A):/Aed,u:/A(H—Hk)du—i—/Adeug/X(O—Gk)du—&—ku(A).

Nach Satz 8.2 konnen wir k € N hinreichend grof3 wéhlen so, dass

/(G—Qk)du:/Gdu—/gkd,u<s/2.
b'e b'e X

Die Bemerkung folgt fiir u(A) < ¢/(2k) =: 0.

Aus Satz 11.1 (i) folgt, dass nicht beliebige Mafle eine Dichte besitzen
konnen. Die Implikation aus Satz 11.1 (i) spielt im Weiteren eine grofie Rolle
und deshalb geben wir ihr einen Namen.

11.4 Definition. Seien (X, A, u), (X, A,v) Mafirdume. Wir sagen, dass v
absolutstetig bzgl. p ist, in Zeichen v < u, falls v(A) = 0 fiir alle A € A mit
w(A) = 0.

Wir werden im Wesentlichen zeigen, dass aus v < u die Existenz einer
Dichte 6 folgt, so dass v = pyg.

11.5 Lemma. Seien (X, A,0), (X,A,v) endliche Mafriume, so dass
v(A) < o(A) fir alle A € A. Dann existiert eine nichtnegative Funktion
0 € L?(0), so dass fir alle A € A

u(A):/AH do .

BEWEIS: Fiir alle g € L?(0) existieren nach Satz 7.2 J nichtnegative Trep-
penfunktionen g, mit g, /' |g|?> o-fast-iiberall und v-fast-iiberall. Satz 8.2,
die Definition des Integrals von Treppenfunktionen sowie v(A) < o(A) im-

plizieren
/|g|2da.:]im/ gndath/ gndI/:/|g|2dl/,
X X X X

d.h. g € L*(v). Insbesondere folgt

/hdaz/ hdv (11.6)
s X

fiir alle nichtnegativen Funktionen h € L!(c). Da v endlich ist, folgt mit der
Holderschen Ungleichung (Lemma 9.5)

| [ai|< [ lgldv <000 gl < o0 (11.7)
X X

fiir alle g € L?(0). Somit kénnen wir fiir alle g € L?(o) definieren
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J(g) ::/ |g|2d0—2/gd1/,
X X

d.h. J ist ein Funktional auf L?(o), d.h. J ist eine Funktion, die auf Funktio-
nen aus L?(o) definiert ist. Mit (11.6) erhalten wir

J@)z/Nm%w—2/deu
b's b's
z/Wm%w—2/dea
b'e b's
= [ (9P = 1~ 1do 2 ~0(xX) > —o0,
b'e
da o ein endliches Maf} ist. Also folgt
c:=inf{J(g)|g € L*(0)} € R,

und somit gibt es eine Folge (f,) C L?(c) mit J(f,) — c. Man rechnet leicht
nach, dass fiir alle g, h € L?(0) gilt

1 1
lo— 1B =J(0) + 700 27 (5a+1)
Daraus folgern wir

%/lfj_flf‘zdaSJ(fj)-‘v-J(f/C)—20—>O7

d.h. (fx) ist eine Cauchyfolge in L?(o). Nach Satz 9.10 existiert ein f € L?(0)
mit f — f in L?(0). Aus (11.7) folgt auch [y frdv — [y fdv und somit
J(fx) — J(f) = c. Da o(A) < oo folgt f +txa € L*(o) fiir alle A € A und
t € R und also

J(f) < J(f +1txa).

Daraus folgt

0< J(f+txa) = J(f)

:2t/ fXAd0+t2/ xida—%/XAdV
bl X
=2t </ fdo— V(A)) +t20(A).

A

Eine einfache Fallunterscheidung (¢ > 0, ¢ < 0) liefert fiir ¢ # 0
1
| [ o= v()] < 5lHota).
A 2

Der Grenzwert |¢t| — 0 liefert die Behauptung. O
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11.8 Bemerkung. Das vorherige Lemma ist im Spezialfall des Rieszschen
Darstellungssatzes fiir Hilbertraume. Durch

o= [0

wird auf L?(o) ein lineares stetiges Funktional definiert. Da L?(o) ein Hilber-
traum ist, d.h. ein Banachraum mit Skalarprodukt (f, g)2 := [ fg do, besagt
der Rieszsche Darstellungssatz, dass es eine Funktion f € L?(o) gibt, so dass
fiir alle g € L*(0) gilt:

F(g) = (f,9)2= /ng do.

Wenn mann nun g = ya,A € A, wihlt, erhdlt man die Behauptung aus
Lemma 11.5

11.9 Lemma. Sei (X, A) ein Maffraum, seien p,v Mafe auf A und sei
o:=pu+v. Falls f € L*(0), dann ist f € L*(p) N L*(v) und es gilt

/dea:/xfdu—k/xfdu.

BEWEIS: Sei f o-messbar, d.h. es existiert einen Menge D € A so dass
f: D — R A|p-messbar ist und ¢(X \ D) = 0. Aus den Voraussetzungen
folgt u(X\ D) = v(X\D) = 0 und somit ist f auch pg-messbar und v-messbar.
Um die Behauptung zu beweisen, betrachten wir zunéchst eine nichtnegative
Treppenfunktion s > 0, d.h. s = > | x4, mit oy >0, A; € A. Es gilt

n

/XsdU:Z::aio(Ai):Zai(u(Ai)—i-u(Ai)):/Xsdu-i-/xsdy.

i=1

Sei nun f > 0 o-messbar. Folgerung 7.2 liefert die Existenz von Treppenfunk-
tionen s, > 0 mit s,, /' f o-fast-iiberall. Mithilfe des Satzes von Levi (Satz
8.2) erhalten wir

/fdaz lim S$p do = lim (/ Sn d,u—&—/ Sn dl/)
X n—ee Jx n—oo \Jx X
:/fdu+/fd1/.
X X

Fir allgemeine Funktionen f € L£*(o) folgt dei Behauptung mithilfe der
Zerlegung f = f+ — f~. U

11.10 Satz (Radon-Nikodym). Seien (X, A, ), (X, A,v) endliche Maf-
raume mit v < pu. Dann gibt es eine eindeutige nichtnegative Funktion

0 € L'(u), so dass
v(A) :/ 0 du
A

fiir alle A € A.
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BEWEIS: Wir zeigen zuerst die Eindeutigkeit von 6. Seien also 0 < 64,0, €

L' (i) so, dass
V(A>:/¢91 d,u:/Hg d,u
A A

fiir alle A € A. Daraus folgt 0 = fA 01 — 05 dp fiir alle A € A und Folge-
rung 7.16 liefert 6; = 0o p-fast-iiberall, d.h. [#;] = [f2] und somit sind die
Funktionen 61,6, als Elemente aus L' () identisch.

Um die Existenz zu zeigen, definieren wir durch o := p + v ein Maf} auf
A.Dav(A) <o(A) = u(A) +v(A), folgt aus Lemma 11.5 die Existenz einer
nichtnegativen Funktion 0 < w € L?(o) so, dass

v(A) = / w do (11.11)
A
fiir alle A € A. Dies und die Definition von o liefern
Og/de:V(A)ga(A):/ 1do.
A A

Folgerung 7.16 impliziert somit 0 < w < 1 o-fast-iiberall. Wir wahlen nun
einen Représentanten von w und setzen E := {w = 1}. Aus

V(E) = /Ew do = o(E)

und der Definition von o folgt p(E) = 0. Da v < u erhalten wir v(E) = 0.
Also ist auch o(F) = 0 und wir haben gezeigt, dass 0 < w < 1 o-fast-iiberall.
OBdA koénnen wir also annehmen, dass

0<w<l iiberall auf X . (11.12)

Da o endlich ist, wissen wir auch, dass w € L!(o). Lemma 11.9 liefert also
w € LY(pu) N LY (v) und wir erhalten fiir all A € A

/XAdV:V(A):/XAde:/XAwdqu/XAde,
X X X X

oder anders geschrieben

/XAwdu:/XA(lfw)dy.
X X

Mithilfe des {iblichen Vorgehens, d.h. Approximation mit Treppenfunktionen
(Satz 7.2) und des Satzes von Levi (Satz 8.2) folgern wir also fiir alle -

messbaren g > 0
/ gwd,u:/ g(1 —w) dv
X X

(man beachte, dass aus v < p folgt, dass g auch p-messbar ist).
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Wenn wir hierin nun g = g4 = 1X7A, A € A wéhlen, was aufgrund von
—w

(11.12) wohldefiniert ist, erhalten wir
w 1—w
XA T dp = XA dv = xAdv
X —w X l-w b'e

w
/Ail _wdu— v(A).
w

setzen folgt die Behauptung, da 0 < 6 und

d.h.

Wenn wir nun 6 :=

—w
/9dﬂ=l/(X)<OO.
X

Insbesondere ist 0 € L' (u). O
Die Funktion 6 aus Satz 11.10 nennt man Dichte oder Radon—Nikodym
Ableitung von v bzgl. v. Diese wird manchmal mit j—; bezeichnet.

11.13 Satz. Sei (X, A) ein Mafraum, und seien p,v endliche Mafe auf A.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) v<u
(ii) Es existiert eine nichtnegative Funktion 0 € L'(u) so, dass fiir alle A €

A
V(A) zA/e dp.

(i) Fir alle e > 0 existiert ein 6 > 0 so, dass fir alle A € A aus u(A) < o
folgt v(A) < e.

BewEIs: Die Implikation (i) = (ii) ist gerade Satz 11.10. Die Implikation
(ii) = (iii) wurde in Bemerkung 11.2 bewiesen, und die Implikation (iii) =
(i) ist sofort klar. O

Wir wollen nun noch Satz 11.10 auf o-endlich Mafle verallgemeinern.

11.14 Satz. Sei (X, .A) ein Mafraum, und seien u, v o-endliche Mafle auf A
mit v < p. Dann gibt es eine nichtnegative p-messbare Funktion 6 € L*(p),

so dass fiir alle A € A
v(A) = / Odu .
A

Die Funktion 0 ist eindeutig bis auf u-fast-iiberall Gleichheit.

BEWEIS: Da p und v o-endlich sind, gibt es monoton wachsende Folgen
(An), (Bn) € A mit p(A,) < oo,v(Bp) < oo, n € N, und (J,,cnAn =
Unen Bn = X. Wenn wir C, := A,,N B, setzen, dann ist auch die Folge (Cy,)
monoton wachsend und es gilt u(C,) < oo, v(Cp) < oo, sowie [ J,, .y Crn = X.
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Wenn wir p, := ple,, vn := v|c, und A, := A|¢, setzen, sind p,,, v, offenbar
endliche Mafle auf A,, mit v, < fi,.

Satz 11.10 liefert also die Existenz nichtnegativer Funktionen 6,, € L*(u,,),
so dass fiir alle M € A,

V(M) = /M O dpiy, -

OBdA kénnen wir annehmen, dass 0,, auf ganz C), definiert, nichtnegativ und
An—messbar sind. Wir definieren 6,, := 0,, auf C,,, 6,, = 0 sonst. Offenbar sind
0, : X — [0, 00] A-messbar und fiir alle M € A, gilt

vp(M) = /Mgn dpy, .

Es gilt 0 < 0,, < 0,41. Da ppii|o, = ptn und vy11|c, = v, folgt fiir alle
MeA, C A,

/ gn d,un = Vn(M) = Vn-‘rl(M) :/ an—i—l d/f’fn—i—l :/ 5nd,un .
M M M

Somit ist 0,, = @,,.H p-fast-tiberall auf C,. Da auch 6, =0 < §n+1 auf
X\ C, gilt, ist O(x) := lim§,,(z) auf X wohldefiniert. Insbesondere ist § nach
Satz 2.9 p-messbar (vgl. Bemerkung 8.3). Fir M € A setze M,, := M N C,,.
Offenbar ist die Folge (M,,) monoton wachsend und es gilt |J,, oy Mn = M.
Satz 1.17 liefert also

vp(My) =v(M,) / v(M).

Andererseits folgt augrund der Definitionen von M,, und pu,,, sowie dem Satz
von Levi (Satz 8.2)

Vn(Mn) :/ XMngn d,Ll,n :/ XM,,,gnd/L:/ XJVIgnd/u'
X X X

:/ Opdp — /Gdu
M M

Da der Grenzwert eindeutig ist, liefern die letzten beiden Konvergenzen die
Behauptung des Satzes. O

Um den allgemeinen Fall, d.h. v ist nicht absolutstetig bzgl. ;1 behandeln
zu konnen benotigen wir folgenden neuen Begriff.

11.15 Definition. Seien (X, A, pn) und (X, A,v) Mafriume. Wir sagen,
dass die Mafle p und v zueinander singular sind, im Zeichen p L v, falls
es einer Menge M € A gibt mit u(M) =v(X \ M) = 0.

Beispiel. Das Lebesguema$l A' und die Einschriankung des Diracmafes in
der Null §y auf die Lebesgue-messbaren Mengen sind zueinander singulér.
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11.16 Satz (Zerlegungssatz von Lebesgue). Sei (X, A) ein messbarer
Raum und seien p ein Maf und v ein o-endliches Maf$ auf A. Dann existiert
eine eindeutige Zerlegung v = v, + vg mit v, < pu und vs L p. Man nennt
v, den absolutstetigen Teil von v und vy den singuldren Teil von v (relativ
2uv).

BEWEIS: (i) Wir betrachten zuerst den Fall, dass v endlich ist und setzen
c:=sup{v(B)|Be€A, uB)=0}.

Offenbar ist ¢ € [0,00) und somit gibt es Mengen B; € A, j € N, mit
(Bj) = 0 und v(B;) — c. Fir M := |JjZ, B; erhalten wir (M) = 0 und
v(M) = ¢, dac > v(M) > v(Bj) — c. Wir definieren den absolut stetigen
und singuldren Teil von v fiir A € A durch

ve(A) :=v(A\ M), vs(A) :=v(ANM).

Offenbar ist v, = v, + vs. Weiterhin haben wir v L p, da (M) = 0 und
vs(X \ M) = v(X \ M)N M) = v(0) = 0. Um zu zeigen, dass v, < p
betrachten wir zuerst Mengen B’ € A mit B’ C X \ M und u(B’) = 0. Fiir
solche Mengen gilt v(B’) = 0. In der Tat, falls v(B’) > 0, setzen wir M’ :=
M UB' O M und sehen v(M') =v(MUB’) =v(M)+v(B') >v(M) =0,
da M und B’ disjunkt sind, sowie u(M') = u(M) + p(B’") = 0. Dies ist ein
Widerspruch zur Definition von ¢. Sei nun B € A mit x(B) = 0. Dann haben
wir aufgrund des gerade Gezeigten

va(B) =v(B\ M) =0,

da p(B\ M) < u(B) =0und B\ M C X \ M. Also ist v, < p, und die
Existenz einer Zerlegung fiir endliches v ist bewiesen.

(ii) Sei nun v c-endlich. Dann existieren paarweise disjunkte Mengen
X € Ak € N mit v(Xy) < oo und Jje; X = X. Aus (i) folgt die Exi-
stenz von Mengen M, € A, M), C X}, so dass M}, eine Zerlegung von v|x,
definiert. Wir setzen M := J,-; M}, und

Vo(A) :=v(A\ M), vs(A) :=v(ANM).

Offenbar ist v = v, + vs. Weiterhin haben wir vy L p, da p(M) =
S u(Mp)=0und vs(X\ M) =v(MN(X\M))=v) =0. Un v, < u
k=1

zu zeigen betrachten wir wieder B’ € A mit B’ C X \ M und u(B’) = 0.
Falls v(B’) > 0 existiert im k € N mit v(B’' N X;) > 0. Wie in (i) zeigt man,
dass dies zum Widerspruch mit der Konstruktion von M fithrt. Also gilt
v(B’) = 0 und man argumentiert wie in (i) um v, < p zu zeigen.

(iii) Es bleibt die Eindeutigkeit der Zerlegung zu beweisen. Sei v = v, + v
eine weitere Zerlegung, mit den geforderten Eigenschaften. Dann gibt es eine
Menge M’ € Amit u(M') =0 = vg(X\ M'). Fiir beliebiges A € A setzen wir
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C:=AN(MUM')und D := A\ (M UM'). Aus u(C) < u(M) +u(M') =0
folgt v,(C) = v, (C') = 0. Dies und die Zerlegungen v = vg + v, = v +
liefern vg(C') = vg(C). Aus D C (X \M)N(X\M') folgt vg(D) = vg(D) =0
und somit v, (D) = v, (D). Aus der disjunkten Zerlegung A = C'U D folgt
somit v4(A) = v, (A) und vg(A) = v5(A). O

2.12 Der Transformationssatz

Neben dem Satz von Fubini ist die Transformation auf geeignete Koordinaten
das zweite wichtige Hilfsmittel zur Berechnung von Maflen bezichungsweise
Integralen im R™. Eng damit verbunden sind die Darstellungen von Differen-
tialoperatoren in krummlinigen Koordinaten.

Zu Anfang des Abschnitts erinnern wir an einige Begriffe aus der Differen-
tialrechnung mehrere Verédnderlicher.

12.1 Definition (Diffeomorphismus). FEine Abbildung ¢ : U — V zwi-
schen offenen Mengen U,V C R™ heifst C'-Diffeomorphismus, wenn ¢ bijek-
tiv ist und @, "1 stetig differenzierbar sind.

Seien U C R und V C R™, n,m € N, offen und sei f: U — V eine
stetig differenzierbare Funktion. Das Differential von f an der Stelle x € U
wird mit D f(x) bezeichnet. Oft wird auch die Jacobimatriz, d.h. die Abbil-
dungsmatrix der linearen Abbildung D f(x) bzgl. der Standardbasen e; des
R™ bzw. R™, mit Df(z) bezeichnet. Wir werden im Weiteren mit D f(x)
immer die Jacobimatrix bezeichnen, d.h.

Ofi .. Onh
O1fm - Onfm

Offenbar haben wir (Df)e; = 0;f. Im Spezialfall m = 1 ist der Gradient
von f durch grad f(z) := Y ._, d;f(z)e; € R™ gegeben. Man beachte, dass
Elemente des R™ immer als Spaltenvektoren aufgefasst werden und somit gilt:
gradf = (alfa tee 8nf)T

12.2 Beispiel (Polarkoordinaten im R?). Betrachte die glatte Abbildung

¢:(0,00) x (0,21) =U — V =R*\ {(2,0) |z > 0},

o(r,w) = (r cosw,r sinw) " .

Die Umkehrabbildung von ¢ lautet mit r = /22 + y?2

. (r, arccos %)T falls y > 0,
o (2,y) = T
(r, 2m — arccos ) falls y < 0.
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y @

Fiir 2 < 0 gilt alternativ ¢~ (z,y) = (r, § 4 arccos £), insbesondere ist ¢~
glatt auf ganz V' und somit ¢ diffeomorph.

1

Unser Beweis des Transformationssatzes stiitzt sich auf folgende infinitesi-
male Fassung. Dabei verwenden wir fiir z € R™ und p > 0 die Bezeichnung

= n — < 1 =
Q@ 0):=1{y R [lly —2lloc < 0} mit [laoc := max fa,

das heifit Q(x, o) ist der achsenparallele Wiirfel mit Mittelpunkt z und Kan-
tenldnge 2p.

12.3 Lemma. Sei U C R™ offen, g € U und ¢ : U — R™ mit Dy(xg) €
GL,(R). Fir eine Folge Q; = Q(xj,0;) C U mit o; — 0 und z9 € Q;, j € N,

gilt
A" ((Qy))
limsup ——— < |det Dp(xo)]| .
j—o0 )‘n(Q])
BeEWEIS: Wir kénnen nach geeigneten Translationen zg = 0 und ¢(0) =0
annehmen, auflerdem sei zunéchst Dyp(0) = E,. Nach Definition der Diffe-
renzierbarkeit gilt dann

— 0 Dop(0 o —
0 — 1 1@ = (200) + DE(O)) oo _ . le(@) — @loc
2—0 [ETe w=0  [|z]les

Hier koénnen wir die Maximumsnorm verwenden wegen [z|. < |z| <
Vn||z|so- Seinune > 0. Fir z € Q; gilt ||z]|oc < ||2—2|loo+]|2;—0lco < 20y,
also folgt fiir 7 hinreichend grof3

lo(z) — z|loo < €||z||oc < 2e0; furallez € Q;.
Dies impliziert die Abschétzung

lp() = p())lloo < llp(@) =2lloo + [ = 2jlloc + l|2j = p(25) o < (1+4e)0j,

und damit weiter ( ( ))
A" (p(Q
A S (1+4e)".
wig) =Y
Mit j — oo und € \, 0 ergibt sich die Behauptung des Lemmas im Fall
Dyp(0) = E,. Im allgemeinen Fall sei S = D¢(0). Wir setzen g := S~1 o ¢,
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wobei S~ die lineare Abbildung des R™ in sich ist, deren Abbildungsmatrix
beziiglich der Standardbasis e;, j = 1,...,n, des R" die Matrix S ist.
Somit folgt Dpg(0) = E,,. Aus Satz 6.21 und dem gerade Gezeigten folgt

o A((Q) A (S(90(Q)))
limsup ————— = limsup ——————+
j—oo  AM(@)) i—00 AM(Q;)
A" (@o(Qj))

= |det S| limsup
| | jooe  AM(Q)

< |det S| = | det Dp(0)].
O

Es ist praktisch, in der Transformationsformel statt dA™ die klassischen
Bezeichungen dx bzw. dy zu verwenden, um zwischen Bild und Urbild zu
unterscheiden.

12.4 Satz. (Transformationsformel) Seien U,V C R"™ offene Mengen
und ¢ : U — V ein C-Diffeomorphismus. Ist A C U \"-messbar, so ist
auch @(A) \"-messbar und es gilt

N (p(A)) = / | det Dy(z)| dz (12.5)
A
Weiter gilt fiir jede \"-messbare Funktion f:V — R
| f@dv= [ fel@) |det Dp(a) e (12:6)
v e (V)

falls eines der Integrale definiert ist.

BEWEIS: (i) Wir betrachten auf der o-Algebra A der A\"-messbaren Mengen
A C U das MaB X mit Dichte |det Dy|, d.h.

)\(A) = )\n\det Dtp\(A) — /A |det DQO| d\"

fiir alle A € A (vgl. Satz 11.1). Fiir ©» = ¢! : V — U betrachten wir das
(duBere) BildmaB u := ¢(A\"), d.h.

p(A) = A" (Y 7H(A)) = A" (p(4))

fir alle A € P(R™). Fiir jede A\"-messbare Menge A C U ist 1)~!(A) eben-
falls A"-messbar nach Satz 6.17, und damit A u-messbar nach Satz 3.9. Die
Einschrinkung des dufleren Mafles 1 auf A ist somit ein Mafl. Weiter wurde
in den Sétzen 11.1 und 6.17 bewiesen, dass A < A" und pu < A", d.h.

NCUmit \"(N)=0 = AN)=pnN)=0. (12.7)
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(ii) Wir zeigen nun A > p. Indem wir U durch offene, relativ kompakte
Mengen ausschépfen, kénnen wir dabei A(U) < oo und p(U) < oo voraus-
setzen. Nach Satz 6.9 ist jede A™-messbare Menge von der Form A = E\ N,
wobei A"(N) = 0 und E = (\;2; U; mit offenen Uy D Us D ... (dies kann
durch eine einfache Modifikation des Beweises erreicht werden). Wegen Satz
1.17 (ii) (hier brauchen wir A(U), u(U) < oo) reicht es daher aus, die Unglei-
chung auf allen offenen Mengen nachzuweisen. Aber nach Lemma 6.5 ist jede
offene Menge als abzdhlbare Vereinigung von kompakten, achsenparallelen
Wiirfeln in U mit paarweise disjunktem Inneren darstellbar. Damit bleibt zu
zeigen:

AQo) > p(Qo)  fiir alle Qo = Q(po, 00) C U (12.8)

Angenommen es ist A(Qq) < u(Qo) fiir ein Qp = Q(po, 0o). Wihle dann ein
0 € [0,1) mit A(Qo) < 0u(Qo), und zerlege Qo durch Halbierung der Kanten
in 2" kompakte Teilwiirfel Qo.1,...,Qo,2n. Ware A(Qo.i) > 0u(Qo,;) fur alle
1, so folgt durch Summation

Qo) =D MQoi) =0 1(Qoi) = u(Qo)

i=1 i=1

ein Widerspruch. Hierbei wurde benutzt, dass die Rénder der Qg ; nach (12.7)
jeweils Nullmengen sind. Unter den (g ; gibt es also einen Wiirfel ()1 mit
AM@1) < 0u(Q1). Bestimme so induktiv eine Schachtelung Qo D Q1 D ...
mit
AMQj) < 0u(Q;) fir alle j € N. (12.9)
Fiir g = ﬂ;’;l Q; € U gilt wegen der Stetigkeit der Funktion det Dy mit
J — 0
A Q)
A (@)

—|detDcp(x0)|’ _ |/ | det Dop(x)| — | det Dy ()| dar| — 0.
Qj

o
AM(Q;)
Zusammen mit Lemma 12.3 folgt aber nun

AQj) zliminf( AQj) A (Qj))
AMQ5) (@)
ein Widerspruch zu (12.9). Dies zeigt (12.8) und damit die Ungleichung A > p.
(iii) Fir f: V — Rogilt {fop < s} = ¢ ' ({f < s}), also ist mit f
auch f o ¢ A"-messbar, und umgekehrt. Es folgt weiter fiir A\"-messbares
f:V —=10,00]

>1

lim inf
j—oo (@) g

/ (@) | det Dip(z)| dax > / () dy. (12.10)
= 1(V) |4

Und zwar ergibt sich (12.10) erst fiir f = xp, indem wir A = ¢(B) in der Un-
gleichung A\(A) > u(A) setzen, dann fiir nichtnegative A"-Treppenfunktionen
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und schliefflich fiir beliebiges, messbares f > 0 durch Approximation von un-
ten nach Satz 7.2. Um schlieflich fiir f > 0 die Gleichheit in (12.6) zu zeigen,
wenden wir (12.10) auf ¢ : V' — U statt ¢ und auf g = f o p|det Dy| an.
Dies liefert wegen 1 = det D(y o ¢)(y) = (det D) (¢(y)) det Dip(y)

/f(y)dyz/g(¢(y))|detDz/;(y)|dy
|4 \%
> Ll(v)g(x) dr = LI(V)f(gp(a:))|detha(x)|d:c.

Damit ist (12.6) fiir f > 0 bewiesen, und (12.5) folgt durch Wahl von f =
Xe(4)- Fiir beliebige f zerlegen wir f = f* — f~. O

12.11 Beispiel (GauB-Integral). Fiir f : R? — R, f(x,y) = e~ @ +y%)
folgt mit Fubini

2
fdX? = / e (/ eV’ dy) do = (/ e dm) :
R2 R R R

Fiir Polarkoordinaten ¢ : (0,00) x (0,27) — R?\ {(#,0)]|2z > 0} gilt
det Dp(r,0) = r. Da {(z,0) ‘x > 0} eine A\2-Nullmenge ist, folgt aus dem
Transformationssatz, und anschlieBend dem Satz von Fubini,

o] 2m
£ :/ e d)2(r,0) :/ e r (/ d9> dr=r.
R2 (0,00) % (0,27) 0 0

Also gilt [, e~ dz = /.

12.12 Beispiel (Lineare Transformationsformel). Betrachte den Spe-
zialfall von Satz 12.4, dass der Diffeomorphismus ¢ : U — V Einschriankung
einer linearen Abbildung ist, das heifit ¢(x) = Sz mit S € GL,(R). Dann
gilt Dp(x) = S fiir alle 2 € U, und die Formeln aus dem Transformationssatz
lauten, vgl. auch Satz 6.21,

A" (p(A)) = |det S|A"(A),
[ sy =aes) [ gisoar.
v e\

Das niichste Ziel ist die Umrechnung von Differentialoperatoren in neue
Koordinaten. Es ist praktisch, dazu folgenden Begriff einzufiihren. Fiir einen
C*-Diffeomorphismus ¢ : U — V zwischen offenen Mengen U,V C R" defi-
nieren wir die Gramsche Matriz g € C*~Y(U,R"*"), g = (gi;), durch

9(z) == Dy(z) ' Dp(x) baw. gij(x) = (dip(w), 9jp(z)).  (12.13)

Nach Definition ist g(z) symmetrisch und strikt positiv definit, denn fiir
veER" v#£0 gilt

{9(x)v,v) = (Dy(x) " Dy ()v,v) = | Dy (x)v]* > 0,
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da Dy(z) € GL,(R). Insbesondere ist g(x) invertierbar. Wir setzen
g7 (@) = (9(x)71),; (12.14)

und somit 2?21 9gj = ;.. Wegen detg = det (D' D) = |det Dyp|?
kénnen wir die Transformationsformel alternativ wie folgt schreiben:

/ swy= [ slet) Vagm
/de

(12.15)

wobei A C U A"-messbar ist.

12.16 Beispiel (Polarkoordinaten im R?). Betrachte fiir U = (0, 00) x
(0,7)x (0,27) und V = R3\ {(x,0, 2) : 2 > 0} die Polarkoordinatenabbildung

0:U =V, o(r,0,w) = (rsinfcosw, rsinfsinw, rcosf)

Die Jacobimatrix von ¢ lautet

sinf cosw 7 cosf cosw —r sinf sinw
Dy(r,0,w) = | sinf sinw r cosf sinw 7 sinf cosw
cos —r sin @ 0

Fiir die Gramsche Matrix ergibt sich

0

10
(gij(rvgaw))lgi,jg?y =(0r 0
00 r2sin?6

@ ist diffeomorph, und zwar kann die Umkehrabbildung explizit bestimmt
werden. Das Lebesguemafl der Menge ¢(FE) fir E = [rq, 2] x [01, 02] X [w1, wa)
ist nach dem Transformationssatz und Fubini

) 92 3 _ 3
E ) = / / / r2sin® dwdfdr = 3 1 (cos B1—cos 02) (wa—w1) .
01
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Sei ¢ : U — V ein Diffeomorphismus und v : V' — R eine Funktion. Die
Darstellung von v = v(y) in den z-Koordinaten ist die Verkettung u = vog :
U — R, u(z) = v(p(z)). Zum Beispiel lautet die Polarkoordinatendarstellung
einer Funktion v = v(z,y, 2)

u(r,0,w) = v(rsinfsinw, rsinf cosw, r cos d).

In der Physik ist es iiblich, die neue Funktion mit demselben Buchstaben zu
bezeichnen, da sie nach wie vor dieselbe physikalische Grofle représentiert.
Zum Beispiel kann eine Temperaturverteilung 7" entweder als Funktion T =
T(z,y,z) der Euklidischen Koordinaten oder als Funktion 7' = T'(r,0,w)
der Polarkoordinaten aufgefasst werden. Fiir unsere Zwecke ist das etwas
verwirrend, und wir wollen die Unterscheidung zwischen v und v = v o ¢
beibehalten. Fiir die Darstellung eines Vektorfelds ¥ : V' — R™ in den z-

Koordinaten muss Y o ¢ in der Basis 01, ..., 0, entwickelt werden:
Yop=3 Xidip=1 Xi(Dp)e;=(Dp)X, (12.17)
=1 i=1

wobeil X = 2?21 X e;. Das eindeutig bestimmte Vektorfeld X : U — R”™ mit
dieser Eigenschaft lautet

X = Z 97 {Y 00, 0i) ¢;. (12.18)
Q=1
Denn mit der Formel (12.18) fiir X berechnen wir wegen >-7_, ¢" gk = i,

n

(Do) X,0k0) = > g7(Y 0,0i0) (Ds0, Ohp)

Q=1
=> (Youp,0i0) > g7gn
i=1 j=1
= <Y o, 8kgp>.

Da die Vektoren 0y eine Basis des R™ bilden, folgt Y o p = (Dyp) X wie
gewiinscht. Natiirlich ist auch die Formel X = (D¢)~!(Y o) richtig, erweist
sich aber als weniger praktisch, weil (¢*) oft einfacher zu berechnen ist als

(Dp)~1.
12.19 Satz (Umrechnung von Differentialoperatoren). Sei ¢ ein C*-

Diffeomorphismus zwischen den offenen Mengen U,V C R™ mit Gramscher
Matriz (gij5).

(i) Firve CYV,R) gilt mitu=voe

(gradv) o p = (Dy) grad,u,  wobei grad u = Z g7 dyue; .

i,j=1
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(i) FiryY € CYV,R") gilt mit Y o o = (Dg) X

(divY)op =divy X :=

1 n
9j(v/det g Xj) .
\/detg; ’ ’

(iii) Ist p € C*(U,V) und v € C*(V,R), so folgt wieder mit u = v o ¢

(Av) 0 p = div, grad ju = det Z 0; ( detggijaju> = Agu.

z]l

BEWEIS: Nach der Definition des Gradienten und der Kettenregel gilt

((gradv) o @, 0ip) =

M:

(95v) 0 (ej: (D) €:)

<.
Il
an

I
M=

((0jv) 0 ) Oip; = 0;(v 0 @) = D

<.
Il
—_

Also folgt (i) aus Gleichung (12.18), und allgemein gilt fiir ein Vektorfeld
X:U—=R"

<(Dcp) grad u, (Dyp) X> = Z <( gradv)op, 8j<p> X, = _

(0;u) X, . (12.20)

n n

Aussage (ii) fithren wir durch partielle Integration auf die Umrechnungsformel
fiir den Gradienten zuriick. Sei ¥ € C§°(V,R) beliebig und 7 := 1 o ¢. Dann
folgt mit partieller Integration (Folgerung 10.22), dem Transformationssatz
(Gleichung (12.15)), Behauptung (i), (12.17), (12.20) und der Definition von
divy X

/1/’diVYdy:*/<grad¢,Y>dy
4 \%
:*/ ((grad ) o, Y o) \/det g dx
P=1(V)
= —/ (D) grad, n, (Dp) X ) \/det g da:
P=1(V)

—/ Zaan \/det g dx

W)

/ ndivy X \/det g dx
e (V)

= / Y (divgX) o o tdy.
\%4
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Da 9 beliebig ist, folgt divY = (divyX) o ¢! und damit Aussage (ii) aus
nachfolgendem Lemma 12.21. Schlielich ergibt sich (iii) durch Kombination
von (i) und (ii). Aus

(Av) o p = (divgradv) o ¢

folgt mit (gradv) o ¢ = (D) grad,u, nach (i), und (ii)

(Av) o p = div, grad, u = det g gijﬁiu) .

1 n
N
Vdet g ”2231 /
Wegen und ¢7* = g% folgt nun (iii). O

Wir tragen nun das Lemma nach, das im Beweis gebraucht wurde.

12.21 Lemma. Sei U C R" offen und u € CO(U) mit [, updx =0 fir alle
p € C§°(U). Dann ist u die Nullfunktion.

BEWEIS: Angenommen es gibt ein € U mit u(z) > 0. Dann gibt es p > 0
und 6 > 0 mit u(x) > ¢ auf B,(z) C U. Wéhle eine Funktion n € C§°(U) mit
sptn C By(z), n > 0 und [, n(x)dz > 0. Aus der Monotonie des Integrals
folgt

0= / u(z)n(x) de > / on(x)dx >0,
U U
ein Widerspruch. O

12.22 Beispiel (Laplaceoperator in Polarkoordinaten). Fiir Polarko-
ordinaten im R3, siehe Beispiel 12.16, ergeben sich folgende Formeln:

w

1
grad,u = O,u e+ r—z%u e? + Opu e,

r2sin? 0

. 1 2 vr 1 . % w
divg X = ﬁar(r X )—i—mﬁg((st)X )+ 0,X%,

Agu = 1 O (r*opu) + %9 9o ((sin 0) Dgu) + o 0u.

2 72 sin r2sin? @
Hier bezeichnet e”, ¢?, ¢ die Standardbasis im (r,0,w)-Raum, und X", X0 xw
sind die zugehérigen Koordinaten von X. Fiir die Funktion v(x,y,z) =
(2% 432 + 2%)~ Y2 ist u(r) = 1/r und somit Av = 0 auf R3\ {0}.

Die Gramsche Matrix g : U — R™*" eines Diffeomorphismus ¢ € C*(U, V)
definiert in jedem Punkt z € U ein Skalarprodukt und eine zugehorige Eu-
klidische Norm, und zwar gilt

9(x)(v,w) = (Dg(x)v, Dp(z)w) wnd  |v]lg@) = vg(z)(v,v) = [Dp(z)v].

Ein solches ortsabhéngiges Skalarprodukt nennt man eine Riemannsche Me-
trik, genauer spricht man hier von der durch ¢ induzierten Metrik. Mit g kann
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nicht nur das Maf} des Bildes berechnet werden, sondern auch die Bogenlénge
von Kurven ¢ o~ : [a,b] — V:

b b
Lipon) = [ |Ge6)|d = [ Do) @)
b
= [ a0 ) ar.

Solche ortsabhéingigen Skalarprodukte bilden die Grundlage der Allgemeinen
Relativitatstheorie.

2.13 Das Flichenmafl auf Untermannigfaltigkeiten

In diesem Abschnitt definieren wir das Flichenmaf fiir n-dimensionale C'-
Untermannigfaltigkeiten des R"**. Dazu wird zunsichst der Flicheninhalt fiir
Immersionen ad hoc definiert und dann mittels lokaler Parameterdarstellun-
gen auf Untermannigfaltigkeiten iibertragen. Als Anwendung erhalten wir die
sogenannte Zwiebelformel.

Zur Definition des Fldcheninhalts muss zunéchst geklart werden, was un-
ter einer Flidche zu verstehen ist. Am einfachsten ist der Begriff der pa-
rametrisierten Fliche oder Immersion. Sei U C R"™ offen. Eine Abbildung
f € CHU,R"™*) n € N, k € Ny, heiBt Immersion, wenn fiir alle x € U

rang Df(z) =n  bzw. dquivalent  ker D f(x) = {0} .

Die Vektoren 0, f(x),...,0,f(z) bilden dann eine Basis des Unterraums
Bild Df(x) C R"**. Die Zahl n heifit Dimension, die Zahl k& Kodimension
von f. Wir definieren analog zu (12.13) im vorigen Abschnitt die Gramsche
Matriz oder induzierte Metrik

g(x) = Df@) D) bow.  gij(w) = (0:f(2),0;£)), iri=1,...,n.

Offenbar ist (g;;) fiir eine beliebige Abbildung f € C1(U, R"**) definiert und
positiv semidefinit. Die Matrix ist genau dann strikt positiv definit und damit
invertierbar, wenn f eine Immersion ist, denn es gilt (g(x)v,v) = |Df(x)v|?,
also ker g(x) = ker D f(x). Wegen (12.15) ist es naheliegend, den Fléchenin-
halt wie folgt zu definieren.

13.1 Definition. Sei f € CY(U,R"**) eine n-dimensionale Immersion mit
induzierter Metrik g, und E C U sei A"-messbar. Der (n-dimensionale)
Flacheninhalt von f auf E ist definiert durch

Mmzéﬁw%

wobei Jf = +/det g. Die Funktion Jf heifit Flichenintegrand oder Jacobische
von f.
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Als geometrische Grofe sollte der Fliacheninhalt nicht von der Wahl der
Parametrisierung abhéngen. Dies wollen wir sofort iiberpriifen.

13.2 Satz (Invarianz des Flicheninhalts). Seien U,V C R" offene Men-
gen, ¢ € CY(U, V) ein Diffeomorphismus und f € C*(V,R"**) eine Immer-
sion. Dann gilt fir jede A" -messbare Menge EE C U

Ay (f) = Ap(f o).

BEWEIS: Seien g bzw. h die induzierten Metriken von f oy bzw. f. Es gilt

D(fo¢)"(x) D(f o p)(z) = Dp(x)" Df(w(x)) " Df(p(x)) Dplx),
beziehungsweise
9(z) = Do(x)" h(p(z)) Dp(x) .

Mit den Rechenregeln fiir die Determinante ergibt sich

J(f op) = (Jf) op|det Dyl.

Die Behauptung folgt damit aus dem Transformationssatz (Satz 12.4). O

Wir wollen nun einige Spezialfille betrachten.

13.3 Beispiel. Eine eindimensionale Immersion f: I = (a

(a,b) — R heifit
auch regulire Kurve. Nach Definition 13.1 ist ihre Lénge L(f)

gegeben durch

b
L) = [ 17/

Analog zu Beispiel 13.5 wird hier die Léange des Bildes ebenfalls mit der Viel-
fachheit gezéhlt, mit der es durchlaufen wird. Zum Beispiel ist Lo 3.)(f) = 37
fiir f(t) = (cost,sint).

13.4 Beispiel. Eine zweidimensionale Immersion f : U C R? — R3, f =
f(x,y), heiBt auch regulire Fliche. Es gilt, wenn A das Kreuzprodukt im R?
bezeichnet,

I =0 S 10,1~ (0f.0,0)7 = 105 70,11

Betrachte zum Beispiel Polarkoordinaten auf der Sphére, d.h.
f:U=(0,7) % (0,21) — S* C R3, f(#,w) = (sinf cosw,sinfsinw,cosd) " .
Es gilt 9pf A O, f(0,w) = (sinf) f(0,w) # 0 fiir alle (f,w) € U. Also ist f

eine regulire Fliche im R3, mit Flicheninhalt

™ 2m
A(f):/ / sin @ dw df = 47 .
o Jo
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13.5 Beispiel. Fiir k = 0, also f € C1(U,R") mit U C R" offen, sprechen
wir statt vom n-dimensionalen Flicheninhalt vom Volumen volg(f). Die Ab-
bildung f ist genau dann eine Immersion, wenn det D f(x) # 0 fiir alle z € U,

das heifit f ist lokal diffeomorph. Es gilt Jf = \/det(DfT Df) = |det Df|.
Ist zusitzlich f : U — f(U) injektiv und damit diffeomorph, so besagt der

Transformationssatz
N'(F(E)) = [ |det Df|ax" = vole(f).
E

Im allgemeinen ist volg(f) nicht das A™-Maf des Bildes f(FE), sondern die
Bildpunkte werden mit der Vielfachheit gezihlt, mit der sie angenommen
werden.

13.6 Beispiel. Fiir u € C'(U,R¥) ist die Graphenabbildung
f:U = R"™F f(x) = (z,u(z)),

eine n-dimensionale Immersion. Denn aus 0;f = (e;, d;u), i = 1,...,n, folgt
sofort, dass D f(z) injektiv ist. Man berechnet

(0if,05F) = (e, D), (ej,0ju)) = dij + (Diu, Dju).

Also folgt fiir den Flécheninhalt von f

_ / \/det (B, + DuT Du) dA".
U

In Kodimension k& = 1, also u reellwertig, gibt es zu x € U eine Orthonor-
malbasis v1, ..., v, mit Du(z)v; = |Du(x)| und Du(z)v; = 0 fiir j > 2. Das
ist trivial im Fall Du(z) = 0, fir Du(z) # 0 wéhle v; = Du(x)/|Du(z)| und
ergidnze zu einer Orthonormalbasis. Es folgt
{(Ey 4+ Du(z) " Du(z))v;, v;) = 6;5 + (Du(x)v;) (Du(z)vy)
B {1 + |Du(z)]? fiiri=j=1,

0ij sonst.

Somit ergibt fiir einen Graphen der Kodimension Eins die klassische Formel

A(f) :/U\/1+ |Du(x)|? dz (13.7)

fir f: U — R"M f(z) = (z,u(x)).

Wir wollen nun einen globaleren Standpunkt einnehmen und Flidchen be-
trachten, die nicht bzw. nicht a priori durch eine einzige Parametrisierung
gegeben sind. Unser Ziel ist es, auf diesen Flichen — genauer: Untermannig-
faltigkeiten — ein n-dimensionales Flachenmafl zu definieren.
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13.8 Satz (Untermannigfaltigkeitskriterien). Sein € N, k € Ny. Fiir
M C R sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Plattbarkeitskriterium: Zu jedem p € M gibt es eine offene Umgebung
W C R"* und einen C-Diffeomorphismus ¢ : W — (W) C R*F*
mit

eMNW)={z€pW)|zp41="..=znp4x =0}.

(ii) Niveaumengenkriterium: Zu jedem p € M gibt es eine offene Umgebung
W C R und eine Funktion h € C*(W,R¥) mit rang Dh(q) = k fiir
alle g € W, so dass

MW ={qeW|h(g)=0}.

(iii) Graphenkriterium: Zu jedem p € M gibt es eine Euklidische Bewegung B
des R"T* mit B(0) = p, offene Mengen U CR™, V C RF mit 0 ¢ U x V
und eine Ct-Funktion u : U — V mit u(0) = 0, so dass

MNBU xV)=B({(z,u(z) |zecU}).

BEWEIS: (i) = (ii): Sei zu p € M ein Diffeomorphismus ¢ : W — ¢(W)
wie in (i) gewihlt. Dann ist Dp(q) € GL, 41 (R) fiir alle ¢ € W. Setze h = 7o
0 : W — R¥ wobei 7t : R"* = R" x R¥ — R¥ die Orthogonalprojektion
bezeichnet. Mit der Kettenregel folgt (Dh(q))ij = 0iontj, 1 =1,...,n+k,
j=1,...,k, und somit rang Dh(q) = k fiir alle ¢ € W. Weiter haben wir

{aeW|h(q) =0} ={qge W |pns1(q) = ... = onir(q) = 0}
=o' ({z€oW)|2ng1=-.. = 24 = 0})
=MnWw.

(#9) = (#4i): Als néchstes gelte die Niveaumengenbeschreibung, das heifit
wir kénnen zu p € M eine Funktion h € C*(W,R¥) wie in (i) withlen.
Wir nehmen zunéchst an, dass die Vektoren Op41h(p), ..., Ontih(p) linear
unabhéngig sind; auflerdem sei p = 0. Nach dem Satz tiber impliziten Funk-
tionen gibt es dann offene Mengen U C R™, V C R¥ sowie eine C''-Funktion
u:U — V, so dass gilt:

MNUxV)={(z,u(z)|zeU}.
Damit gilt (iii) mit B = id. Allgemein existiert wegen rang Dh(p) = k eine
Permutation o € Py, so dass die Vektoren 9, (;)h(p) fir j = n+1,...,n+k
linear unabhéngig sind. Setze dann B(z) = p + Sz, wobei Se; = e, ;) fiir
j = 1,...,n + k, und betrachte M = B~1(M) und h = ho B. Wegen
83-%(0) = Dh(p)Se; = 0,(;)h(p) kénnen wir das obige Argument anwenden
und erhalten v : U — V wie verlangt mit M N (UxV) ={(z,u(x)) |z €U},

also
MNBU x V) =B({(z,u(z)) |z € U}).
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(791) = (4): Sei schlieBlich zu p € M eine Graphendarstellung wie in (iii)
gegeben, zunédchst mit p = 0 und B = id. Betrachte dann die Injektion
p:UxV = oUxV), p(z,y) = (z,y — u(z)). Es gilt

Dop(z,y) = (_‘DEJ(‘%) EOk) € GLp4x(R).

Somit ist ¢ ein Diffeomorphismus auf sein Bild, und es folgt aus (iii)
oM (U x V) = p({(z u(@) | 2 € U})
:{ZGQD(UXV)‘ZTH& = ... = Zn+k :O}

Sind p, B beliebig, also B(z) = p+ Sz mit S € O(n + k), so wenden wir
das obige Argument an auf M = B~(M) und erhalten den entsprechenden
Diffeomorphismus @ : U x V — @(U x V). Mit ¢ = ¢ o B~! folgt

e(MNBUxV))=3Mn U xV))

={z€@UxV)|2ns1="-..= 2p4 = 0}
={z€pBUXV))|zn41="-.. = zn4r = 0}.
Somit folgt (i) fir W = B(U x V). O

13.9 Definition (Untermannigfaltigkeit). Sein € N, k € Ny. Eine Men-
ge M C R"* heifit n-dimensionale C'-Untermannigfaltigkeit des R"**, falls
eines (und damit jedes) der drei Kriterien aus Satz 13.8 erfiillt ist.

13.10 Beispiel. Die Sphére S" = {p € R"™!|[p| = 1} ist eine C'-Unter-
mannigfaltigkeit von R"*! der Dimension n, denn fiir jedes p € S™ konnen
wir im Niveaumengenkriterium W = R"*1\ {0} und h(q) = |¢|> — 1 wihlen:

Dh(q) =2¢#0auf W und S”QW:S"Z{QEW|h(Q):O}~

Wir brauchen nun einige topologische Tatsachen. Jede Menge M C R"**
ist, versehen mit dem iiblichen Euklidischen Abstand d(p,q) = |p — ¢| fiir
p,q € M, ein metrischer Raum. Damit ist der Begriff der offenen Menge in
M erklirt: V' C M heiit offen in M (oder offen bzgl. der Relativtopologie
von M), wenn es zu jedem p € V ein ¢ > 0 gibt mit M N B,(p) C V. Analog
wird abgeschlossen in M und kompakt in M definiert.

B, () B, @)

L)

offen nicht offen
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13.11 Lemma (zur Relativtopologie). Sei M C R"*F.

(i) Fine Menge V. C M ist genau dann offen in M, wenn es eine offene
Menge W C R"F gibt mit V=M NW.

(ii) Fine Menge K C M ist genau dann kompakt in M, wenn K kompakt in
R™F st

BEWEIS: Sei V' C M offen in M. Dann gibt es zu jedem p € V ein o(p) > 0
mit M N By C V. Die Menge W = {J,cy By(p) () ist offen in R™* und es
gilt

MW = J M0 By, p) =V.
peV

Ist umgekehrt die offene Menge W C R"* gegeben, so withle zup € V = MnN
W ein p > 0 mit B,(p) C W, und erhalte M N B,(p) C MNW = V. Aussage
(ii) folgt mit (i) aus der Definition der Uberdeckungskompaktheit. Alternativ
kann man direkt mit der dquivalenten Folgenkompaktheit argumentieren. [J

13.12 Satz (0-Kompaktheit von Untermannigfaltigkeiten). Jede n-
dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit M C R™* ist als abzihlbare Verei-
nigung M = J;2, K; von kompakten Mengen darstellbar.

BEWEIS: Zuerst konstruieren wir eine abzdhlbare, dichte Menge P C M.
Betrachte die Wiirfel Q; = 27%(j + [0,1]""%) mit j € Z"™*, k € Ny, und
wéhle beliebige Punkte p; i € MNQ; x, sofern dieser Schnitt nichtleer ist. Da
jedes p € M in Wiirfeln @ mit beliebig kleiner Kantenlénge liegt, ist die
Menge P aller p;j dicht in M. Als néchstes zeigen wir: ist ¢ : W — (W)
Pliattung bei p und B,.(p) C W, so ist M N B,.(p) kompakt. Denn es gilt

(M N B.(p)) = o(MNW)Ne(B(p)
=R"Ne(W)Ne(B.(p) =R"Ne(B(p)).

Diese Menge ist kompakt, denn das Bild von B,.(p) unter der stetigen Abbil-
dung ¢ ist kompakt, und R™ ist abgeschlossene Teilmenge des R"T*. Damit
ist auch M N B,(p) = ¢! (]R” N QD(BT (p)) kompakt, was zu zeigen war. Wir
definieren nun fiir jedes p € M

r(p) =sup{r >0 | M N B,(p) ist kompakt} € (0, o0].

Wire r(q) + |p — q| < r(p), so kénnen wir r > r(g) und s < r(p) wihlen mit
r+|p—q| < sund M N Bs(p) kompakt. Es folgt B,.(q) C Bs(p) und weiter

M N B,(q) = (M N Bs(p)) N B,(q).

Aber die rechte Seite ist kompakt im Widerspruch zu r > r(g). Konvergiert
also eine Folge p; € M gegen p € M, so folgt p € M N By, 2(pi) fiir i
hinreichend grof}; denn anderenfalls
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7(pi)
2

1
p—pi| > 250w =lp=pl) = 3bp—pl>rk),
was ein Widerspruch zu p; — p ist. Somit ist M Vereinigung der abzahlbar
vielen, kompakten Mengen K (p) = M N B,y /2(p) mit p € P. O

13.13 Definition. Sei M C R"** eine n-dimensionale C'-Untermannigfal-
tigkeit. Fine lokale Parametrisierung von M ist eine injektive C'-Immersion

f:U—McR"F,

wobei U offen in R™.

Wir beabsichtigen, die Untermannigfaltigkeit M durch Bildgebiete von Pa-
rametrisierungen zu iiberdecken und das Maf} in jedem einzelnen Bildgebiet
mit der Flachenformel zu berechnen.

13.14 Satz (Eigenschaften lokaler Parametrisierungen). Fir jede n-
dimensionale O - Untermannigfaltigkeit M C R™ % gilt:

(i) Ist f : U — M eine lokale Parametrisierung von M, so ist V.= f(U)
offen in M und f~' : V — U ist stetig, also f : U — V homeomorph.

(ii) Fir lokale Parametrisierungen f; : U; — Vi, i = 1,2, ist der Parameter-
wechsel fy o fy ffl(VlﬂVg) — f{l(Vl NVa) ein C1-Diffeomorphismus.

BEWEIS: Wir zeigen (i) zunéchst unter der Annahme V' C W, wobei W C
Rk offen und (M N W) = R™ N (W) fiir einen C'-Diffeomorphismus
v : W — @(W). Dann ist die Abbildung ¢ o f : U — R™ definiert, injektiv
und es gilt fiir alle z € U

rang D(g o f)(x) = rang (De(f(x)) Df(x)) =n.

Also folgt aus dem Satz iiber die Umkehrfunktion, dass Y = (po f)(U) C R™
offen ist, und somit p o f : U — Y ein C*-Diffeomorphismus. Folglich ist
Z = (Y x RE) N (W) offen in R"** mit R"NZ =Y. Wegen V = p 1(Y)
folgt

V=¢p'R"NZ)=¢ "(R"NeW)) Ny (Z)=Mne '(Z),

wobei zuletzt R™ N (W) = o(M N W) benutzt wurde. Somit ist V relativ
offen in M nach Lemma 13.11, und f=1 = (¢ o f)"L|y ist stetig. Fiir V
beliebig wihlen wir zu p € V eine Plittung ¢ : W — (W) mit p € W wie in
Satz 13.8 (i), und wenden das obige Argument an auf U = U Ny~ (W) sowie
f= flg- Dann ist V = f(U) offen in M mit p € V, und [y = (flg)~tist
auf V stetig.

Fiir (ii) konnen wir ebenfalls annehmen, dass V; C W fiir ¢ = 1,2, wobei
w: W — (W) ein Diffeomorphismus mit o(M NW) = R™ N (W) ist.
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U =f," (VynVy) Uy =f5" (Vi vy

Dann sind die Abbildungen

pofi: [T (VinVa) — p(Vin V)

K2

diffeomorph, also auch f; ' o fi = (po fo) Lo (po fi). O

13.15 Folgerung (Existenz eines abzihlbaren Atlas). Jede C'-Unter-
mannigfaltigkeit M C R™ % besitzt einen abzihlbaren Atlas, d.h. ein System
von lokalen Parametrisierungen f; : Uy — M, i € N, mit M = J:2, f;(U;).

BEWEIS: Zu jedem p € M gibt es eine lokale Parametrisierung f: U — V
mit p € V, zum Beispiel kénnen wir f = 4,0_1|¢(W)QR7L wéhlen, wobei ¢ :
W — (W) eine lokale Plittung wie in Satz 13.8 (i) ist. Da ein Kartengebiet
V = f(U) offen ist nach Satz 13.14 (i), wird jede kompakte Menge K C M
durch endlich viele Kartengebiete iiberdeckt. Die Behauptung folgt mit Satz
13.12. O

13.16 Definition. Ein Vektor v € R"** heifit Tangentialvektor von M C
R™ % in p, wenn es eine Abbildung v : (—0,0) — M gibt mit v(0) = p und
7(0) =v.

13.17 Folgerung (Existenz des Tangentialraums). Sei M C R"* eine
n-dimensionale C"-Untermannigfaltigkeit und p € M. Dann ist die Menge
aller Tangentialvektoren von M in p ein n-dimensionaler Unterraum, der
Tangentialraum T, M .

BEWEIS: Sei MNW = {q € W : h(q) = 0} eine Niveaumengenbeschreibung
auf einer Umgebung W von p nach Satz 13.8 (2). Ist v € R"** Tangential-
vektor in p und v wie in Definition 13.16, so folgt h(v(t)) = 0 nahe bei t = 0,

also
- % h(v(t))le=0 = Dh(~(0))'(0) = Dh(p)v.

Somit liegt v im n-dimensionalen Unterraum ker Dh(p). Ist andererseits
f: U — M eine lokale Parametrisierung mit f(x¢) = p, so folgt

0
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d .
Df(:ro)e,;:%f(onrtei)h:oETpM firi=1,...,n.

Aus Dimensionsgriinden muss Bild D f(z¢) = T, M = ker Dh(p) gelten. U

13.18 Satz (Definition des Oberflichenmafles). Sei M C R"* eine n-
dimensionale C'-Untermannigfaltigkeit, und sei & das System aller Mengen

E C M, fir die gilt:
fiir jede lokale Parametrisierung f:U — M st f_l(E NfU)) € M(A").

Dann gibt es genau ein regulires duferes MafS w auf M mit folgenden Eigen-
schaften:

(i) Das System der w-messbaren Mengen ist £, welches die Borelmengen in
M enthdlt.
(i) Ist f : U — M lokale Parametrisierung und E € € mit E C f(U), so gilt

w(E) = /f_l(E) Jf dA™.

Man nennt w das Flichemafl auf M.

BEWEIS: Das System £ enthiilt alle offenen Mengen W C M, denn fiir eine
lokale Parametrisierung f : U — M ist f(U) offen in M nach Satz 13.14
(i), also ist auch f~*(W N f(U)) offen und damit A"-messbar nach Satz 6.7.
Weiter gilt

FTHMNE) N f(U)) =U\f’1(Eﬂf( ),

fl(([lei) v) - Uf (B0 1)

1=

Also ist € eine o-Algebra, die die Borelmengen enthélt. Wihle nun mit Fol-
gerung 13.15 ein System von lokalen Parametrisierungen f; : U; — M, i € N,
mit M = (2, Vi, wobei V; := f(U )DleMengenM—V\U11V €&
sind dann paarweise disjunkt.

Wir zeigen nun die Eindeutigkeit von w. Ist w ein dufleres Mafl mit den
verlangten Eigenschaften, so folgt fiir £ € £

— Zw(E NM;) = Z/ Jfi d\™. (13.19)
i=1 im1 Jf(ENM)

Da w regulér ist, gilt w(S) = infgee, posw(F) fiir jede Menge S C M, also
ist das duBere Mafl w eindeutig bestimmt, da die rechte Seite in (13.19) un-
abhéngig von w ist.

Fiir den Beweis der Existenz von w zeigen wir, dass durch (13.19) ein
Pramafl auf £ gegeben ist: sind E; € &, j € N, paarweise disjunkt mit
E=UjZ, Ej €&, so folgt
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o0

w(E) = / Jf; AN = / Jf; AN = w(E;).
&) ; I ENM;) Z fTHENM;) Z (53)

4,j=1 Jj=1

Mit Satz 4.6 erhalten wir die Caratheodory-Fortsetzung, die wir ebenfalls mit
w bezeichnen. Alle Mengen in £ sind w-messbar.

Um (ii) zu zeigen betrachte eine lokale Parametrisierung f : U — M und
E € £ mit E C f(U) =: V. Nach Satz 13.14 (ii) ist dann ¢; = f; ' o f :
vV — f75V NV;) ein C'-Diffeomorphismus, und aus Satz 13.2
folgt

Y(ENM;)

W(E) = i /f ) Tf, A
=1 i

= / Jfi AN
i=1 7 ei(f7H(ENM;))

= Z/ J(fiopi)d\"
i1 J N (ENM)

= / Jf dA™ .
)

Somit ist (ii) bewiesen und es bleibt, die o-Algebra der w-messbaren Mengen
zu bestimmen. Fiir K C U; kompakt gilt w(f;(K)) = [, Jfi d\" < o0. Da
sich jede Menge U; durch abzdhlbar viele kompakte Mengen ausschopfen
lésst, ist w ein o-endliches Pramaf} auf £. Nach Folgerung 4.11 gibt es dann
zu jeder w-messbaren Menge D C M Mengen C, E € £ mit C C D C FE und
w(E\ C) = 0. Es folgt fiir eine lokale Parametrisierung f : U — V

Ozw((E\C)ﬂV):/ JFdA".

fH(ENC)NV)

Da Jf > 0ist f~'((E\ C) NV) eine A"-Nullmenge. Dann ist aber auch
f7H((D\C)NV) eine A"-Nullmenge, insbesondere A"-messbar. Wegen
fADONV)=fHCnV)u fH(D\C)nV) folgt D € E. O

13.20 Bemerkung. Sei M C R"** eine n-dimensionale C''-Untermannig-
faltigkeit und w: M — R eine integrierbare Funktion bzgl. des Oberflachen-
mafles w. Ist f: U — V lokale Parametrisierung, so gilt

/ udw:/ wo fJf dA\". (13.21)
v =)

Die Formel gilt offensichtlich fiir charakteristische Funktionen v = xp mit
B C V w-messbar. Durch Approximation mit Treppenfunktionen von unten
(Satz 7.2), ergibt sich (13.21) dann fiir u > 0, und schliefllich durch Zerlegung
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in " und u™ fiir beliebige w-integrierbare u. Eine globale Formel ergibt sich
analog zu (13.19), d.h. mit M; = V; \ U;;ll V; gilt

udw = / wo f; Jfy dA™.
/M ; £ (M)

Im allgemeinen werden nicht unendlich viele Parametrisierungen benétigt,
um ein Flichenintegral auszurechnen. Man kann sogar zeigen, dass jede kom-
pakte Untermannigfaltigkeit bis auf eine w-Nullmenge durch eine einzige Pa-
rametrisierung erfasst werden kann, was aber eher von theoretischem Inter-
esse ist.

Die gegebene Definition des Flachenmafles ist gut geeignet, um auf einer
festen Untermannigfaltigkeit M das Mafl von Teilmengen bzw. Integrale von
Funktionen zu berechnen. Dagegen ist die Konstruktion unpraktisch, wenn
Aussagen iiber Folgen von Untermannigfaltigkeiten benttigt werden. Es kann
auf R"* ein duBeres Mal H™ definiert werden, das n-dimensionale Haus-
dorffmaf, so dass die Einschrankung auf jede n-dimensionale Untermannig-
faltigkeit M das jeweilige Flachenmafl wy, ergibt. Die Flachenformel ergibt
sich bei diesem Zugang als Satz. Wir sind hier von der Flidchenformel als
Definition ausgegangen, um sofort Beispiele von Flicheninhalten ausrechnen
zu konnen.

13.22 Lemma (Transformation des Flicheninhalts). Sei ¢ : R"tF —
R"+% eine Ahnlichkeitsabbildung, d.h. es gibt A\ > 0, T € O(n + k) und
a € R"* 50, dass p(x) = AT (x + a). Ist M C R"** eine C'-Untermannig-
faltigkeit, so ist N = (M) auch eine C1-Untermannigfaltigkeit, und fiir die
zugehorigen Flichenmafle wyr bzw. wy gilt:

(i) wn(p(A)) = AN"wp(A) fir alle wpr-messbaren A C M,

(ii) fN udwy = A" fM wo @ dwyy, falls u wy-messbar ist und eines der In-

tegrale existiert.

BEWEIS: Es ist leicht zu sehen, dass N eine C''-Untermannigfaltigkeit ist.
Ist f: U — V lokale Parametrisierung von M, so ist wo f : U — ¢(V') lokale
Parametrisierung von N und fiir A C M gilt

(o /)T e(A) Ne(V)) = f7H(ANY).

Nach Satz 13.18 ist also A C M genau dann wjy-messbar, wenn p(A) wy-
messbar ist. Zum Beweis von (i) kénnen wir mittels Zerlegung wie in (13.19)
annehmen, dass A C V fiir eine lokale Parametrisierung f : U — V. Es gilt

D(po f)'(z) D(po f)(x) = DfT(x) D" (f(x)) Do(f(x)) D (x)
=N Df"(x)Df(x).

Mit Satz 13.18 folgt
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av(oa) = [

Jpo fd\" =" / JfdA" = X" wp(A).
(pof)=1(p(A))

F71A)
Fiir u = xp mit B C N wy-messbar folgt (ii) aus (i). Durch Approximation
mit Treppenfunktionen von unten (Satz 7.2) ergibt sich (ii) dann fiir v > 0,

und schlieBlich durch Zerlegung in v und «~ fiir beliebige wx-messbare u.
O

13.23 Satz (Zwiebelformel). Sei w, das Oberflichenmaf$ auf OB, = {p €
R |p| = r}. Fir w € L'(R"*) ist ulop, € L*(w,) fir \'-fast-alle r > 0
und es gilt

L= [0 s eyar= [T ] e dutar.

BEWEIS: Sei f: U — V C S™ eine lokale Parametrisierung, und C(V) =
{r¢ |£ € V,r > 0} der Kegel iiber V. Betrachte den Diffeomorphismus ¢ :
(0,00) x U — C(V), @(r,z) = rf(x), mit induzierter Metrik

DapT(r, z) Do(r,x) = (é 7"290(.7?)> , wobei g;; = (0;f,0;f) fir 1 <i,j <m.

Ist £ = f(A) fiir A"-messbares A C U und C(E) der Kegel iiber E, so folgt
aus dem Transformationssatz, dem Satz von Fubini und der Definition des
Oberfléchenintegrals

/ wd\"H = / u(rf(x)) ry/det g(x) A" (r,z)
C(E) (0,00)x A
:/ r"/ u(rf(z)) \/det g(z) dx dr
0 A

/Ooo r”/Eu(rf)dw(f) dr

- / / wl(p) oy (p) dr
0 {r¢| ek}

wobei zuletzt Lemma 13.22 benutzt wurde. Wihle nun eine Zerlegung
St = Ujvzl E; mit E; C Vj, wobei f; : U; — V; lokale Parametrisierung.
Durch Addition folgt die Behauptung. O

13.24 Beispiel. Mit v = xp, (o) folgt fiir den Flicheninhalt w, der n-
dimensionalen Sphére

Wn

1 1
Qpt1 = /\"'H(Bl (0)) = /0 wr(0B;) dr = /0 wpr™ dr = il

also zum Beispiel wy; = 27, wy = 47 und ws = 272, vgl. Beispiel 10.17.
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2.14 Der Integralsatz von Gaufl

In diesem Abschnitt beweisen wir den Integralsatz von Gauf}; die mehrdimen-
sionale Verallgemeinerung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrech-
nung. Aussage des Satzes ist, unter geeigneten technischen Voraussetzungen,

die Formel
/ div X d\" = / (X,v)dw.
22 090

Dabei ist X ein Vektorfeld und v die duflere Einheitsnormale auf dem Rand
des Gebiets 2 im R™.

Zuerst behandeln wir heuristisch den einfachen Fall, dass das zugrundelie-
gende Gebiet ein n-dimensionaler Quader @ ist, das heifit @ = (a1,b1) X ... X
(@n, by). Die duBere Einheitsnormale sollte aulerhalb der niederdimensiona-
len Kanten wie folgt gegeben sein:

W(z) = —e; fir z € 0Q mit z; = a;
e fiir x € 0Q mit xz; = b;.

Wir setzen Q; = (a1,b1) X ... X (a/z,T,) X ... X (an,by) C R"™1 wobei das
Dach bedeutet, dass der Term wegzulassen ist. Fiir ein hinreichend glattes
Vektorfeld X : Q — R™ berechnen wir dann mit dem Satz von Fubini und
dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

n
/ div X d\" = / 9; X; d\"
Q i=17@Q
n b; -
i=1 iV @i
:Z Xi(:cl,,bl,,xn)dxld/;;ldxn
—17/Qi
—Z Xi(xl,...,ai,...,zn)dml...dfzz,?,-...dxn
—1 Y Qi

— Z/ (X (z),e;) dw(z)

i—1 J{z€0Q | z;=b;}

- X(x),e;)dw(x
;/{wean—ai}< (), €i) dw(x)

/aQ(X,z/>dw.

Aber wir wollen natiirlich die Aussage nicht nur fiir Quader zur Verfiigung
haben. Eine geeignete Klasse von Gebieten wird wie folgt definiert.
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14.1 Definition. Eine offene Menge 2 C R™ hat einen C*-Rand, wenn es zu
jedem p € 012 eine offene Menge U C R"™1, ein offenes Intervall I C R und
eine C'-Funktion v : U — I gibt so, dass nach geeigneter Umnummerierung
der Koordinaten gilt:

QN U xI)={(z,y) €U xI|y<u(z)}.

Anschaulich hat eine Menge C'-Rand, wenn ihr Rand eine (n — 1)-
dimensionale Untermannigfaltigkeit ist, und die Menge lokal auf einer Seite
des Randes liegt. Dies wird in folgendem Lemma prézisiert.

14.2 Lemma. Fiir eine offene Menge 2 C R"™ mit C'-Rand gilt:

INNWU xI)={(z,y) €U xI|y=u(x)},
R\ )N (U xI)={(z,y) €U x I |y >u(x)}.

Insbesondere ist 082 eine (n— 1)-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit von
R"™ nach dem Graphenkriterium in Satz 13.8.

Bewels: Mit der Funktion F' : U x I — R, F(z,y) = y — u(x), gilt
nach Voraussetzung 2 N (U x I) = {F < 0}. Aus der Stetigkeit von F folgt
02N (U x I) C {F = 0}. Ist andererseits F(x,y) = 0, so folgt fiir ¢ > 0
hinreichend klein (z,y —¢) € U x I und

F(x,y—¢)=F(x,y) —e<0.

Dies zeigt (z,y) € 2, und wegen (z,y) ¢ 12 folgt (z,y) € 92N (U xI). Damit
ist die erste Behauptung bewiesen, und die zweite folgt wegen 2 = 2 U 042.
O

14.3 Beispiel. Der Halbraum H" = R"~! x (—oc0,0) hat C'-Rand, denn in
Definition 14.1 kénnen wir fiir alle p € 9H" withlen v : R"~! — R, u(x) = 0.
Dagegen hat 2 = {z € R" |z, # 0} keinen C'-Rand, obwohl der Rand
92 = R""1 x {0} eine (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit ist. Denn
fiir eine lokale Beschreibung als Subgraph wie in Definition 14.1 wiirde mit
Lemma 14.2 folgen:

{(z,y) eUxT:y>u(x)y=R*"\2)N (U xI)=10,

ein Widerspruch, da I offen und u(z) € [ fiir z € U ist.
Zur Formulierung des Satzes von Gaufl benotigen wir noch einige Begriffe.

14.4 Lemma (Definition der Hufleren Normale). Sei 2 C R" offen
mit C1-Rand. Dann gibt es zu p € 02 genau einen Vektor v(p) € R™ mit
folgenden Figenschaften:

(i) v(p) L T,(00) und |v(p)| =1,

(ii) p+tv(p) ¢ 2 fiir t > 0 hinreichend klein.
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Das Vektorfeld v : 002 — R™, p — v(p), ist stetig und heifst &ullere Normale
von {2.

BeEweEIs: Wiihle zu p € 0f2, nach eventueller Umnummerierung der Ko-
ordinaten, eine Darstellung 2N (U x I) = {(z,y) € U x I |y < u(z)}. Wir
zeigen die Existenz und Eindeutigkeit der dufleren Normalen gleich fiir alle
g€ 02NW mit W =U x I. Nach Lemma 14.2 ist die Graphendarstellung
f:U —R" f(x) = (z,u(z)), eine lokale Parametrisierung von 92. Nach
dem Beweis von Folgerung 13.17 besitzt T,(042) also fiir ¢ = (x,u(x)) die
Basis

d
(e5,0u(z)) = —(z+tei,u(z+t6i))|t20, i=1,...,n—1.

dt
Definiere auf 02 N W das Vektorfeld
(=Du(z), 1)’

v(q) = fiir ¢ = (z,u(z)). (14.5)

V1 + [Du(z)[?
Damit hat v(q) die Eigenschaft (i). Weiter gilt g + tv(q) = ((z(t), y(t)) mit

u(z) "
Du(z) und  y(t) = u(x) !

H) =t e AT Der

Daraus folgt

% (y(t) — u(x(t))‘tzo = /14 |Du(x)|?> > 0. (14.6)

Also gilt g +tv(q) ¢ §2 fiir t > 0 hinreichend klein nach Lemma 14.2. Damit
ist fiir jedes ¢ € 92 NW ein Vektor v(q) mit den gewiinschten Eigenschaften
bestimmt, der aulerdem stetig von ¢ € 92N W abhéngt.

Jetzt zeigen wir die Eindeutigkeit. Hat v € R™ die Eigenschaft (i) im Punkt
q, so folgt v = £v(q) mit v(q) wie in (14.5). Aber nach (14.6) und Lemma
14.2 gilt ¢ — tv(q) € 2 fir t > 0 hinreichend klein, also wird das Vorzeichen
durch (ii) bestimmt. O

14.7 Definition (C'(Q2)-Raum). Fiir 2 C R" bezeichnen wir mit C1(02)
den Unterraum aller Funktionen f € CY(82), fir die f und das Differential
Df stetige Fortsetzungen auf 2 besitzen. Es ist dabei tiblich, die Fortsetzung
von [ wieder mit f zu bezeichnen.

Wir zeigen nun eine lokale Fassung des Satzes von Gauf, die den Kern des
Beweises ausmacht.

14.8 Lemma. Sei 2 = {(z,y) € U x I |y < u(z)}, wobei U C R"™! offen,
I = (a,b) € R und u € CYU,I) mit w(U) C (a,b). Hat das Vektorfeld
X € CY(02,R") kompakten Triger in U x I, so gilt

/dide)\”:/ (X,v)dw.
(9] 00N
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BEWwEISs: Da X (x,a) = 0 fiir alle x € U, folgt mit Fubini

’LL(.L)

/aXd)\” // X (z,y) dy dA" " (z)

(14.9)
_ / X, (2, u()) AN (2)
U
Weiter behaupten wir fir ¢ =1,...,n —1
0; X; d\" = —/ X, (z,u(z))0u(z) AN (z). (14.10)
0 U

Aus (14.9) und (14.10) folgt das Lemma, denn wir haben

/Qdide)\” = —;/UXi(m,u(x))aiu(x) d:v—i—/ X, (z,u(z)) dN"(2)

/U<X(x,u(x)) \(/11?177|2> I+ Du(z) dx"1(
= /BQ<X71/> dw

Dabei haben wir im letzten Schritt Formel (13.21) zur Berechnung des Ober-
flichenintegrals, Formel (13.7) fiir die Jacobische von Graphen und Formel
(14.5) fir die duBlere Normale benutzt. Um Gleichung (14.10) zu verifizieren,
wéhlen wir eine Abschneidefunktion n € C*°(R) mit n(t) = 1 fiir t < —2 und
n(t) =0 fiir t > —1, und setzen n.(t) = n(t/e). Es folgt n.(y — u(x)) = 0 fiir
y > u(x) — e und

. 1 falls y < u(z),
lim 7. (y — =
61\1\%7] (y u(:c))) {O sonst .

Mit zweimaliger partieller Integration (Satz 10.20) sehen wir fiiri =1,...,n — 1
[ 0Kty — u(@) ax"(z.)
; Xi(z, y)nl(y — u(x))Opu(z) dA™ (, y)

- /Q 8, Xi(z,y)ne(y — () dyu(x) X" (., ).

Da die beteiligten Funktionen beschréankt sind, folgt mit dem Satz von Le-
besgue fiir € N\, 0
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/@XZ- d\" = —/ 0y Xi(z,y)0u(x)d\" (x,y)
7 Q

_/U </au(m) 0y Xi(z,y) dy>8iu(x) A" ()

—/ Xz, u(x))0u(z) dA\" " (z) .
U

Das ist (14.10), also ist das Lemma bewiesen. O
Wir miissen schliefilich das Resultat globalisieren. Das entscheidende Hilfs-
mittel ist dabei eine sogenannte Zerlegung der Eins.

14.11 Lemma (Zerlegung der Eins). Sei Wy, A\ € A, eine offene Uber-
deckung der kompakten Menge K C R™. Dann gibt es eine endliche Familie
von Funktionen x; € Cg°(R™), 1 < j < N, so dass gilt:

(i) Zévzl X;(x) =1 fir allex € K.
(i) Fir jedes j € {1,...,N} gibt es ein A = \(j) mit sptx; C Wi.
BEWEIS: Zu x € K wihle A(z) € A mit x € W)(,), und dann r(x) > 0 mit

EQ,.(J.) (z) C Wi(y). Endlich viele Kugeln B,.(, y(z;), 1 < j < N, iiberdecken
K. Wiahle x; € C5°(R™) mit

7= 1 auf Br(wj)(a:j),
! 0 auf R™\ By(y)(7;)-

Dann ist spt X; C W(,,) und Zjvzl X;(x) > 1 fiir alle x € K. Also kénnen
wir setzen:

N
Xi =X/ D% - O
j=1

14.12 Satz (Integralsatz von Gaufl). Sei 2 C R" eine offene, beschrinkte
Menge mit Cl—Raniund dufserer Normale v : 02 — R™. Dann gilt fir ein
Vektorfeld X € C*(£2,R")

/dide)\”:/ (X,v)dw.
2 080

BEwEIs: Wihle zu jedem p € 0f2 eine Umgebung W, = U x I, in der
{2 beziiglich geeigneter Koordinaten als Subgraph dargestellt ist. Fiir p € 2
setze einfach W, = §2. Die Mengen W, bilden eine offene Uberdeckung von (2.
Wiéhle mit Lemma 14.11 eine untergeordnete Zerlegung der Eins x1,...,xn €
C3°(R™). Liegt spty; in einer Randumgebung, so folgt aus Lemma 14.8

/div(XjX)d/\"z/ (x; X, v)dw.
Q le)
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Ist spty; C W, = £2, so folgt einfach mit partieller Integration (Satz 10.20)

/diV(XjX)d)\”zoz/ (x; X, v)dw.
Q o0

Durch Addition erhalten wir wie gewiinscht

N N
/dide)\” = Z/div (x; X)d\" = Z/ (x; X, V) dw
2 =l —1Jon

- /(m(X,y} dw . O

Der Satz von GauB wird oft fiir Gebiete benotigt, die nicht C'-Rand ha-
ben, zum Beispiel Polyeder. Der gegebene Beweis kann auf Gebiete ausge-
dehnt werden, deren Rand lokal ein Lipschitzgraph ist (vgl. H.-W. Alt, Lineare
Funktionalanalysis).

14.13 Folgerung (Greensche Formeln) . Set 2 C R" offen und be-
schrinkt mit C'-Rand. Dann gilt fir u € C*(2) und v € C%(92)

/ uAv + (grad u, grad v) dA" = / w2l duw .
I?)

Weiter folgt fiir u.v € C%(£2)

/uAv—vAud)\”:/ u@—v@dw.
e} an 81/ 81/

BEweEIs: Die erste Aussage folgt aus dem Satz von Gaufl wegen
div (ugradv) = (gradu, gradv) + uAv. Die zweite Aussage ergibt sich aus
der ersten durch Vertauschen von u und v. O

2.15 Faltungen

Die Faltung ordnet zwei gegebenen Funktionen eine dritte Funktion durch
gewichtete Mittelung zu. Dieses Verfahren kann unter anderem dazu benutzt
werden, gegebene Funktionen zu regularisieren bzw. zu glétten.

In diesem Kapitel haben wir es ausschliefilich mit dem n-dimensionalen
Lebesguemaf zu tun, und wir schreiben statt dA™(z) stets einfach dx.

15.1 Lemma. Sei 7, : R" — R", 7,(x) = 2+ h die Translation um h € R™.
Fiir f € LP(R™) mit 1 < p < oo gelten folgende Aussagen:

(i) forn e LP(R") und [|f o 7nll, = [If]lp-

(i) [|f o7 — fll, = 0 fiir h— 0.



2.15 Faltungen 119

BEWEIS: Aussage (i) folgt aus dem Transformationssatz (Satz 12.4). Wir
zeigen (ii) zundchst unter der Annahme f € C§(R"). Dann gilt ws(d) :=
SUP|p_y|<s |f(@) = f(y)] O fiir § \, 0, und es folgt

1507 = flleogee) = sup |z +h) = f(@)] <y (hl) — 0 mit b —0.
rER™

Wéhle R > 0 mit spt f C Bgr(0). Wegen spt f o7, C Br41(0) fur |h] < 1
folgt

1f o= Fll, < IIf o — Flleo@n A" (Brs1(0)7 — 0 mit h — 0.

Sei nun f € LP(R™) beliebig. Nach Satz 9.17 ist CJ(R™) dicht in LP(R™), also
gibt es zu & > 0 ein fo € CO(R™) mit ||f — f.||zr < £/2, und es folgt mit
Aussage (i)

Iforn—Ffllp < N(f = fo)omnllp + I feomn — fellp + [1fe — fllp
<|feotn — fellp + €.

Also gilt limsup, ¢ [[f o7, — f||,, < &, und mit € \, 0 folgt Behauptung (ii).
O

15.2 Satz (Definition der Faltung). Sei f € LP(R") mit 1 < p < o
und g € L*(R™). Die Faltung von f mit g ist die \"-fast-iiberall definierte
Funktion

fg:R" =R, (f+g)(z) = . flx—y)g(y) dy.

Es gilt f+g € LP(R") sowie || f  gllr < [ fllp llgll1-

BeEWwEIS: Die Funktion F : R" x R" — R, F(x,y) = f(z — y)g(y) ist
messbar beziiglich A2® = A" x A", Denn fo(z,y) = f(z) und go(z,y) = g(v)
sind A*"-messbar, und wegen f(z—y) = (fooT)(z,y) mit T'(x,y) = (z—y,y)
ist (z,y) — f(z —y) ebenfalls \*"-messbar nach dem Beweis von Satz 6.17.
Wir zeigen die Behauptung zunéichst fiir f, g > 0. Nach dem Satz von Fubini,
Satz 10.16, ist die Funktion (f+*g)(x) = [p. F(x,y) dy fir \"-fast-alle z € R"
definiert und A\"-messbar. Weiter folgt mit der Holderschen Ungleichung und
dem Satz von Fubini

1f=gll}y = /Rn ( - F@—y)g)7 9(y) 7 dy>p dx

< /R ( | f@ =) dy) ( / o) dy)“ .
_ (/n - flx—y)Pg(y) dxdy> (/g(y) dy)pl

= [I£15 llgllf < oo
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Fiir allgemeine f € LP(R"), g € L'(R") folgt durch Zerlegung in f* bzw.
g*, dass die Funktion f x g fiir \"-fast-alle 2 € R™ definiert und endlich ist,
sowie A"-messbar. Der Satz ergibt sich nun aus dem Fall f,g > 0 und der
Abschéitzung

oty < [ ([ - llowlan) o<z lalt.

O

Die Faltung ist kommutativ, denn mit der Substitution x — y = z folgt

(f xg)(x) = A flz=y)g(y)dy = A f(2)g(x —2)dz = (g + f)(z). (15.3)
15.4 Satz (Approximation durch Faltung). Sei n € L'(R") derart,
dass [, ndx = 1. Fir o0 > 0 sei ny(x) := o™ n(3). Fir f € LP(R™) mit

p € [1,00) ist dann auch fxn, € LP(R™), es gilt || f *nollp, < | fllp Inlli und
fxn,— f in LP(R™).

Ny fiir p<<1

m

0 R"

BEWEIS: Durch Substitution sieht man ||n,|[1 = |71, daher gilt f *n, €
LP(R™) und ||f * 0ll, < |Ifllp Inll1 nach Satz 15.2. Weiter folgt mit der
Substitution y = gz

(Frme)w) = | S@=ymely)dy = | flo=ozn(z)dz.
Aus der Definition der Faltung folgt
(f 1) () — f()[" dz
— [ 1] (=9 - s dsf” do

< [ ([ 1ta= 00 1ol 17 de) e = 1.

Den letzten Term I schétzen wir nun mit der Holderschen Ungleichung und
dem Satz von Fubini wie folgt ab:

|
R
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<t [ [ 156 - o0 - S P ) d de

= p—1 _ _ p

[y /Rn \n(Z)I/Rn |f(x — 02) — f(2)[P dvdz
_ p—1 o o — flIP .

= [Inlly /Rn )| [If 7= — flI} dz

Im letzten Integral geht der Integrand punktweise gegen Null mit o — 0 nach
Lemma 15.1(ii). Aulerdem gilt die Abschitzung

()| 1f 07—z = flIp < 22 1I£II5 In(2)] € L' (R™).

Also konvergiert das Integral gegen Null nach dem Satz iiber majorisierte
Konvergenz. O

Wir kommen nun zur Glattung von LP-Funktionen und erinnern dazu an
die Multiindexnotation fiir Ableitungen von Funktionen im R". Fiir o =
(o1, ..., ) € Niy setzt man

ol=a1+...+a, und D=9y ...0%.
1 n

15.5 Satz (Glattung). Sein € C*(R") mit | D*n||cowny < K fir o < k.
Fiir f € LYR™) ist dann f xn € CF(R™) und es gilt

De(f +n) = [+ (D), insbesondere |[D*(f xn)lco@ny < K[| f]1-

BEWEIS: Nach der Substitution z = x — y haben wir
(Fem@ = [ Fz)ds it Fo2) = fEn( - 2).

Im Fall k& = 0 gilt F(x,-) € LY(R") fiir alle z € R", die Funktion F(-, z) ist
stetig fiir A"-fast-alle z € R™ und wir haben die Abschitzung

sup |F(z,2)| < K|[f(2)] € L'(R").
zER™

Also ist n* f stetig nach Lemma 8.10 und es gilt || f *n||comn) < K [|f[[1. Im
Fall k =1 gilt F(-,2) € CY(R") fiir \"-fast-alle z € R" sowie

fj(x,z)’ < K|f(2)| € L'(R™).

sup
zER™

Aus Satz 8.11 folgt fxn € C*(R™) und 8;(f 1) = [g. f(2)0;n(z — 2) dz =
(f % 0;m)(2), insbesondere gilt die Abschatzung 10;(f * 77)||Co rry < K f]l1-
Die Aussage fiir eine Ableitung D* mit Ordnung |o| < k ergibt sich in offen-
sichtlicher Weise durch Induktion. O

Mit dem Verfahren der Glattung lasst sich das Dichteresultat aus Satz 9.17
verschérfen.
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15.6 Folgerung (Dichtheit von C{°(£2) in LP(£2)). Sei £2 C R"™ offen
und 1 < p < oco. Dann gibt es zu f € LP((2) eine Folge f, € C§°(82) mit
If - fk“Lp(Q) — 0.

BEWEIS: Wegen Satz 9.17 kénnen wir f € C§(£2) annehmen. Wiihle eine
Funktion n € C§°(R™) mit n > 0, [ ndx =1 und sptn C By(0). Mit n,(z) =
o~ "n(%) gilt dann fxmn, € C*(R") nach Satz 15.5 und f *n, — f in
LP(R™) nach Satz 15.4. Es bleibt nur noch zu priifen, dass spt f *7, kompakte
Teilmenge von {2 ist fiir o > 0 hinreichend klein. Aber fiir dist(z,spt f) > o
gilt (f #m,)(x) = 0, denn fiir [y| > o ist 1,(y) = 07"n(¥) = 0 und fiir |[y| < o
gilt f(xz —y) = 0. Damit ist die Folgerung bewiesen. O

Das folgende Argument spielt unter anderem in der Theorie partieller Dif-
ferentialgleichungen eine Rolle. Es ist dabei niitzlich, die Aussage mit lokal
integrierbaren Funktionen zu formulieren.

15.7 Definition. Sei 2 C R" offen und 1 < p < co. Die messbare Funktion
[ 02— Rliegt in LY (£2), falls xx f € LP(£2) ist fiir alle kompakten Mengen
K C 0.

15.8 Folgerung (Fundamentallemma der Variationsrechnung). Sei
2 C R™ offen. Fiir die Funktion f € Li (12) gelte

loc
/fgodeO fir alle ¢ € CF°(£2) mit ¢ > 0.
Q

Dann folgt f(x) > 0 fir \"-fast-alle © € £2.

BEWEIS: Zu zeigen ist, dass E = {a € 2 ‘ f(z) < 0} eine Nullmenge ist.
Nach Satz 6.8 gilt

A"(E) = sup{\"(K) | K C E kompakt} .
Sei K C FE kompakt und sei n € C°(R™) mit n > 0, sptn C B1(0) und
[ ndx = 1. Dann folgt 1, * xxk — xx in L*(R™), und nach Folgerung 9.11
gilt fiir eine Teilfolge n,, * xx — XK punktweise \"-fast-iiberall. Wegen
170, * XK |loo < 1 liefert der Konvergenzsatz von Lebesgue

0< lim [ fny*xx)de= | fxixde.
R n

11— 00 R

Aber nach Annahme gilt f < 0 auf K, also folgt A"(K) = 0 und damit
A"({f <0})=0. O

15.9 Beispiel. Es gibt keine Funktion n € LY*(R™) mit f xn = f fiir alle
f € C§°(R™). Denn sonst folgt zum Beispiel in z = 0

[ Tuy)dy = 7(0) i alle ] € G (R,

und Folgerung 15.8 impliziert n = 0 fast {iberall, ein Widerspruch.



