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1 Maße und messbare Funktionen

In diesem Kapitel werden zuerst die zentralen Begriffe der Maßtheorie, wie σ-

Algebra, Maß, äußeres Maß, messbare Funktionen und messbare Mengen, ein-

geführt. Danach wird eine Methode zur Konstruktion äußerer Maße angegeben

und die dafür notwendigen Konzepte und Begriffe eingeführt. Diese Methode wird

später zur Konstruktion des Lebesguemaßes auf dem Rn angewendet. Weiterhin

werden das Verhältniss von Maßen und äußeren Maßen geklärt und Konzepte zur

Konstruktion von σ-Algebren eingeführt.

1.1 σ-Algebren und Maße

Wir beginnen mit der Untersuchung von Systemen von Teilmengen einer
Menge X. Wir nennen die Menge aller Teilmengen von X die Potenzmenge
einer Menge X, und bezeichnen sie mit P(X). Eine Teilmenge von P(X) wird
in der Maßtheorie als Mengensystem bezeichnet, um den Ausdruck

”
Menge

von Mengen“ zu vermeiden.

1.1 Definition. Ein Mengensystem A ⊂ P(X) heißt σ-Algebra, wenn

(i) X ∈ A ,

(ii) A ∈ A ⇒ X \A ∈ A ,

(iii) Ai ∈ A für i ∈ N ⇒ ⋃∞
i=1Ai ∈ A .

Das Paar (X,A) heißt messbarer Raum.

Eine σ-Algebra A ist auch unter abzählbaren Durchschnitten abgeschlos-
sen, das heißt es gilt

Ai ∈ A für i ∈ N ⇒
∞⋂

i=1

Ai ∈ A . (1.2)

Dies folgt sofort aus der Darstellung
⋂∞

i=1Ai = X \ (
⋃∞

i=1X \Ai). Weiterhin
liegt auch die leere Menge ∅ und die Differenz A\B zweier Mengen A,B ∈ A
in der σ-Algebra A, da ∅ = X \X und A \B = A∩ (X \B). Insbesondere ist
eine σ-Algebra A unter endlichen Durchschnitten und Vereinigungen abge-
schlossen, da

⋃n
i=1Ai =

⋃∞
i=1Ai, und

⋂n
i=1Ai =

⋂∞
i=1Ai, wenn wir Ai = ∅

für i > n setzen.
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Beispiele. (i) Die Potenzmenge P(X) und {∅,X} sind σ-Algebren.

(ii) Wir werden später sehen, dass die messbaren Mengen eines beliebigen
äußeren Maßes eine σ-Algebra bilden (Satz 3.18). Dasselbe gilt für die
Lebesgue-messbaren Mengen des Rn (Definition 6.2), da das Lebesguemaß
ein äußeres Maß ist.

1.3 Satz. Jeder Durchschnitt von (endlich oder unendlich vielen) σ-Algebren
auf derselben Menge X ist wieder eine σ-Algebra.

Beweis: Sei(Ai)i∈I eine Familie von σ−Algebren. Sei A ∈ ⋂i∈I Ai. Somit
folgt A ∈ Ai für alle i ∈ I. Also auch X \ A ∈ Ai für alle i ∈ I woraus wir
X \A ∈ ⋂i∈I Ai folgern. Die Eigenschaften (i) und (iii) folgen analog.

Nicht jedes Mengensystem E ⊂ P(X) ist eine σ-Algebra, aber man kann
aus E eine σ-Algebra generieren.

1.4 Definition. Für ein Mengensystem E ⊂ P(X) heißt

σ(E) :=
⋂

{A : A ist σ-Algebra in X mit E ⊂ A}. (1.5)

die von E erzeugte σ-Algebra.

Der Durchschnitt in (1.5) ist nichttrivial, da die Potenzmenge P(X) eine
σ-Algebra ist, die E enthält. Aufgrund des Satzes 1.3 ist σ(E) eine σ-Algebra.
Offensichtlich gilt

A σ-Algebra mit E ⊂ A ⇒ σ(E) ⊂ A , (1.6)

und somit ist σ(E) die kleinste σ-Algebra die E enthält.

1.7 Beispiele. (i) Ist E ⊂ X und E = {E}, so gilt σ(E) = {∅, E,X\E,X}.
(ii) Sei (X,O) ein topologischer Raum, d.h. O ⊂ P(X) ist das System der

offenen Mengen. Die von O erzeugte σ-Algebra heißt Borel-σ-Algebra
B(O), ihre Elemente heißen Borelmengen. Im Fall des Rn mit der kano-
nischen Topologie schreiben wir kurz Bn.

(iii) Seien X 6= ∅ eine Menge, (Y, C) ein messbarer Raum, und f : X → Y
eine Abbildung. Das Urbild einer Menge C ⊂ Y ist definiert durch
f−1(C) := {x ∈ X

∣∣ f(x) ∈ C}. Auf Grund der Rechenregeln für Ur-

bilder ist f−1(C) := {f−1(C)
∣∣C ∈ C} offensichtlich eine σ-Algebra.

(iv) Sei X ⊂ Y und sei (Y, C) ein messbarer Raum. Die Identität auf X,
gegeben durch id : X → Y : x → x induziert auf X durch id−1(C) =
{X ∩ A

∣∣A ∈ C} eine σ-Algebra. Diese nennt man Spur-σ-Algebra auf
X.

(v) Sei X eine beliebige Menge und seien Ei ⊂ P(X), i ∈ I, Mengensysteme.
Dann gilt: σ

(⋃
i∈I Ei

)
= σ

(⋃
i∈I σ(Ei)

)
. Offensichtlich gilt σ

(⋃
i∈I Ei

)
⊂

σ
(⋃

i∈I σ(Ei)
)
. Andererseits enthält σ

(⋃
i∈I Ei

)
das System

⋃
i∈I σ(Ei)

und ist eine σ-Algebra. Die Behauptung folgt also aus (1.6).
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Bevor wir ein Maß definieren können benötigen wir einige Vorbemerkungen
zum Umgang mit den Symbolen +∞ und −∞. Auf der erweiterten Zahlen-
geraden R = R ∪ {+∞,−∞} sind die Ordnungsrelation −∞ < a < ∞ für
a ∈ R und der Konvergenzbegriff auf naheliegende Weise gegeben.

1.8 Definition. Eine Folge (sk) ⊂ R (k ∈ N) konvergiert gegen s ∈ R, falls
eine der folgenden Alternativen gilt:

(i) s ∈ R, und für jedes ε > 0 gilt sk ∈ (s− ε, s+ ε) ⊂ R für k hinreichend
groß.

(ii) s = ∞, und für jedes r ∈ R gilt sk ∈ (r,∞] für k hinreichend groß.

(iii) s = −∞, und für jedes r ∈ R gilt sk ∈ [−∞, r) für k hinreichend groß.

Eine Folge (sk) ⊂ R ist genau dann in R konvergent, wenn sie entweder in
R konvergiert oder bestimmt gegen ∞ bzw. gegen −∞ divergiert. Der Grenz-
wert einer monoton wachsenden Folge, bzw. einer Reihe mit nichtnegativen
Gliedern, ist also immer existent. Eine Menge U ⊂ R ist genau dann offen,
wenn U ∩ R offen ist und im Falle +∞ ∈ U (bzw. −∞ ∈ U) ein a ∈ R
existiert mit (a,∞] ⊂ U (bzw. [−∞, a) ⊂ U). Definitionsgemäß wird die
Borel-σ-Algebra B auf R durch die offenen Mengen in R erzeugt. Man sieht
sofort:

B =
{
B ∪ E

∣∣B ∈ B, E ⊂ {−∞,+∞}
}
.

Man beachte, dass die leere Menge ∅ eine Teilmenge jeder Menge ist.
Die Addition wird wie folgt auf R fortgesetzt:

+ −∞ R +∞
−∞ −∞ −∞ −
R −∞ R +∞

+∞ − +∞ +∞

Schließlich verwenden wir die Vereinbarungen

sup ∅ := −∞ und inf ∅ := +∞ .

Diese sind konsistent mit der Tatsache, dass für Mengen A,B ⊂ R stets gilt:

A ⊂ B ⇒ supA ≤ supB sowie inf A ≥ inf B.

1.9 Definition. Sei A ⊂ P(X) eine σ-Algebra. Eine nichtnegative Mengen-
funktion µ : A → [0,∞] heißt Maß auf A, falls

(i) µ(∅) = 0 ,

(ii) für beliebige paarweise disjunkte Mengen Ai ∈ A, i ∈ N, gilt:

µ

(
∞⋃

i=1

Ai

)
=

∞∑

i=1

µ(Ai) . (1.10)
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Das Tripel (X,A, µ) wird als Maßraum bezeichnet.

Die Eigenschaft (ii) wird σ-Additivität des Maßes µ genannt. Für endlich
viele paarweise disjunkte Mengen Ai ∈ A, i = 1, . . . , n, folgt aus (ii), indem
wir Ai = ∅ für i > n setzen, die endliche Additivität des Maßes µ

µ

(
n⋃

i=1

Ai

)
=

n∑

i=1

µ(Ai) .

Aus (i) und (ii) folgt sofort die Monotonie des Maßes µ, d.h.

A,B ∈ A mit A ⊂ B ⇒ µ(A) ≤ µ(B) . (1.11)

1.12 Definition. Sei (X,A, µ) ein Maßraum. Das Maß µ heißt endlich wenn
µ(A) < ∞ für alle A ∈ A, und σ-endlich, wenn es eine Folge (Xi) ⊂ A
mit µ(Xi) < ∞ gibt, so dass X =

⋃∞
i=1Xi. Falls µ(X) = 1, so wird µ

Wahrscheinlichkeitsmaß genannt.

1.13 Beispiel. Sei X eine beliebige Menge und sei A = P(X). Für einen
Punkt x ∈ X ist das zugehörige Diracmaß gegeben durch

δx(A) :=

{
1 falls x ∈ A

0 falls x ∈ X \A .

Es gilt δx(A) ∈ {0, 1}, δx(∅) = 0 und δx(X) = 1 per Definition. Ist eine
paarweise disjunkte Zerlegung A =

⋃∞
k=1Ak gegeben und ist x ∈ A, so folgt

x ∈ Ak für genau ein k. Hieraus folgt die Eigenschaft (1.10), denn für x /∈ A
gilt ohnehin δx(A) = 0. Also ist das Diracmaß ein Wahrscheinlichkeitsmaß.

1.14 Beispiel. Auf einer beliebigen Menge X definieren wir das Zählmaß
card : P(X) → [0,∞] durch

card(A) :=

{
Anzahl der Elemente von A falls A endlich

∞ falls A unendlich ist.

Für endliches A =
⋃∞

k=1Ak ist die Eigenschaft (1.10) sofort klar. Sei also A
unendlich und sei eine paarweise disjunkte Zerlegung A =

⋃∞
k=1Ak gegeben.

Entweder sind nur endlich viele Ak nichttrivial, dann muss eine der Mengen
Ak unendlich sein, oder alle Ak sind nichttrivial. In beiden Fällen folgt so-
fort die Eigenschaft (1.10). Das Zählmaß ist σ-endlich genau dann, wenn X
abzähbar ist, und endlich, wenn X endlich ist.

1.15 Beispiel. Sei (X,A, µ) ein Maßraum. Für alle M ⊂ X wird durch

A|M := {A ∩M
∣∣A ∈ A} .

ein Mengensystem definiert. Mithilfe der de Morganschen Regeln sieht man
sofort, dass A|M eine σ-Algebra auf M ist. Man nennt A|M ⊂ P(M) die von
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A auf M induzierte σ-Algebra. Falls M ∈ A definieren wir für alle B ∈ A|M ,
d.h. es gibt A ∈ A mit B = A ∩M ,

µ|M (B) := µ(A ∩M) .

Die Funktion µ|M heißt Einschränkung von µ auf M . Man sieht leicht ein,
dass (M,A|M , µ|M ) auch ein Maßraum ist.

1.16 Beispiel. Sei A ⊂ P(X) eine beliebige σ-Algebra. Wir definieren das
triviale Maß durch µ(A) = 0 für alle A ∈ A. Offensichtlich ist µ ein endliches
Maß.

1.17 Satz (Stetigkeitseigenschaften von Maßen). Sei (X,A, µ) ein
Maßraum. Dann gelten für Mengen Ai ∈ A, i ∈ N, folgende Aussagen:

(i) aus A1 ⊂ . . . ⊂ Ai ⊂ Ai+1 . . . folgt µ
(⋃∞

i=1Ai

)
= limi→∞ µ(Ai) ,

(ii) aus A1 ⊃ . . . ⊃ Ai ⊃ Ai+1 . . . , mit µ(A1) < ∞ folgt µ
(⋂∞

i=1Ai

)
=

limi→∞ µ(Ai) ,

(iii) µ
(⋃∞

i=1Ai

)
≤∑∞

i=1 µ(Ai) .

Beweis: (i) Die Folge Ã1 = A1, Ãk = Ak \ Ak−1, k ≥ 2 ist paarweise
disjunkt und somit folgt mithilfe von (1.10)

µ
( ∞⋃

i=1

Ai

)
= µ

( ∞⋃

i=1

Ãi

)
=

∞∑

i=1

µ(Ãi) = lim
k→∞

µ
( k⋃

i=1

Ãi

)
= lim

k→∞
µ(Ak) .

(ii) Für die aufsteigende Folge A′
k = A1 \Ak gilt

µ(A1) = µ(A1 ∩Ak) + µ(A1 \Ak) = µ(Ak) + µ(A′
k) .

Daraus folgt wegen (i)

µ(A1) − lim
k→∞

µ(Ak) = lim
k→∞

µ(A′
k) = µ

( ∞⋃

i=1

A′
i

)

= µ(A1 \
∞⋂

i=1

Ai) = µ(A1) − µ
( ∞⋂

i=1

Ai

)
.

(iii) Es genügt die Folge B1 = A1, Bi = Ai \
⋃i−1

j=1Aj , i ≥ 2 zu betrachten.

Man sieht sofort, dass
⋃∞

i=1Ai =
⋃∞

i=1Bi und dass die Folge (Bi) paarweise
disjunkt ist. Die Behauptung folgt somit aus (1.10) und der Monotonie (1.11).

Die Eigenschaft (i) nennt man Stetigkeit von unten, die Eigenschaft (ii)
Stetigkeit von oben, und die Eigenschaft (iii) σ-Subadditivität des Maßes.

Die Bedingung µ(A1) <∞ in (ii) kann natürlich durch µ(Ak) <∞ für ein
k ersetzt werden. Sie kann aber nicht ganz weggelassen werden. Mit Ak =
{k, k + 1, . . .} ⊂ N gilt zum Beispiel card(Ak) = ∞ für alle k ∈ N, aber
card(

⋂∞
i=1Ai) = card(∅) = 0.

Wir wollen nun die Vollständigkeit von Maßen untersuchen.
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1.18 Definition. Sei (X,A, µ) ein Maßraum. Jede Menge A ∈ A mit µ(A) =
0 nennen wir µ-Nullmenge. Das System aller Nullmengen bezeichnen wir mit
N (µ). Das Maß µ heißt vollständig, wenn gilt:

N ⊂ A für ein A ∈ A mit µ(A) = 0 ⇒ N ∈ A und µ(N) = 0 . (1.19)

Nicht jedes Maß ist vollständig, wie Beispiel 1.16 im Falle A 6= P(X)
zeigt. Allerdings kann man jedes Maß mithilfe der folgenden Konstruktion
vervollständigen: Sei (X,A, µ) ein Maßraum und sei Tµ das System aller
Mengen N ⊂ X für die eine µ-Nullmenge B ∈ N (µ) ⊂ A existiert mit
N ⊂ B. Wir bezeichnen mit

Aµ :=
{
A ∪N

∣∣A ∈ A, N ∈ Tµ

}

die Erweiterung der σ-Algebra A um die Mengen aus Tµ. Offenbar ist µ genau
dann vollständig, wenn Tµ ⊂ A. Auf Aµ definieren wir eine Mengenfunktion
µ durch

µ(A ∪N) := µ(A) , A ∈ A und N ∈ Tµ .

Offensichtlich hängt der Wert von µ nicht von der Wahl von A und N ab.
Man nennt µ die Vervollständigung von µ.

1.20 Satz (Vervollständigung). Sei (X,A, µ) ein Maßraum. Dann ist Aµ

eine σ-Algebra und µ ein vollständiges Maß auf Aµ, welches mit µ auf A
übereinstimmt.

Beweis: Offensichtlich gilt A ⊂ Aµ. Man sieht sofort, dass Tµ abgeschlos-
sen unter abzählbaren Vereinigungen ist. Da dasselbe für A gilt, ist auch Aµ

abgeschlossen unter abzählbaren Vereinigungen. Für E ∈ Aµ existieren A ∈
A, N ∈ Tµ und B ∈ A, mit µ(B) = 0 und N ⊂ B, so dass E = A∪N . Insbe-
sondere istB\N ∈ Tµ und somit giltX\E = (X\(A∪B))∪(B\(N∪A)) ∈ Aµ.
Da X ∈ Aµ ist also Aµ eine σ-Algebra. Aufgrund der Definition von µ sieht
man leicht, dass µ ein Maß ist. Sei M ⊂ B = A∪N , mit A ∈ A, N ∈ Tµ, und
µ(B) = µ(A) = 0. Aus M = (M ∩ A) ∪ (M ∩ N) ∈ Tµ ∪ Tµ folgt M ∈ Aµ,
also ist µ vollständig. Offenbar stimmen µ und µ auf A überein.

1.21 Satz (Eindeutigkeit der Vervollständigung). Sei (X,A, µ) ein
Maßraum und sei (X,Aν , µ) dessen Vervollständigung. Ferner sei (X,B, ν)
ein vollständiger Maßraum mit A ⊂ B und µ = ν auf A. Dann ist Aµ ⊂ B
und µ = ν auf Aµ.

Beweis: Aus A ⊂ B und µ = ν auf A folgt sofort N (µ) ⊂ N (ν) und somit
auch Tµ ⊂ Tν . Da ν vollständig ist, haben wir Tν ⊂ B. Also ist Tµ ⊂ B und
somit auch Aµ ⊂ B Da µ auf Aµ vollständig durch µ auf A bestimmt ist,
folgt sofort µ = ν auf Aµ, da µ = ν auf A.
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1.2 Messbare Funktionen

In Analogie zur topologischen Definition stetiger Funktionen wollen wir nun
messbare Funktionen definieren. Diese bilden den Grundbaustein der Inte-
grationstheorie.

2.1 Definition. Seien (X,A), (Y, C) messbare Räume. Eine Abbildung
f : X → Y heißt A-C-messbar, falls f−1(C) ⊂ A, d.h. falls für alle Elemente
C der σ-Algebra C das Urbild f−1(C) in der σ-Algebra A liegt.

Wir bezeichnen f auch kurz als messbar (bzw. A-messbar), wenn über die
zugrundeliegenden σ-Algebren A, C (bzw. C) kein Zweifel besteht.

2.2 Beispiele. (i) Für beliebige messbare Räume (X,A), (Y, C) sind kon-
stante Abbildungen, d.h. für ein beliebiges aber festes y0 ∈ Y ist
f : X → Y gegeben durch f(x) = y0, messbar.

(ii) Für beliebige Mengen E ⊂ X heißt die Funktion χE : X → R, definiert
durch

χE(x) =

{
1 falls x ∈ E ,

0 sonst ,

Indikatorfunktion von E (alternativ: charakteristische Funktion). Wir
versehen R mit der Borel-σ-Algebra B. Für beliebige messbare Räume
(X,A) ist die Indikatorfunktion χE genau dann A-messbar, wenn E ∈ A.
Wir bemerken schon jetzt, dass Linearkombinationen von Indikatorfunk-
tion der Grundbaustein des Lebesgueintegrales sein werden.

(iii) Die Komposition messbarer Abbildungen ist messbar. Seien (X,A),
(Y, C) und (Z,D) messbare Räume. Seien f : X → Y A-C-messbar und
g : Y → Z C-D-messbar. Dann ist g ◦ f : X → Z A-D-messbar, da
(g ◦ f)−1(D) = f−1(g−1(D)) ⊂ f−1(C) ⊂ A.

2.3 Lemma. Seien (X,A) und (Y, C) messbare Räume und sei f : X →
Y eine Abbildung. Für beliebige Mengensysteme E ⊂ C gilt f−1(σ(E)) =
σ(f−1(E)).

Beweis: Auf Grund der Rechenregeln für Urbilder ist f−1(σ(E)) of-
fensichtlich eine σ-Algebra. Wegen f−1(E) ⊂ f−1(σ(E)) gilt somit auch
σ(f−1(E)) ⊂ f−1(σ(E)). Auf Grund der Rechenregeln für Urbilder zeigt man
leicht, daß F := {F ⊂ Y

∣∣ f−1(F ) ∈ σ(f−1(E))} ⊂ P(Y ) eine σ-Algebra ist.
Wegen E ⊂ F gilt daher σ(E) ⊂ F , und nach Definition von F bedeutet dies
f−1(σ(E)) ⊂ σ(f−1(E)).

Zum Nachweis der Meßbarkeit von Abbildungen wird häufig die folgende
Folgerung verwendet.

2.4 Folgerung (Messbarkeitskriterium). Seien (X,A) und (Y, C) mess-
bare Räume und sei C = σ(E). Jede Abbildung f : X → Y mit f−1(E) ⊂ A
ist A-C-meßbar.
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Beweis: Aus dem vorherigen Lemma folgt sofort f−1(C) = f−1(σ(E)) =
σ(f−1(E)) ⊂ σ(A) = A.

2.5 Beispiele. (i) Jede stetige Abbildung f : Rn → Rm ist Bn-Bm-meßbar.
Man sagt auch, dass f Borel-messbar ist. Da Urbilder offener Mengen
offen sind und die offenen Mengen die Borel-σ-Algebra generieren, folgt
dies sofort aus der vorherigen Folgerung.

(ii) Seien X 6= ∅ eine Menge, (Y, C) ein messbarer Raum, und f : X → Y
eine Abbildung. Nach Beispiel 1.7 (iii) ist f−1(C) eine σ-Algebra. Of-
fensichtlich ist f−1(C) ⊂ P(X) die kleinste σ-Algebra, die f : X → Y
messbar macht. Wir nennen f−1(C) die durch f und (Y, C) auf X in-
duzierte σ-Algebra. Analog geht man für eine Familie (fi)i∈I von Abbil-
dungen fi : X → Yi, wobei X 6= ∅, und (Yi, Ci) messbare Räume sind,
vor. Die kleinste σ-Algebra A auf X derart, dass alle fi A-Ci-messbar
sind, ist σ(fi

∣∣ i ∈ I) := σ
(⋃

i∈I f
−1
i (Ci)

)
. Sie heißt die von (fi)i∈I auf X

induzierte σ-Algebra.

Bevor wir einen wichtigen Spezialfall genauer betrachten müssen wir noch
die Multiplikation und die Division auf der erweiterten Zahlengeraden R =
R ∪ {±∞} erklären. Zusätzlich zu den Regeln in R folgendes vereinbart:

s · (±∞) = (±∞) · s =





±∞ falls s ∈ (0,∞]

0 falls s = 0

∓∞ falls s ∈ [−∞, 0),

1

t
= 0 für t = ±∞.

Die Multiplikation R × R → R ist damit unstetig in den vier Punkten
{(0,±∞), (±∞, 0)}, aber die Vereinbarung 0 · (±∞) = 0 erweist sich bei
der Definition des Integrals als praktisch. Nicht definiert ist nach wie vor die
Division durch Null.

2.6 Definition. Sei (X,A) ein messbarer Raum und D ∈ A. Eine Funktion
f : D → R heißt numerische Funktion.

Natürlich sind Funktionen mit Werten in R, d.h. f : D → R, ein Spezi-
alfall numerischer Funktionen. Deshalb werden wir oft nur von Funktionen
anstatt von numerischen Funktionen sprechen. Die erweiterte Zahlengerade
versehen wir mit der Borel-σ-Algebra B. Numerische Funktionen f : D → R,
wobei (X,A) ein messbarer Raum ist und D ∈ A, sind per Definition A-
messbar (auf D), wenn f−1(B) ⊂ A|D, wobei A|D die von A auf D induzier-
te σ-Algebra ist. Das nächste Lemma ist nützlich, um die Messbarkeit von
(numerischen) Funktionen nachzuweisen.

2.7 Lemma (Messbarkeitskriterium). Sei (X,A) ein messbarer Raum,
D ∈ A und f : D → R. Dann sind folgende Aussagen äquivalent:
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(i) f ist A-messbar.

(ii) Für jede offene Menge U ⊂ R ist f−1(U) ∈ A und die Mengen
f−1({∞}), f−1({−∞}) liegen in A.

(iii) {f ≤ s} := {x ∈ D
∣∣ f(x) ∈ [−∞, s]} ∈ A für alle s ∈ R.

(iv) {f < s} := {x ∈ D
∣∣ f(x) ∈ [−∞, s)} ∈ A für alle s ∈ R.

(v) {f ≥ s} := {x ∈ D
∣∣ f(x) ∈ [s,∞]} ∈ A für alle s ∈ R.

(vi) {f > s} := {x ∈ D
∣∣ f(x) ∈ (s,∞]} ∈ A für alle s ∈ R.

Beweis: Da die Borel-σ-Algebra B durch offene Mengen in R sowie ±∞
generiert wird, sind die Behauptungen (i) und (ii) sind aufgrund von Folge-
rung 2.4 und der Definition von A-messbar äquivalent.

Aus (ii) folgt (vi) wegen {f > s} = f−1(s,∞)∪f−1{∞}. Aus den folgenden
Gleichungen ergibt sich, dass (iii) bis (vi) untereinander äquivalent sind:

{f ≤ s} =

∞⋂

k=1

{f < s+
1

k
}, {f > s} = X \ {f ≤ s},

{f ≥ s} =

∞⋂

k=1

{f > s− 1

k
}, {f < s} = D \ {f ≥ s}.

Es gelte nun eine und damit jede der Aussagen (iii) bis (vi). Für ein offe-
nes Intervall (a, b) ist dann f−1((a, b)) = {f > a} ∩ {f < b} ∈ A. Man
kann zeigen, dass sich jede offene Menge U ⊂ R als abzählbare Vereinigung
U =

⋃∞
k=1 Ik von offenen Intervallen Ik = (ak, bk) darstellen lässt. Also ist

f−1(U) =
⋃∞

k=1 f
−1(Ik) ∈ A. Ferner haben wir

f−1({∞}) =

∞⋂

k=1

{f > k} und f−1({−∞}) =

∞⋂

k=1

{f < −k} .

Also erfüllt f (ii).

Man überlegt sich leicht, dass es ausreicht die Bedingungen (iii)–(vi) aus
Lemma 2.7 für s ∈ Q anstatt s ∈ R zu formulieren, denn es gilt z.B.
{f ≥ s} =

⋂
q∈Q,s>q{f > q}.

2.8 Lemma. Sei (X,A) ein messbarer Raum, D ∈ A und seien f, g : D → R
A-messbar. Dann sind die Mengen {f < g} := {x ∈ D

∣∣ f(x) < g(x)} und

{f ≤ g} := {x ∈ D
∣∣ f(x) ≤ g(x)} Elemente aus A.

Beweis: Die Behauptungen folgen aus den Darstellungen {f < g} =⋃
q∈Q ({f < q} ∩ {g > q}) und {f ≤ g} = D \ {f > g}.

In folgendem Satz sind die Grenzfunktionen punktweise definiert, zum Bei-
spiel ist lim infk→∞ fk : X → R definiert durch

(lim inf
k→∞

fk)(x) := lim inf
k→∞

fk(x) .
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Punktweise Konvergenz ist eine sehr schwache Form der Konvergenz, unter
der sich Eigenschaften wie Stetigkeit oder Integrierbarkeit nicht notwendig
auf den Grenzwert übertragen.

2.9 Satz (Grenzwerte messbarer Funktionen). Sei (X,A) ein messba-
rer Raum, D ∈ A und seien fk : D → R eine Folge von A-messbaren Funk-
tionen. Dann sind auch folgende Funktionen A-messbar:

inf
k∈N

fk, sup
k∈N

fk, lim inf
k→∞

fk, lim sup
k→∞

fk.

Beweis: Für s ∈ R gilt

{inf
k
fk ≥ s} =

∞⋂

k=1

{fk ≥ s} , {sup
k
fk ≤ s} =

∞⋂

k=1

{fk ≤ s}.

Nach Lemma 2.7 sind die Funktionen infk fk und supk fk also messbar, und
damit auch die Funktionen

lim inf
k→∞

fk = sup
k∈N

(inf
l≥k

fl) , lim sup
k→∞

fk = inf
k∈N

(sup
l≥k

fl) .

Sei D ∈ A. Für eine Funktion f : D → R ist der Positiv- bzw. Negativanteil
f± : D → [0,∞] definiert durch

f+ := max(f, 0) ≥ 0 und f− := max(−f, 0) = −min(f, 0) ≥ 0. (2.10)

Es gilt also f = f+ − f− und |f | = f+ + f−.

2.11 Satz (Messbarkeit und Rechenoperationen). Sei (X,A) ein
messbarer Raum, D ∈ A, f, g : D → R A-messbar und sei α ∈ R. Dann
sind auch folgende Funktionen A-messbar, falls sie definiert sind und ihr
Definitionsbereich in A liegt:

f + g, αf, f±, max(f, g), min(f, g), |f |, fg, f/g .

Beweis: Wir nehmen zunächst an, dass f, g nur Werte in R annehmen. Es
gilt

{f + g < t} =
⋃

r,s∈Q, r+s<t

{f < r} ∩ {g < s}, {−f < t} = {f > −t}.

Also sind f + g und −f messbar, ebenso αf für α ∈ R. Für jede stetige
Funktion ϕ ∈ C0(R) ist die Verkettung ϕ ◦ f messbar, denn für U ⊂ R
offen ist ϕ−1(U) offen und folglich (ϕ ◦ f)−1(U) = f−1(ϕ−1(U)) ∈ A. Damit
ergibt sich die Messbarkeit der Funktionen f±, indem wir ϕ(s) = max(±s, 0)
wählen. Weiter sind dann die Funktionen

|f | = f++f−, max(f, g) =
1

2
(f+g+|f−g|) und min(f, g) =

1

2
(f+g−|f−g|)
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messbar. Nun ist f2 = ϕ ◦ f mit ϕ(s) = s2, also folgt die Messbarkeit von f2

und von

fg =
1

4

(
(f + g)2 − (f − g)2

)
.

Schließlich ist auch 1/g messbar, denn

{1/g < s} =





{1/s < g < 0} s < 0

{g < 0} s = 0

{g < 0} ∪ {g > 1/s} s > 0.

Nimmt nun f (bzw. g) den Wert ∞ oder −∞ an, so betrachte die abgeschnit-
tene Funktion

fk(x) =





k f(x) ≥ k

−k f(x) ≤ −k
f(x) sonst.

Die Funktionen fk, gk sind messbar. Man prüft nach, dass die Funktionen

fk + gk, αfk, f
±
k , max(fk, gk), min(fk, gk), |fk|, fkgk, fk/gk

punktweise gegen die entsprechenden Funktionen für f und g konvergieren,
auch im Fall des (unstetigen) Produkts. Also folgt die allgemeine Behauptung
aus Satz 2.9.

Wir betrachten nun den Fall, dass auf der σ-Algebra A ein Maß gegeben ist,
d.h. (X,A, µ) ist ein Maßraum. Die folgende Beobachtung spielt in der Maß-
und Integrationstheorie eine große Rolle. Es kommt oft vor, dass eine Aussage
nur für Punkte außerhalb einer µ-Nullmenge gebraucht wird oder gezeigt
werden kann. Es ist z.B. intuitiv klar, dass Nullmengen für die Integration
unwichtig sind. Um diese und ähnliche Aussagen fassbar zu machen wird das
folgende Konzept eingeführt:
Man sagt, die Aussage A[x] ist wahr für µ-fast-alle x ∈M oder µ-fast-überall
auf M , falls es eine µ-Nullmenge N gibt mit

{x ∈M
∣∣A[x] ist falsch} ⊂ N.

Dabei wird nicht verlangt, dass {x ∈ X
∣∣A[x] ist falsch} selbst zu A gehört.

Zum Beispiel bedeutet für Funktionen f, g : X → R die Aussage
”
f(x) ≤

g(x) für µ-fast-alle x ∈ X“, dass es eine Nullmenge N gibt, so dass für
alle Punkte x ∈ X \ N die Ungleichung f(x) ≤ g(x) gilt. Eine Funktion
h ist

”
µ-fast-überall auf X definiert“, wenn h auf D ∈ A definiert ist und

µ(X \D) = 0. Ein weiteres Beispiel ist
”
die Konvergenz µ-fast-überall“: eine

Folge von Funktionen fk : D → R konvergiert punktweise µ-fast-überall gegen
f : D → R, wenn es eine µ-Nullmenge N gibt, so dass für alle x ∈ D \N gilt:

lim
k→∞

fk(x) = f(x) .

Wir wollen nun den Begriff der Messbarkeit auf Funktionen f , die nur µ-fast-
überall definiert sind, ausweiten.
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2.12 Definition. Sei (X,A, µ) ein Maßraum. Eine auf D ∈ A definierte
numerische Funktion f heißt µ-messbar (auf X), wenn µ(X \D) = 0 und f
A|D-messbar ist.

2.13 Bemerkung. Wir unterscheiden zwischen A-messbaren Funktionen
(auf X), die überall auf X definiert sind, und µ-messbaren Funktionen (auf
X), die in der Regel nur µ-fast-überall auf X definiert sind.

2.14 Bemerkung. Die Relation
”
f = g µ-fast-überall“ ist offensichtlich eine

Äquivalenzrelation auf der Menge aller Funktionen (oder aller µ-messbaren
Funktionen) auf X. Sei D ∈ A und f : D → R µ-messbar. Dann gibt es eine
A-messbare Funktion g : X → R mit f = g auf D. Insbesondere kann man

g =

{
f auf D ,

0 auf X \D ,

wählen. Somit übertragen sich insbesondere die Sätze 2.9 und 2.11 auf µ-
messbare Funktionen, wobei man zusätzlich fordern muss, dass f + g, fg und
f/g µ-fast-überall definiert sind.

2.15 Lemma. Sei (X,A, µ) ein vollständiger Maßraum und sei f µ-messbar

auf X. Dann ist auch jede Funktion f̃ mit f̃ = f µ-fast-überall µ-messbar.

Beweis: Sei f auf D ∈ A definiert mit µ(X \D) = 0 und sei f̃ auf D̃ ⊂ X
definiert. Aus den Voraussetzungen folgt, dass es eine Nullmenge N gibt, so
dass f̃(x) = f(x) für alle x ∈ X \N . Insbesondere ist X \N ⊂ D ∩ D̃. Also

ist X \ D̃ ⊂ N , und da µ vollständig ist, folgt D̃ ∈ A. Weiter haben wir

{x ∈ D̃
∣∣ f̃(x) < s} = {x ∈ D̃ ∩N

∣∣ f̃(x) < s} ∪ {x ∈ D̃ ∩ (X \N)
∣∣ f̃(x) < s}

= {x ∈ D̃ ∩N
∣∣ f̃(x) < s} ∪ {x ∈ X \N

∣∣ f(x) < s}
= {x ∈ D̃ ∩N

∣∣ f̃(x) < s} ∪
∪
(
{x ∈ D

∣∣ f(x) < s} \ {x ∈ D ∩N
∣∣ f(x) < s}

)
.

Da f µ-messbar ist und µ ein vollständiges Maß ist, erhalten wir, dass die
rechte Seite in A liegt. Da sie außerdem eine Teilmenge von D̃ ist, liegt sie
in A| eD und somit ist f̃ µ-messbar.

2.16 Satz (Grenzwert µ-messbarer Funktionen). Sei (X,A, µ) ein voll-
ständiger Maßraum und seien fk, k ∈ N, µ-messbar. Falls fk punktweise
µ-fast-überall gegen f konvergiert, dann ist f µ-messbar.

Beweis: Sei fk auf Dk ∈ A definiert. Dann sind alle fk, k ∈ N, auf D
definiert, wobei D :=

⋂∞
k=1Dk und X \ D eine Nullmenge ist. Setze E :=

{x ∈ D
∣∣ lim

k→∞
fk(x) 6= f(x)} und betrachte

f̃k(x) =

{
fk(x) falls x ∈ D \ E ,
0 sonst ,

sowie f̃(x) =

{
f(x) falls x ∈ D \ E ,
0 sonst .
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Es gilt f̃ = limk→∞ f̃k, also ist f̃ nach Satz 2.9 A-messbar. Aber nach Vor-
aussetzung ist (X \D) ∪E eine µ-Nullmenge, also folgt die Messbarkeit von
f aus Lemma 2.15.

Der folgende Satz zeigt, dass µ-fast-überall Konvergenz einer Folge bis auf
kleine Mengen bereits gleichmäßige Konvergenz impliziert.

2.17 Satz (Egorov). Sei (X,A, µ) ein Maßraum, D ∈ A eine Menge mit
µ(D) < ∞ und seien fn, f µ|D-messbare, µ|D-fast-überall endliche Funktio-
nen mit fn → f µ|D-fast-überall. Dann existiert für alle ε > 0 eine Menge
B ⊆ D, B ∈ A mit

(i) µ(D \B) < ε,

(ii) fk ⇉ f gleichmäßig auf B.

Beweis: Sei E := {x ∈ D
∣∣ fn(x), f(x) sind endlich und fn(x) → f(x)}.

Auf Grund der Voraussetzungen ist µ(D \ E) = 0 und wir können OBdA
annehmen, dass D = E. Sei Ci,j :=

⋃∞
k=j{x ∈ D

∣∣ |fk(x) − f(x)| > 2−i},
i, j ∈ N. Dann liegen aufgrund von Satz 2.11 die Mengen Ci,j in A und es
gilt Ci,j+1 ⊆ Ci,j für alle i, j ∈ N. Da µ(D) < ∞ erhalten wir mit Satz 1.17
(ii) und der Konvergenz fn → f auf D, dass für alle i ∈ N

lim
j→∞

µ(Ci,j) = µ

( ∞⋂

j=1

Ci,j

)
= 0 .

Also gibt es einN(i) mit µ(Ci,N(i)) < ε2−i. Wir setzenB := D\⋃∞
i=1 Ci,N(i) ∈

A und erhalten

µ(D \B) ≤
∞∑

i=1

µ(Ci,N(i)) < ε .

Für alle i, alle x ∈ B und alle n > N(i) gilt

|fn(x) − f(x)| ≤ 2−i ,

d.h. fn ⇉ f auf B.

1.3 Äußere Maße

Äußere Maße sind immer auf der gesamten Potenzmenge definiert. Sie ordnen
also jeder Teilmenge eine Maßzahl zu. Allerdings gelten vernünftige Rechen-
regeln (σ-Additivität) nur auf einem Teilsystem.

3.1 Definition. Sei X eine Menge. Eine Funktion µ : P(X) → [0,∞] mit
µ(∅) = 0 heißt äußeres Maß auf X, falls

A ⊂
∞⋃

i=1

Ai ⇒ µ(A) ≤
∞∑

i=1

µ(Ai). (3.2)
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Oft spricht man der Kürze halber auch von einem Maß, wenn keine Miss-
verständnisse entstehen können (vgl. Definition 1.9). Die Begriffe σ-additiv,
σ-subadditiv, σ-endlich, endlich, monoton, sowie Nullmenge und µ-fast-über-
all werden für äußere Maße analog zu den entsprechenden Begriffen für Maße
definiert (man ersetzt in den entsprechenden Definitionen A durch P(X)).

Ein äußeres Maß ist monoton, σ-subadditiv, und insbesondere (endlich)
subadditiv, d.h.

A ⊂
n⋃

i=1

Ai ⇒ µ(A) ≤
n∑

i=1

µ(Ai) .

3.3 Definition. Sei µ äußeres Maß auf X. Die Menge A ⊂ X heißt µ-
messbar, falls für alle S ⊂ X

µ(S) ≥ µ(S ∩A) + µ(S \A) . (3.4)

Das System aller µ–messbaren Mengen wird mit M(µ) bezeichnet.

Da S = (S ∩ A) ∪ (S \ A), folgt aus (3.2) die umgekehrte Ungleichung in
(3.4), das heißt es gilt:

A messbar ⇐⇒ µ(S) = µ(S ∩A) + µ(S \A) ∀S ⊂ X. (3.5)

Wir wollen nun ein paar einfache Beispiele und Methoden zur Konstruktion
von äußerem Maßen betrachten.

3.6 Beispiel. Jedes auf P(X) definierte Maß ist ein äußeres Maß. Dies folgt
sofort aus Satz 1.17 (iii). Insbesondere sind also das im Beispiel 1.13 definierte
Diracmaß und das im Beispiel 1.14 definierte Zählmaß äußere Maße.

3.7 Satz. Sei Q ein System von Teilmengen einer Menge X, dass die leere
Menge ∅ enthält, und sei λ : Q → [0,∞] eine Mengenfunktion auf Q mit
λ(∅) = 0. Definiere die Mengnefunktion µ : P(X) → [0,∞] für beliebige
E ⊂ X durch

µ(E) := inf

{
∞∑

i=1

λ(Pi)
∣∣Pi ∈ Q, E ⊂

∞⋃

i=1

Pi

}
. (3.8)

Man beachte inf ∅ = ∞. Dann ist µ ein äußeres Maß.

Beweis: Mit ∅ ⊂ ∅ ∈ Q folgt µ(∅) = 0 nach (3.8). Sei E ⊂ ⋃∞
i=1Ei mit

E,Ei ⊂ X und
∑∞

i=1 µ(Ei) <∞. Wähle Überdeckungen Ei ⊂
⋃∞

j=1 Pi,j mit
Pi,j ∈ Q, so dass zu gegebenem ε > 0 gilt:

∞∑

j=1

λ(Pi,j) < µ(Ei) + 2−iε für alle i ∈ N.

Dann folgt E ⊂ ⋃∞
i,j=1 Pi,j und somit
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µ(E) ≤
∞∑

i,j=1

λ(Pi,j) ≤
∞∑

i=1

(
µ(Ei) + 2−iε

)
=

∞∑

i=1

µ(Ei) + ε.

Mit εց 0 folgt µ(E) ≤∑∞
i=1 µ(Ei).

3.9 Satz (Bildmaß). Seien X,Y Mengen und f : X → Y eine Funktion.
Für ein gegebenes äußeres Maß µ : P(X) → [0,∞] erhält man durch

f(µ) : P(Y ) → [0,∞] , f(µ)(B) := µ(f−1(B))

ein äußeres Maß f(µ) auf Y , welches wir Bildmaß von µ unter f nennen. Es
gilt für alle B ⊂ Y

f−1(B) µ-messbar ⇒ B f(µ)-messbar . (3.10)

Beweis: Für B ⊂ ⋃∞
i=1Bi gilt f−1(B) ⊂ ⋃∞

i=1 f
−1(Bi) und folglich auf-

grund der σ-Subadditivität von µ

f(µ)(B) = µ
(
f−1(B)

)
≤

∞∑

i=1

µ
(
f−1(Bi)

)
=

∞∑

i=1

f(µ)(Bi).

Außerdem ist trivialerweise f(µ)(∅) = µ(f−1(∅)) = µ(∅) = 0. Also ist f(µ)
ein äußeres Maß. Nun ist nach Definition von f(µ) die Menge B ⊂ Y genau
dann f(µ)-messbar, wenn für alle T ⊂ Y

µ(f−1(T )) ≥ µ(f−1(T ∩B)) + µ(f−1(T \B)) .

Da f−1(T ∩B) = f−1(T )∩ f−1(B) sowie f−1(T \B) = f−1(T ) \ f−1(B), ist
dies äquivalent zu

µ(f−1(T )) ≥ µ(f−1(T ) ∩ f−1(B)) + µ(f−1(T ) \ f−1(B)) für alle T ⊂ Y.

Dagegen ist f−1(B) genau dann µ-messbar, wenn für alle S ⊂ X

µ(S) ≥ µ(S ∩ f−1(B)) + µ(S \ f−1(B)) .

Also folgt die Behauptung (3.10), indem wir S = f−1(T ) setzen.

Die im folgenden Satz definierte Einschränkung für äußere Maße ist etwas
anders definiert als der analoge Begriff für Maße (vgl. Beispiel 1.15). Deshalb
benutzen wir auch ein anderes Symbol. Man beachte insbesondere, dass die
Einschränkung eines äußeren Maßes auf X auf die Menge M ⊂ X wieder
eines äußeres Maß auf X ist.

3.11 Satz (Einschränkung). Sei µ : P(X) → [0,∞] ein äußeres Maß auf
X. Für eine gegebene Menge M ⊂ X erhält man durch

µxM : P(X) → [0,∞] , µxM(A) := µ(A ∩M)

ein äußeres Maß µxM auf X, welches wir Einschränkung von µ auf M nen-
nen. Es gilt

A µ-messbar ⇒ A µxM -messbar . (3.12)
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Beweis: Aus der Definition folgt sofort, dass µxM ein äußeres Maß ist.
Weiter gilt für A ⊂ X µ-messbar und S ⊂ X beliebig

µxM(S) = µ(S ∩M)

≥ µ((S ∩M) ∩A) + µ((S ∩M) \A)

= µ((S ∩A) ∩M) + µ((S \A) ∩M)

= µxM(S ∩A) + µxM(S \A).

Dies beweist Behauptung (3.12).

Wir wollen nun die Struktur des Systems M(µ) der µ-messbaren Mengen
untersuchen.

3.13 Satz (Messbarkeit von Nullmengen). Sei µ äußeres Maß auf X.
Dann gilt:

N µ-Nullmenge ⇒ N µ-messbar (3.14)

N1, N2, . . . µ-Nullmengen ⇒
∞⋃

k=1

Nk µ-Nullmenge. (3.15)

Beweis: Sei µ(N) = 0. Für S ⊂ X folgt aus der Monotonie µ(S ∩ N) ≤
µ(N) = 0, also

µ(S) ≥ µ(S \N) = µ(S ∩N) + µ(S \N) .

Die zweite Aussage gilt auf Grund der σ-Subadditivität von µ.

Auf jeden Fall enthält M(µ) alle Nullmengen N ⊂ X, und damit auch
deren Komplemente X \N , wie unten in Beweis von Satz 3.18 gezeigt wird.
Es kann sein, dass keine anderen Mengen messbar sind, wie das folgende
Beispiel 3.16, in dem M(µ) = {∅,X} ist, zeigt. Aber in den relevanten Fällen
erwarten wir doch, dass es viele weitere messbare Mengen gibt. Insbesondere
bildet das System M(µ) eine σ-Algebra, wie im Satz 3.18 bewiesen wird.

3.16 Beispiel. Auf jeder Menge X können wir durch

β(A) =

{
0 falls A = ∅
1 sonst.

ein äußeres Maß β definieren. Der Nachweis von (3.2) für β ist trivial. Es
sind nur ∅ und X β-messbar, denn mit der Wahl S = X in (3.4) folgt, falls
A ⊂ X β-messbar ist,

1 ≥ β(X) = β(A) + β(X \A).

Bevor wir Satz 3.18 beweisen, benötigen wir noch folgendes Lemma.
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3.17 Lemma. Seien Ai ∈ M(µ), i = 1, . . . , k, paarweise disjunkt und µ-
messbar. Dann gilt für alle S ⊂ X

µ(S ∩
k⋃

i=1

Ai) =
k∑

i=1

µ(S ∩Ai) .

Beweis: Für k = 1 ist die Aussage trivial, und für k ≥ 2 folgt induktiv,
da Ak µ-messbar,

µ(S ∩
k⋃

i=1

Ai) = µ
(
(S ∩

k⋃

i=1

Ai) ∩Ak

)
+ µ

(
(S ∩

k⋃

i=1

Ai) \Ak

)

= µ(S ∩Ak) + µ(S ∩
k−1⋃

i=1

Ai)

=
k∑

i=1

µ(S ∩Ai) .

3.18 Satz (äußeres Maß ⇒ Maß). Sei µ : P(X) → [0,∞] ein äußeres
Maß. Dann ist das System M(µ) der µ-messbaren Mengen eine σ-Algebra,
und µ ist ein vollständiges Maß auf M(µ).

Beweis: (i) Zuerst zeigen wir, dass endliche Durchschnitte und Vereini-
gungen µ-messbarer Mengen wieder µ-messbar sind.

Es gilt X ∈ M, denn für jede Menge S ⊂ X ist

µ(S ∩X) + µ(S \X) = µ(S) + µ(∅) = µ(S).

Mit A ∈ M folgt auch X \A ∈ M, denn für S ⊂ X gilt

µ
(
S ∩ (X \A)

)
+ µ

(
S \ (X \A)

)
= µ(S \A) + µ(S ∩A) = µ(S).

Als nächstes zeigen wir, dass A ∩B ∈ M für A,B ∈ M. Für alle S ⊂ X gilt

µ(S) = µ(S ∩A) + µ(S \A) ,

µ(S ∩A) = µ(S ∩A ∩B) + µ((S ∩A) \B) .

Wenn man S \ (A ∩ B) als Testmenge wählt und die Messbarkeit von A
benutzt erhält man:

µ(S \ (A ∩B)) = µ((S \ (A ∩B)) ∩A) + µ((S \ (A ∩B)) \A)

= µ((S ∩A) \B) + µ(S \A) .

Aus diesen drei Identitäten folgt sofort

µ(S) = µ(S ∩ (A ∩B)) + µ(S \ (A ∩B)) .
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Hieraus folgt, dass auch Vereinigungen und Differenzen messbarer Mengen
messbar sind, da A ∪ B = X \ ((X \ A) ∩ (X \ B)) ∈ M und A \ B =
A ∩ (X \ B) ∈ M. Per Induktion erhalten wir, dass M unter endlichen
Vereinigungen und Durchschnitten abgeschlossen ist.

(ii) Jetzt zeigen wir, dass µ σ-additiv auf M ist.
Seien Aj , j ∈ N, paarweise disjunkte µ–messbare Mengen. Wählt man

S = A1 ∪A2 und benutzt die Messbarkeit von A1 erhält man

µ(A1 ∪A2) = µ(A1) + µ(A2) ,

und per Induktion die analoge Aussage für endliche disjunkte Vereinigungen.
Also gilt

∞∑

j=1

µ(Aj) = lim
k→∞

k∑

j=1

µ(Aj) = lim
k→∞

µ

( k⋃

j=1

Aj

)
≤ µ

( ∞⋃

j=1

Aj

)
,

wobei wir die Monotonie von µ benutzt haben. Die umgekehrte Ungleichung
gilt aufgrund von (3.2) immer, und somit haben wir die σ-Additivität von µ
auf M bewiesen.

(iii) Als letztes zeigen wir, dass M abgeschlosssen unter abzählbaren Ver-
einigungen ist.

Seien Aj , j ∈ N, µ–messbare Mengen. Wir können annehmen, dass Aj

paarweise disjunkt sind, andernfalls betrachten wir Ãi = Ai\(A1∪. . .∪Ai−1).

Für S ⊂ X beliebig folgt, da
⋃k

i=1Ai ∈ M,

µ(S) = µ(S ∩
k⋃

i=1

Ai) + µ(S \
k⋃

i=1

Ai) ≥
k∑

i=1

µ(S ∩Ai) + µ(S \
∞⋃

i=1

Ai) .

Im zweiten Schritt wurden dabei Lemma 3.17 und die Monotonie von µ be-
nutzt. Mit k → ∞ erhalten wir schließlich wegen der σ-Subadditivität von µ
auf M

µ(S) ≥
∞∑

i=1

µ(S ∩Ai) + µ(S \
∞⋃

i=1

Ai) ≥ µ
( ∞⋃

i=1

(S ∩Ai)
)

+ µ(S \
∞⋃

i=1

Ai)

= µ(S ∩
∞⋃

i=1

Ai) + µ(S \
∞⋃

i=1

Ai) .

Also ist
⋃∞

i=1Ai µ-messbar.
Die Vollständigkeit von µ wurde schon in Satz 3.13 bewiesen.

Aus dem gerade bewiesenen Satz und Satz 1.17 folgt:

3.19 Folgerung (Stetigkeitseigenschaften von äußeren Maßen). Sei
µ ein äußeres Maß und seien Ai ∈ M(µ), i ∈ N, µ-messbare Mengen. Dann
gelten folgende Aussagen:
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(i) aus A1 ⊂ . . . ⊂ Ai ⊂ Ai+1 ⊂ . . . folgt µ
(⋃∞

i=1Ai

)
= limi→∞ µ(Ai) ,

(ii) aus A1 ⊃ . . . ⊃ Ai ⊃ Ai+1 . . . , mit µ(A1) < ∞ folgt µ
(⋂∞

i=1Ai

)
=

limi→∞ µ(Ai) ,

1.4 Der Fortsetzungssatz von Carathéodory

Im vorherigen Abschnitt haben wir gesehen, dass man aus äußeren Maßen
in natürlicher Weise Maße konstruieren kann. Jetzt wollen wir eine abstrakte
Methode zur Konstruktion äußerer Maße vorstellen.

4.1 Definition. Ein Mengensystem A ⊂ P(X) heißt ∪-stabil (bzw. ∩-
stabil), wenn A ∪B ∈ A (bzw. A ∩B ∈ A) für alle A,B ∈ A.

Offensichtlich impliziert ∪- bzw. ∩-Stabilität eines Systems die Stabilität
bzgl. endlicher Vereinigungen bzw. Durchschnitte. Die \-Stabilität ist analog
definiert.

4.2 Definition. Ein Mengensystem R ⊂ P(X) heißt Ring über X, falls

(i) ∅ ∈ R ,

(ii) A,B ∈ R ⇒ A \B ∈ R ,

(iii) A,B ∈ R ⇒ A ∪B ∈ R .

R heißt Algebra, falls zusätzlich X ∈ R.

4.3 Beispiele. (i) Für A ⊂ X ist {∅, A} eine Ring, aber für A 6= X keine
Algebra. Die Potenzmenge P(X) ist eine Algebra.

(ii) Das System aller endlichen Teilmengen einer beliebigen Menge ist ein
Ring. Dasselbe gilt für das System aller (höchstens) abzählbaren Mengen.
Eine Menge heißt abzählbar, wenn es eine Bijektion auf eine Teilmenge
der natürlichen Zahlen N gibt.

Für zwei Mengen A,B in einem Ring R liegt auch der Duchschnitt wieder
in R, denn es gilt A∩B = A \ (A \B) ∈ R. Ringe sind ∪-stabil, ∩-stabil und
\-stabil. Algebren sind zusätzlich stabil bzgl. KomplementsbildungX\A. Satz
1.3 über Durchschnitte von σ-Algebren gilt analog für Ringe und Algebren.
Also kann man wie für σ-Algebren erzeugte Ringe und erzeugte Algebren
definieren.

4.4 Definition. Sei R ⊂ P(X) ein Ring. Eine Funktion λ : R → [0,∞] heißt
Prämaß auf dem Ring R, wenn

(i) λ(∅) = 0,

(ii) für paarweise disjunkte Mengen Ai ∈ R, i ∈ N, mit
⋃∞

i=1Ai ∈ R gilt:

λ

( ∞⋃

i=1

Ai

)
=

∞∑

i=1

λ(Ai) (σ-Additivität auf R) .



20 1 Maße und messbare Funktionen

Die Begriffe σ-subadditiv, subadditiv, σ-endlich, endlich, monoton, sowie
Nullmenge und fast überall werden für Prämaße analog zu den entsprechenden
Begriffen für Maße definiert.

Beispiele. (i) Sei R ein Ring über X und setze

λ(A) =

{
0 falls A = ∅ ,
∞ falls ∅ 6= A ∈ R .

Offensichtlich ist λ ein Prämaß.

(ii) Sei R der Ring aller endlichen Teilmengen einer beliebigen Menge X und
sei λ = card|R die Einschränkung des Zählmaßes auf R. Dann ist λ ein
Prämaß auf R.

Alle Maße, und insbesondere die Einschränkung eines äußeren Maßes auf
die messbaren Mengen M(µ), sind natürlich Prämaße. Wir wollen nun zeigen,
dass man ein Prämaß zu einem äußeren Maß fortsetzen kann.

4.5 Definition. Sei λ ein Prämaß auf dem Ring R ⊂ P(X). Ein äußeres
Maß µ auf X (bzw. ein Maß µ auf A) heißt Fortsetzung von λ, falls folgende
zwei Bedingungen gelten:

(i) µ|R = λ, d.h. µ(A) = λ(A) für alle A ∈ R
(ii) R ⊂ M(µ), d.h. alle Mengen in R sind µ-messbar (bzw. R ⊂ A).

4.6 Satz (Caratheodory-Fortsetzung). Sei λ : R → [0,∞] ein Prämaß
auf dem Ring R ⊂ P(X). Sei µ : P(X) → [0,∞] das in Satz 3.7 aus R
konstruierte äußere Maß, d.h. für alle E ⊂ X ist

µ(E) := inf

{ ∞∑

i=1

λ(Ai) : Ai ∈ R, E ⊂
∞⋃

i=1

Ai

}
.

Dann ist µ eine Fortsetzung von λ. Man bezeichnet µ als das durch λ indu-
zierte, äußere Maß oder als Carathéodory-Fortsetzung von λ.

Beweis: (i) µ(A) = λ(A) für A ∈ R.
Die Ungleichung µ(A) ≤ λ(A) folgt direkt aus der Definition von µ, indem
wir A1 = A und Ai = ∅ für i ≥ 2 wählen. Für die umgekehrte Ungleichung
λ(A) ≤ µ(A) reicht es zu zeigen:

A ⊂
∞⋃

i=1

Ai mit Ai ∈ R ⇒ λ(A) ≤
∞∑

i=1

λ(Ai).

Wir betrachten die paarweise disjunkten Mengen Bi = (Ai\
⋃i−1

j=1Aj)∩A ∈ R
und schließen

λ(A) = λ

( ∞⋃

i=1

Bi

)
=

∞∑

i=1

λ(Bi) ≤
∞∑

i=1

λ(Ai),

da λ Prämaß und Bi ⊂ Ai.
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(ii) Jedes A ∈ R ist µ-messbar.
Sei A ∈ R und S ⊂ X beliebig mit µ(S) < ∞. Zu ε > 0 wähle Ai ∈ R, so
dass S ⊂ ⋃∞

i=1Ai und
∑∞

i=1 λ(Ai) ≤ µ(S)+ε. Es folgt S∩A ⊂ ⋃∞
i=1(Ai∩A)

sowie S \A ⊂ ⋃∞
i=1(Ai \A). Aus der Definition von µ folgt

µ(S ∩A) + µ(S \A) ≤
∞∑

i=1

λ(Ai ∩A) +

∞∑

i=1

λ(Ai \A) =

∞∑

i=1

λ(Ai) ≤ µ(S) + ε.

Mit ε ց 0 folgt, dass A µ-messbar ist, da (3.4) für µ(S) = ∞ immer gilt.
Somit ist der Satz bewiesen.

Nach Satz 3.18 ist die Carathéodory-Fortsetzung µ ein vollständiges Maß
auf der σ-Algebra der messbaren Mengen M(µ), die die durch den Ring R
generierte σ-Algebra σ(R) enthält. Um zu zeigen, dass die Carathéodory-
Fortsetzung µ auf σ(R) eindeutig ist, benötigen wir folgendes Lemma:

4.7 Lemma (Maximalität der Caratheodory-Fortsetzung). Sei µ die
Caratheodory-Fortsetzung des Prämaßes λ : R → [0,∞] auf dem Ring R über
X. Sei µ̃ ein Maß auf σ(R) mit µ̃ = λ auf R. Dann gilt µ̃(E) ≤ µ(E) für
alle E ∈ σ(R).

Beweis: Da Maße σ-subadditiv sind, gilt für alle E ∈ σ(R) die Implikation

E ⊂
∞⋃

i=1

Pi mit Pi ∈ R ⇒ µ̃(E) ≤
∞∑

i=1

µ̃(Pi) =

∞∑

i=1

λ(Pi) .

Bilden des Infimums über alle solchen Überdeckungen liefert wegen (3.8) die
Behauptung.

4.8 Satz (Hopf-Fortsetzung). Sei λ : R → [0,∞] ein Prämaß auf dem
Ring R ⊂ P(X). Dann gibt es ein Maß µ auf σ(R) mit µ = λ auf R. Diese
Fortsetzung ist eindeutig, falls λ σ-endlich ist.

Beweis: Die Existenz des Maßes µ folgt sofort aus Satz 4.6 und Satz 3.18
(man beachte σ(R) ⊂ M(µ)). Um die Eindeutigkeit zu zeigen, sei µ̃ ein Maß
auf σ(R) mit µ̃ = λ auf R. Für Ai ∈ R und A =

⋃∞
i=1Ai haben wir mit Satz

1.17 (i)

µ̃(A) = lim
n→∞

µ̃
( n⋃

i=1

Ai

)
= lim

n→∞
µ
( n⋃

i=1

Ai

)
= µ(A) .

Für E ∈ σ(R) mit µ(E) < ∞ und ε > 0 existieren Mengen Ai ∈ R, A =⋃∞
i=1Ai mit E ⊂ A und µ(A) ≤ µ(E) + ε, also µ(A \ E) ≤ ε. Somit gilt

µ(E) ≤ µ(A) = µ̃(A) = µ̃(E) + µ̃(A \ E) ≤ µ̃(E) + µ(A \ E) ≤ µ̃(E) + ε .

Mit ε ց 0 und Lemma 4.7 folgt µ(E) = µ̃(E). Sei nun λ σ-endlich. Dann
gibt es OBdA paarweise disjunkte Mengen Xn ∈ R mit µ(Xn) < ∞ und
X =

⋃∞
n=1Xn. Für beliebige E ∈ σ(R) erhalten wir
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µ(E) =

∞∑

n=1

µ(E ∩Xn) =

∞∑

n=1

µ̃(E ∩Xn) = µ̃(E) ,

d.h. µ ist auf σ(R) eindeutig.

Die Carathéodory-Fortsetzung hat die Eigenschaft, dass man zu jeder
Menge M ⊂ X eine µ-messbare Obermenge D ⊃ M finden kann mit
µ(M) = µ(D). Äußere Maße mit dieser Eigenschaft werden regulär genannt.

4.9 Satz (Regularität der Caratheodory-Fortsetzung). Sei µ die Ca-
rathéodory-Fortsetzung des Prämaßes λ : R → [0,∞] auf dem Ring R über
X. Dann gibt es zu jeder Menge D ⊂ X eine Menge E ∈ σ(R) mit E ⊃ D
und µ(E) = µ(D). Insbesondere ist µ ein reguläres äußeres Maß.

Beweis: Im Fall µ(D) = ∞ können wir E = X wählen. Ist µ(D) <∞, so
gibt es nach Definition von µ in (3.8) zu jedem n ∈ N eine Überdeckung

D ⊂ En =

∞⋃

i=1

An
i mit An

i ∈ R und

∞∑

n=1

λ(An
i ) < µ(D) +

1

n
.

Wähle E =
⋂∞

n=1E
n. Dann ist E ∈ σ(R) mit E ⊃ D, und für jedes n ∈ N

gilt

µ(D) ≤ µ(E) ≤ µ(En) ≤
∞∑

i=1

µ(An
i ) =

∞∑

i=1

λ(An
i ) ≤ µ(D) +

1

n
<∞ .

Mit n→ ∞ folgt µ(E) = µ(D).

Im σ-endlichen Fall ist die Carathéodory-Fortsetzung µ sogar eindeutig auf
dem System der messbaren Mengen M(µ).

4.10 Satz (Eindeutigkeit der Maßfortsetzung). Sei λ ein σ-endliches
Prämaß auf dem Ring R über X und sei µ : P(X) → [0,∞] die Caratheodory-
Fortsetzung von λ. Dann ist µ|M(µ) die Vervollständigung von µ|σ(R). Insbe-
sondere gibt es genau eine Fortsetzung von λ : R → [0,∞] zu einem Maß auf
M(µ).

Beweis: Da nach Satz 3.18 µ|M(µ) ein vollständiges Maß ist liefert Satz

1.21 sofort σ(R)µ|σ(R)
⊂ M(µ). Sei also D ∈ M(µ) mit µ(D) < ∞. Wir

wählen E ⊃ D aus Satz 4.9. Es folgt aufgrund der Messbarkeit von D

µ(D) = µ(E) = µ(E∩D)+µ(E\D) = µ(D)+µ(E\D) ⇒ µ(E\D) = 0 .

Da λ σ-endlich ist, gibt es Mengen Xn ∈ R gibt mit X =
⋃∞

n=1Xn und
µ(Xn) < ∞, n ∈ N. Für beliebiges D ∈ M(µ) setze Dn :=

⋃n
k=1D ∩ Xk.

Dann ist (Dn) eine monoton wachsende Folge mit µ(Dn) < ∞ und D =⋃∞
n=1Dn. Wie bewiesen gibt es En ⊃ Dn mit En ∈ σ(R) und µ(En\Dn) = 0.

Für E =
⋃∞

n=1En ⊃ D folgt E ∈ σ(R). Da E \D ⊂ ⋃∞
n=1(En \Dn) erhalten

wir
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µ(E \D) ≤
∞∑

n=1

µ(En \Dn) = 0 .

Wir haben also gezeigt, dass es für beliebiges D ∈ M(µ) eine Menge E ∈
σ(R) gibt mit µ(E \D) = 0. Satz 4.9 liefert also eine Menge N ∈ σ(R) mit
N ⊃ E \D und µ(E \D) = µ(N) = 0. Also gilt D = (E \N) ∪ (D ∩N) ∈
σ(R)µ|σ(R)

, denn E \ N ∈ σ(R) und D ∩ N ist eine Teilmenge der µ|σ(R)-

Nullmenge N . Somit ist M(µ) ⊂ σ(R)µ|σ(R)
. Satz 1.21 liefert also, dass

die Vervollständigung von µ|σ(R) gleich µ|M(µ) ist. Die Eindeutigkeit folgt
sofort aus Satz 4.8 und der gerade gezeigten Charakterisierung von M(µ)
(vgl. Folgerung 4.11).

Im Verlauf des Beweises des vorherigen Satzes haben wir auch folgendes
bewiesen:

4.11 Folgerung (Charakterisierung von M(µ)). Sei λ : R → [0,∞] ein
σ-endliches Prämaß auf dem Ring R ⊂ P(X) mit Carathéodory-Fortsetzung
µ. Eine Menge D ⊂ X ist genau dann µ-messbar, wenn eine der folgenden
Bedingungen gilt:

(i) Es gibt ein E ∈ σ(R) mit E ⊃ D und µ(E \D) = 0.

(ii) Es gibt ein C ∈ σ(R) mit C ⊂ D und µ(D \ C) = 0.

Nun wollen wir die Beziehung zwischen äußeren Maßen und Maßen klären.
Aus einem äußeren Maß µ erhalten wir das Maß λ = µ|M(µ) durch Ein-
schränkung auf die σ-Algebra der µ-messbaren Mengen, und λ ist nach Satz
3.13 vollständig.

Umgekehrt können wir ein gegebenes Maß λ auf einer σ-Algebra A ⊂ P(X)
mit der Carathéodory-Fortsetzung (Satz 4.6) zu einem äußeren Maß λC auf
X fortsetzen, und nach Proposition 4.9 ist λC regulär. Wir wollen jetzt sehen,
dass diese Zuordnungen invers sind, jedenfalls im σ-endlichen Fall.

4.12 Satz (äußere Maße vs. Maße). Die durch Einschränkung bzw. Fort-
setzung gegebenen Abbildungen zwischen den σ-endlichen, regulären äußeren
Maßen und den σ-endlichen, vollständigen Maßen auf X sind zueinander
invers und insbesondere bijektiv.

Beweis: (i) Sei λ ein σ-endliches, vollständiges Maß auf der σ-Algebra A.
Aus A = σ(A) folgt λ = λC |A nach Satz 4.8. Die Vollständigkeit von λ und
Satz 4.10 liefern also A = Aλ = M(λC).

(ii) Sei nun µ ein σ-endliches, reguläres äußeres Maß. Wir zeigen µ = λC

für λ = µ|M(µ). Es gilt M(µ) ⊂ M(λC) ⊂ M(µ) nach Satz 4.6 und Satz
4.10. Aber µ ist regulär nach Voraussetzung, sowie λC regulär nach Satz 4.9,
und beide äußere Maße stimmen überein auf M(µ) = M(λC), also sind die
Maße gleich.
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1.5 Mengensysteme und Mengenfunktionen

Wir wollen in diesem Abschnitt weitere Mengensysteme und Mengenfunk-
tionen betrachten, die zur Konstruktion von Ringen, σ-Algebren und Maßen
sehr sinnvoll sind.

Halbringe und Inhalte

In Anwendungen, vor allem im Rn, kann man Ringe bequem durch die fol-
gende Klasse von Erzeugern mit einfachen Eigenschaften generieren.

5.1 Definition. Ein Mengensystem Q ⊂ P(X) heißt Halbring über X, wenn

(i) ∅ ∈ Q
(ii) P,Q ∈ Q ⇒ P ∩Q ∈ Q
(iii) P,Q ∈ Q ⇒ P \Q =

⋃k
i=1 Pi mit endlich vielen, paarweise disjunkt-

en Pi ∈ Q.

Halbringe sind ∩-stabil. Die Definition des Halbringes ist motiviert durch
das folgende Beispiel.

5.2 Beispiele. (i) Eine Menge I ⊂ R heißt Intervall, wenn es a, b ∈ R mit
a ≤ b gibt, so dass gilt:

(a, b) ⊂ I ⊂ [a, b] . (5.3)

Das System aller Intervalle des R wird mit I bezeichnet. Ein achsenparal-
leler n-dimensionaler Quader (im Folgenden kurz als Quader bezeichnet)
ist ein kartesisches Produkt Q = I1 × . . .× In ⊂ Rn von Intervallen. Das
System aller Quader des Rn wird mit Qn bezeichnet.

(ii) Sei X eine beliebige Menge. Dann ist Q := {∅} ∪
{
{a}

∣∣ a ∈ X
}

ein
Halbring.

Wir zeigen nun, dass das System der Quader des Rn einen Halbring bildet.

5.4 Satz. Das System I der Intervalle aus R ist ein Halbring.

Beweis: Die leere Menge ist ein Intervall, denn es gilt ∅ = (a, a) für a ∈ R
beliebig. Seien I, J ⊂ R Intervalle mit Grenzen a ≤ b bzw. c ≤ d. Für
I ∩ J 6= ∅ ist max(a, c) ≤ min(b, d), und

(max(a, c),min(b, d)) ⊂ I ∩ J ⊂ [max(a, c),min(b, d)].

Also ist I ∩J ein Intervall. I \J läßt sich als Vereinigung von höchstens zwei
disjunkten Intervallen darstellen. Wegen I \ J = I \ (I ∩ J) können wir dazu
J ⊂ I annehmen. Setze

I ′ = {x ∈ I \ J
∣∣x ≤ c} I ′′ = {x ∈ I \ J

∣∣x ≥ d}.
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Falls I ′ ∩ I ′′ 6= ∅, so ist c = d ∈ I \ J , also J = ∅ bzw. I \ J = I. Andernfalls
gilt die disjunkte Zerlegung I \ J = I ′ ∪ I ′′, wobei

(a, c) ⊂ I ′ ⊂ [a, c], (d, b) ⊂ I ′′ ⊂ [d, b] .

5.5 Satz (Produktmengen). Für i = 1, . . . , n sei Qi ein Halbring über
Xi. Dann ist das System

Q = {P1 × . . .× Pn

∣∣Pi ∈ Qi}

der Produktmengen ein Halbring über X1 × . . .×Xn.

Beweis: Wir zeigen die Behauptung nur im Fall n = 2. Der allgemeine Fall
folgt dann mit Induktion über die Dimension n. Graphisch ist die Behauptung
klar.

Q

P

Es ist ∅ = ∅ × ∅ ∈ Q. Für P = I1 × I2 und Q = J1 × J2 gilt

P ∩Q = (I1 ∩ J1) × (I2 ∩ J2) ,

also P ∩Q ∈ Q. Weiterhin ist

P \Q =
(
(I1 ∩ J1) × (I2 \ J2)

)
∪
(
(I1 \ J1) × I1

)
.

Die Mengen auf der rechten Seite sind disjunkt und sowohl I1 \ J1 als auch
I2 \J2 sind als disjunkte Vereinigungen darstellbar, da Q1 und Q2 Halbringe
sind. Somit ist P \Q eine disjunkte Vereinigung von Mengen aus Q.

Aus den Sätzen 5.4 und 5.5 folgt sofort

5.6 Folgerung. Das System Qn der Quader aus Rn ist ein Halbring.

Ein Vorteil des Halbringes ist, dass der daraus erzeugte Ring einfach zu
charakterisieren ist.

5.7 Satz (Konstruktion des erzeugten Rings). Sei Q ein Halbring über

X und F das System aller endlichen Vereinigungen F =
⋃k

i=1 Pi von Mengen
Pi ∈ Q. Dann ist F der von Q erzeugte Ring.
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Beweis: Jeder Ring R mit Q ⊂ R enthält nach Definition F . Es ist also
nur zu zeigen, dass F ein Ring ist. Nun gilt ∅ ∈ F und mit E,F ∈ F auch
E ∪ F ∈ F . Ist E =

⋃k
i=1 Pi und F =

⋃m
j=1Qj mit Pi, Qj ∈ Q, so folgt

E \ F =
( k⋃

i=1

Pi

)
\
( m⋃

j=1

Qj

)
=

k⋃

i=1

(
Pi \

m⋃

j=1

Qj

)
=

k⋃

i=1

( l⋂

j=1

Pi \Qj

)
.

Per Definition ist F ∪-stabil. Aufgrund der Definition 5.1 des Halbrings sind
auch Pi \Qj ∈ F , i = 1, . . . , k, j = 1, . . . ,m. Es bleibt also zu zeigen, dass F
∩-stabil ist. Mit E und F wie oben gilt aber

E ∩ F =

( k⋃

i=1

Pi

)
∩
( l⋃

j=1

Qj

)
=

k⋃

i=1

m⋃

j=1

(Pi ∩Qj)

Da ein Halbring ∩-stabil ist und F ∪-stabil ist, liegt die rechte Seite in F .
Damit ist der Satz bewiesen.

5.8 Beispiele. (i) Den vom System Qn aller Quader Q ⊂ Rn (Beispiel
5.2 (i)) erzeugten Ring bezeichnen wir mit Fn. Seine Elemente heißen
Figuren, die also endliche Vereinigungen von Quadern sind.

(ii) Der in Beispiel 5.2 (ii) definierte Halbring Q erzeugt den Ring der end-
lichen Teilmengen (Beispiel 4.3 (ii)).

5.9 Folgerung. Sei Q ein Halbring über X, und F der von Q erzeugte Ring.
Dann ist σ(Q) = σ(F).

Beweis: Aus Q ⊂ F folgt σ(Q) ⊂ σ(F). Da σ(Q) ∪-stabil ist folgt aus
Satz 5.7 F ⊂ σ(Q) und somit die umgekehrte Inklusion.

5.10 Lemma (Zerlegungslemma). Sei Q ein Halbring über X, und F der
von Q erzeugte Ring. Zu jedem F ∈ F gibt es paarweise disjunkte Mengen
P1, . . . , Pk ∈ Q mit

F =

k⋃

j=1

Pj .

Beweis: Sei F ∈ F . Nach Satz 5.7 gilt F =
⋃m

l=1Ql mit Ql ∈ Q, also folgt
die disjunkte Zerlegung

F =
m⋃

l=1

(
Ql \

l−1⋃

i=1

Qi

)
.

Deshalb reicht es zu zeigen, dass Mengen der Form Q \ ⋃n
i=1Qi mit

Q1, . . . , Qn, Q ∈ Q eine disjunkte Zerlegung in Q besitzen. Dies beweisen
wir mit Induktion über n. Für n = 1 gilt dies nach Definition 5.1. Ist die
disjunkte Zerlegung Q \⋃n

i=1Qi =
⋃k

j=1 Pj für ein n ∈ N schon gefunden, so
folgt



1.5 Mengensysteme und Mengenfunktionen 27

Q \
n+1⋃

i=1

Qi =

( k⋃

j=1

Pj

)
\Qn+1 =

k⋃

j=1

(Pj \Qn+1) .

Die Mengen Pj \ Qn+1, j = 1, . . . , k, sind paarweise disjunkt und ihrerseits
Vereinigung von endlich vielen paarweise disjunkten Mengen aus Q nach
Definition 5.1.

5.11 Definition. Sei Q ⊂ P(X) ein Halbring. Eine Funktion λ : Q → [0,∞]
heißt Inhalt auf dem Halbring Q, wenn

(i) λ(∅) = 0,

(ii) für paarweise disjunkte Mengen Ai ∈ Q, i = 1, . . . , n, mit
⋃n

i=1Ai ∈ Q
gilt:

λ

( n⋃

i=1

Ai

)
=

n∑

i=1

λ(Ai) (endliche Additivität auf Q) .

Ein Inhalt λ heißt Prämaß auf den Halbring Q, wenn λ σ-additiv auf Q ist,
d.h. für paarweise disjunkte Mengen Ai ∈ Q, i ∈ N, mit

⋃∞
i=1Ai ∈ Q gilt:

λ

( ∞⋃

i=1

Ai

)
=

∞∑

i=1

λ(Ai) (σ-Additivität auf Q) .

Die Begriffe σ-subadditiv, subadditiv, σ-endlich, endlich, monoton, sowie
Nullmenge und fast überall werden für Prämaße und Inhalte analog zu den
entsprechenden Begriffen für Maße definiert. Falls Q in Definition 5.11 ein
Ring ist stimmt die Definition des Prämaßes in Definition 5.11 mit der Defi-
nition des Prämaßes in Definition 4.4 überein.

Da Halbringe einfache Erzeuger von Ringen sind, kann man leicht auf Halb-
ringen definierte Inhalte bzw. Prämaße eindeutig auf Ringe fortsetzen. Der
folgende Satz und Satz 5.18 zeigen, dass man also nur auf dem Halbring
überprüfen muss ob eine gegebene Mengenfunktion ein Inhalt bzw. Prämaß
ist.

5.12 Satz (Fortsetzung auf den erzeugten Ring). Sei λ ein Inhalt auf
dem Halbring Q und sei F der von Q erzeugte Ring. Dann gibt es genau
einen Inhalt λ : F → [0,∞] mit λ(Q) = λ(Q) für alle Q ∈ Q.

Beweis: Ist F =
⋃k

i=1 Pi mit Pi ∈ Q paarweise disjunkt wie in Lem-
ma 5.10, so muss für jeden Inhalt λ, der eine Fortsetzung des Inhalts λ ist,
notwendig gelten

λ(F ) =

k∑

i=1

λ(Pi). (5.13)

Deshalb ist die Fortsetzung λ eindeutig durch λ bestimmt. Wir wollen λ durch
(5.13) definieren. Dazu ist zu zeigen, dass die rechte Seite nicht von der Wahl
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der Zerlegung abhängt. Sei F =
⋃l

j=1Qj eine andere disjunkte Darstellung

mit Qj ∈ Q. Aus den disjunkten Darstellungen Qj =
⋃k

i=1Qj ∩ Pi, j =

1, . . . , l, und Pi =
⋃l

j=1Qj ∩ Pi, i = 1, . . . , k, folgt dann

l∑

j=1

λ(Qj) =
l∑

j=1

k∑

i=1

λ(Pi ∩Qj) =
k∑

i=1

l∑

j=1

λ(Pi ∩Qj) =
k∑

i=1

λ(Pi) .

Somit ist λ wohldefiniert. Für eine disjunkte Vereinigung F =
⋃k

i=1 Fi mit
F, Fi ∈ F schreiben wir Fi =

⋃mi

j=1 Pi,j mit Pi,1, . . . , Pi,mi
∈ Q paarweise

disjunkt und erhalten

λ(F ) =
k∑

i=1

mi∑

j=1

λ(Pi,j) =
k∑

i=1

λ(Fi).

Also ist λ der gesuchte Inhalt.

5.14 Folgerung (Monotonie und Subadditivität). Ein Inhalt λ auf dem
Halbring Q über X ist monoton und subadditiv.

Beweis: Nach Satz 5.12 können wir annehmen, dass Q ein Ring ist. Da λ
nichtnegativ ist, erhalten wir

P,Q ∈ Q, Q ⊃ P ⇒ λ(Q) = λ(P ) + λ(Q \ P ) ≥ λ(P ) ,

d.h. λ ist monoton. Für Pi ∈ Q, i = 1, . . . , k erhalten wir

λ
( k⋃

i=1

Pi

)
= λ

( k⋃

i=1

Pi \ (

i−1⋃

j=1

Pj)
)

=

k∑

i=1

λ
(
Pi \ (

i−1⋃

j=1

Pj)
)
≤

k∑

i=1

λ(Pi) ,

d.h. λ ist subadditiv.

5.15 Beispiel. Auf dem Halbring Qn aller Quader Q ⊂ Rn (Beispiel 5.2,
Folgerung 5.6) können wir das elementargeometrische Volumen voln wie folgt
definieren:
Für Q = I1 × . . .× In, wobei Ij ⊂ R Intervalle sind und aj ≤ bj die Intevall-
grenzen von Ij , setzen wir

voln(Q) :=

n∏

j=1

(bj − aj) ≥ 0 . (5.16)

Die so definierte Funktion voln stimmt mit denen im Alltag verwendeten
Volumen von Quadern im R3, Flächeninhalt von Rechtecken im R2 und der
Länge von Strecken in R überein. Der nächste Satz zeigt, dass voln ein Inhalt
im Sinne der Definition 5.11 ist. Demzufolge liefert Satz 5.12, dass man voln

eindeutig zu einem Inhalt auf den Ring der Figuren Fn fortsetzen kann. Den
so fortgesetzten Inhalt bezeichnen wir auch mit voln : Fn → [0,∞].
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5.17 Satz (Elementarinhalt von Quadern). Das in (5.16) definierte
elementargeometrische Volumen voln(·) ist ein Inhalt auf dem Halbring Qn

der Quader im Rn.

Beweis: Offensichtlich ist voln(∅) = 0. Um die endliche Additivität von
voln zu zeigen, verwenden wir Induktion über die Dimension n. Für n = 1
sind die Indikatorfunktionen von Intervallen I1, . . . , Ik Riemann-integrierbar
und wir erhalten für paarweise disjunkte Intervalle I1, . . . , Ik

vol1
( k⋃

i=1

Ii

)
=

∫

R

k∑

i=1

χIi
dx =

k∑

i=1

∫

R

χIi
dx =

k∑

i=1

vol1(Ii) .

Sei nun die Aussage für den Inhalt voln−1 im Rn−1 schon bewiesen. Betrachte
für den Quader Q = I1 × . . .× In ∈ Qn den y-Schnitt

Qy = {x ∈ Rn−1
∣∣ (x, y) ∈ Q} =

{
I1 × . . .× In−1 falls y ∈ In ,

∅ sonst .

Dann gilt λn−1(Qy) = λn−1(I1×. . .×In−1)χIn
(y) und für jede paarweise dis-

junkte Zerlegung Q =
⋃k

i=1Qi mit Qi ∈ Qn haben wir Qy =
(⋃k

i=1Qi

)y
=⋃k

i=1Q
y
i . Somit folgt induktiv

voln
( k⋃

i=1

Qi

)
= voln(Q) = voln−1(I1 × . . .× In−1) vol1(In)

= voln−1(I1 × . . .× In−1)

∫

R

χIn
(y) dy =

∫

R

voln−1(Qy) dy

=

∫

R

voln−1
( k⋃

i=1

Qy
i

)
dy =

k∑

i=1

∫

R

voln−1
(
Qy

i

)
dy

=

k∑

i=1

voln(Qi) .

Dies beweist den Satz.

5.18 Satz. Ist λ : Q → [0,∞] ein Prämaß auf dem Halbring Q ⊂ P(X), R
der von Q erzeugte Ring und λ : R → [0,∞] der eindeutig bestimmte Inhalt
auf dem Ring R mit λ|P = λ (Satz 5.12), so ist λ ein Prämaß auf dem Ring
R.

Beweis: Sei F =
⋃∞

i=1 Fi mit F, Fi ∈ R und Fi paarweise disjunkt. Nach

Lemma 5.10 gibt es dann paarweise disjunkte Zerlegungen F =
⋃k

j=1 Pj und

Fi =
⋃ki

k=1 Pi,k mit Pj , Pi,k ∈ Q. Es folgt die disjunkte Zerlegung

Pj =

∞⋃

i=1

(Pj ∩ Fi) =

∞⋃

i=1

ki⋃

k=1

(Pj ∩ Pi,k) .
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Da λ ein Prämaß ist , folgt hieraus λ(Pj) =
∑∞

i=1

∑ki

k=1 λ(Pj ∩ Pi,k) =∑∞
i=1 λ(Pj ∩ Fi), und somit

λ(F ) =
k∑

j=1

λ(Pj) =
∞∑

i=1

k∑

j=1

λ(Pj ∩ Fi) =
∞∑

i=1

λ(Fi) ,

d.h. λ ist ein Prämaß auf dem Ring R.

Sei λ : Q → [0,∞] ein Prämaß auf dem Halbring Q ⊂ P(X), R der von Q
erzeugte Ring. Der vorherige Satz besagt, dass dann die eindeutig bestimmte
Fortsetzung λ : R → [0,∞] ein Prämaß auf dem Ring R ist. Aufgrund von
Satz 5.12 ist sie für F ∈ R gegeben durch

λ(F ) =

n∑

i=1

λ(Qi) , (5.19)

wobei F =
⋃n

i=1Qi mit paarweise disjunkten Qi ∈ Q (Satz 5.10). Wir be-
trachten nun die in Satz 3.7 konstruierten äußeren Maße für die Prämaße λ
auf dem Halbring Q und λ auf dem Ring R. Auf Grund von Q ⊂ R, λ = λ
auf Q, (5.19) und Satz 5.10 gilt

inf
{ ∞∑

k=1

λ(Qk)
∣∣Qk ∈ Q, E ⊂

∞⋃

i=1

Qk

}

≥ inf
{ ∞∑

i=1

λ(Fi)
∣∣Fi ∈ R, E ⊂

∞⋃

i=1

Fi

}

= inf
{ ∞∑

i=1

ji∑

j=1

λ(Qi,j)
∣∣Fi =

ji⋃

j=1

Qi,j , Qi,j ∈ Q, E ⊂
∞⋃

i=1

ji⋃

j=1

Qi,j

}

≥ inf
{ ∞∑

k=1

λ(Qk)
∣∣Qk ∈ Q, E ⊂

∞⋃

i=1

Qk

}
.

(5.20)

Somit stimmen beide äußeren Maße überein und wir erhalten eine Verschärfung
von Satz 4.6

5.21 Satz (Caratheodory-Fortsetzung). Sei λ : Q → [0,∞] ein Prämaß
auf dem Halbring Q ⊂ P(X). Sei µ : P(X) → [0,∞] das in Satz 3.7 aus Q
konstruierte äußere Maß, d.h. für alle E ⊂ X ist

µ(E) := inf

{
∞∑

i=1

λ(Ai)
∣∣Ai ∈ Q, E ⊂

∞⋃

i=1

Ai

}
.

Dann ist µ eine Fortsetzung von λ. Man bezeichnet µ als das durch λ indu-
zierte, äußere Maß oder als Carathéodory-Fortsetzung von λ.
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5.22 Bemerkung. Nach Satz 4.9 ist die Carathéodory-Fortsetzung µ ein
reguläres äußeres Maß. Weiterhin ist µ nach Satz 3.18 ein vollständiges
Maß auf der σ-Algebra der µ-messbaren Mengen M(µ). Der Maßraum
(X,M(µ), µ|M(µ)) ist die Vervollständigung des Maßes (X,σ(Q), µ|σ(Q)) und
ist auf M(µ) eindeutig bestimmt, d.h. sie stimmt auf M(µ) mit jeder wei-
teren Fortsetzung überein (Satz 4.10). Insbesondere ist eine Menge D ⊂ X
genau dann µ-messbar, wenn es eine Menge C ∈ σ(Q) gibt mit C ⊂ D und
µ(D \ C) = 0 (Folgerung 4.11, Folgerung 5.9).

Der folgende Satz ist oftmals nützlich zum Nachweis ob ein Inhalt ein
Prämaß ist. Er besagt auch, dass die Stetigkeitseigenshaften von Maßen auch
für Prämaße gelten (vgl. Satz 1.17).

5.23 Satz. Für einen Inhalt λ auf einem Ring R und Mengen Ai ∈ R, i ∈ N,
betrachten wir folgende Aussagen:

(i) λ ist ein Prämaß auf R.
(ii) aus A1 ⊂ . . . ⊂ Ai ⊂ Ai+1 . . . folgt λ

(⋃∞
i=1Ai

)
= limi→∞ λ(Ai) ,

(iii) aus A1 ⊃ . . . ⊃ Ai ⊃ Ai+1 . . . , mit λ(A1) < ∞ folgt λ
(⋂∞

i=1Ai

)
=

limi→∞ λ(Ai) ,

(iv) aus A1 ⊃ . . . ⊃ Ai ⊃ Ai+1 . . . , mit λ(A1) < ∞ und
⋂∞

i=1Ai = ∅ folgt
limi→∞ λ(Ai) = 0 , .

Dann bestehen die folgenden Implikationen: (i) ⇔ (ii) ⇒ (iii) ⇒ (iv)
Ist λ endlich, d.h. λ(A) <∞ für alle A ∈ R, dann sind (i)–(iv) äquivalent.

Beweis: Der Beweis der Implikationen (i) ⇒ (ii) ⇒ (iii) ist identisch mit
dem Beweis der Eigenschaften (i) und (ii) im Satz 1.17. Die Implikation (iii)
⇒ (iv) ist trivial. Um die Implikation (ii) ⇒ (i) zu beweisen betrachten wir
paarweise disjunkte Mengen An ∈ R, n ∈ N, mit

⋃∞
n=1An ∈ R. Dann erfüllt

Bn :=
⋃n

i=1Ai die Bedingungen in (ii) und
⋃∞

i=1Ai =
⋃∞

i=1Bi. Da λ endlich
additiv ist folgt somit

λ

( ∞⋃

n=1

An

)
= lim

n→∞
λ(Bn) = lim

n→∞

n∑

i=1

λ(Ai) =

∞∑

i=1

λ(Ai) ,

d.h. λ ist σ-additiv auf R.
Um die Implikation (iv) ⇒ (i) zu beweisen sei nun λ ein endlicher Inhalt.

Sei (Ai) ⊂ R eine monoton aufsteigende Folge mit A :=
⋃∞

i=1Ai ∈ R. Für
die fallende Folge Bn := A \ An gilt offenbar

⋂∞
n=1Bn = ∅. Also nach (iv)

limn→∞ λ(Bn) = 0. Da λ ein endlicher Inhalt ist, gilt λ(Bn) = λ(A \ An) =
λ(A) − λ(An), also limn→∞ λ(An) = λ(A) = λ

(⋃∞
i=1Ai

)
.

Die Eigenschaft (iv) nennt man ∅-Stetigkeit des Prämaßes λ.

Dynkin-Systeme, monotone Klassen und Produkträume

Dynkin-Systeme sind Mengensysteme mit einfachen Eigenschaften, die unter
geeigneten Voraussetzungen eine σ-Algebra generieren (Satz 5.26). Es ist oft
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einfacher zu zeigen, dass ein System ein Dynkin-System ist, als zu überprüfen
ob es eine σ-Algebra ist.

5.24 Definition. Ein Mengensystem D ⊂ P(X) heißt Dynkin-System, falls

(i) X ∈ D
(ii) A ⊂ B ∈ D ⇒ B \A ∈ D
(iii) falls Ai ∈ D, i ∈ N, paarweise disjunkt ⇒ ⋃∞

i=1Ai ∈ D.

Satz 1.3 über Durchschnitte von σ-Algebren gilt analog für Dynkin-
Systeme. Also kann man wie für σ-Algebren erzeugte Dynkin-Systeme de-
finieren. Für ein Mengensystem E ⊂ P(X) bezeichnen wir mit D(E) das von
E erzeugte Dynkin-System.

Beispiele. (i) σ-Algebren sind Dynkin-Systeme.

(ii) Sei X eine Menge mit gerader Anzahl von Elementen, d.h. card(X) =
2N , N ≥ 2. Setze D := {D ⊂ X

∣∣ card(D) = 2n, n ∈ N}. Dann ist D ein
Dynkin-System, aber keine σ-Algebra, denn {x1, x2}, {x2, x3} ∈ D, aber
der Durchschnitt {x2} /∈ D.

5.25 Satz. Ein Dynkin-System ist genau dann eine σ-Algebra, wenn es
∩-stabil ist.

Beweis: Das die ∩-Stabilität hinreichend ist folgt aus dem vorherigen
Beispiel. Um die Notwendigkeit zu beweisen, sei D ein ∩-stabiles Dynkin-
System. Für A,B ∈ D gilt A∩B ∈ D, und somit A∪B = A∪ (B \ (A ∩B)),
also A ∪ B ∈ D. Für eine beliebige Folge (Ai) ⊂ D definieren wir Â0 := ∅,
Âi :=

⋃i
j=1Aj für i ≥ 1. Dann sind Bi := Âi \ Âi−1 ∈ D, i ≥ 1, paarweise

disjunkt und
⋃∞

i=1Ai =
⋃∞

i=1Bi. Also ist
⋃∞

i=1Ai ∈ D und D ist somit eine
σ-Algebra.

5.26 Satz. Für jedes ∩-stabile Mengensystem E ⊂ P(X) gilt D(E) = σ(E).

Beweis: Da σ(E) ein Dynkin-System ist, das E umfaßt, gilt D(E) ⊂ σ(E).
Es bleibt zu zeigen: σ(E) ⊂ D(E). Dazu genügt es zu zeigen, daß D(E) eine
σ-Algebra ist. Nach dem vorigen Satz gilt dies, falls D(E) ∩-stabil ist. Dazu
betrachten wir zuerst D ∈ D(E) und setzen DD := {Q ⊂ X

∣∣Q∩D ∈ D(E)}.
(i) DD ist ein Dynkin-System ist. Offenbar ist X ∈ DD. Für E,F ∈ DD mit

E ⊂ F gilt: (F \E)∩D = (F ∩D)\(E ∩D) ∈ D(E), mithin F \E ∈ DD. Für
paarweise disjunkte Di ∈ DD, i ∈ N, gilt:

(⋃∞
i=1Di

)
∩D =

⋃∞
i=1 (Di ∩D) ∈

D(E), also
⋃∞

i=1Di ∈ DD.
(ii) Für E ∈ E gilt D(E) ⊂ DE , denn für beliebige F ∈ E folgt E ∩ F ∈

E ⊂ D(E), da E ∩-stabil ist. Also haben wir E ⊂ DE und somit D(E) ⊂ DE .
(iii) Für D ∈ D(E) gilt D(E) ⊂ DD, denn für alle E ∈ E besagt (ii), dass

D(E) ⊂ DE . Aus der Definition von DE erhalten wir nun D ∩ E ∈ D(E),
woraus E ⊂ DD und somit D(E) ⊂ DD folgt.

Behauptung (iii) besagt aber gerade, dass D(E) ∩-stabil ist. Somit ist der
Satz bewiesen.
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Die im vorherigen Beweis benutzte Technik nennt man das Prinzip der gu-
ten Mengen. Ein weiteres Hilfsmittel, um zu überprüfen ob ein Mengensystem
eine σ-Algebra ist, sind monotone Klassen.

5.27 Definition. Ein Mengensystem M ⊂ P(X) heißt monotone Klasse,
falls

(i) aus A1 ⊂ . . . ⊂ Ai ⊂ Ai+1 . . ., Ai ∈ M folgt
⋃∞

i=1Ai ∈ M,

(ii) aus A1 ⊃ . . . ⊃ Ai ⊃ Ai+1 . . . , Ai ∈ M folgt
⋂∞

i=1Ai ∈ M.

Offenbar ist jede monotone Klasse, die eine Algebra ist eine σ-Algebra. Satz
1.3 über Durchschnitte von σ-Algebren gilt analog für monotone Klassen.
Also kann man wie für σ-Algebren erzeugte monotone Klassen definieren. Für
ein Mengensystem E ⊂ P(X) bezeichnen wir mit M(E) die von E erzeugte
monotone Klasse.

5.28 Satz. Für jede Algebra R ⊂ P(X) gilt M(R) = σ(R).

Beweis: Um die Behauptung zu zeigen reicht es zu beweisen, dass M(R)
eine Algebra ist. Für beliebige E ∈ M(R) setzen wir ME := {Q ⊂ X

∣∣
Q \ E ∈ M(R), E \ Q ∈ M(R), E ∪ Q ∈ M(R)}, d.h. ME ist das System
der

”
guten Mengen“, die die Ringaxiome erfüllen.

(i) ME ist eine monotone Klasse. Dies folgt sofort aus den de Morganschen
Regeln.

(ii) Für E ∈ R gilt offenbar R ⊂ ME und somit M(R) ⊂ ME .
(iii) Wir wollen nun für Q ∈ M(R) zeigen, dass R ⊂ MQ. Sei E ∈ R.

In (ii) haben wir gezeigt, dass M(R) ⊂ ME . Also folgt Q ∈ ME . Da die
Bedingungen in der Definition von ME symmetrisch in E und Q sind, folgt
E ∈ MQ, d.h. R ⊂ MQ. Somit R ⊂ M(R) ⊂ MQ.

(iv) M(R) ist eine Algebra, denn für E,Q ∈ M(R) folgt aus (iii) E ∈ MQ,
d.h. E \ Q ∈ M(R), Q \ E ∈ M(R), E ∪ Q ∈ M(R) nach Definition von
MQ. Somit ist M(R) ein Ring. Aber R ist eine Algebra und somit haben
wir auch X ∈ M(R), d.h. M(R) ist eine Algebra.

Also ist M(R) eine monotone Klasse und eine Algebra, und somit eine
σ-Algebra.

Wir wollen nun untersuchen wie man kartesische Produkte von messbaren
Räumen kanonisch mit einer σ-Algebra versehen kann. Gegeben sei eine Fa-
milie nichtleerer Mengen (Xi)i∈I , wobei I eine beliebige Indexmenge ist. Das
das kartesische Produkt

∏
i∈I Xi von (Xi)i∈I ist definiert durch

∏

i∈I

Xi :=
{
x : I →

⋃

i∈I

Xi

∣∣x(i) ∈ Xi für alle i ∈ I
}
.

Die Elemente sind Abbildungen x = (xi)i∈I . Für nichtleere Teilmengen J
von I definieren wir Projektionen durch

πJ := πI
J :
∏

i∈I

Xi →
∏

i∈J

Xi : (xi)i∈I → (xi)i∈J .
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Speziell für J = {j} haben wir also

πj := πI
{j} :

∏

i∈I

Xi → Xj : (xi)i∈I → xj

Motiviert durch Beispiel 2.5 definieren wir eine Produkt-σ-Algebra auf dem
kartesischen Produkt

∏
i∈I Xi.

5.29 Definition. Seien (Xi,Ai)i∈I messbare Räume. Die von den Projek-
tionen (πi)i∈I induzierte σ-Algebra A heißt Produkt-σ-Algebra auf

∏
i∈I Xi.

Wir schreiben A =:
⊗

i∈I Ai. Der messbare Raum
(∏

i∈I Xi,
⊗

i∈I Ai

)
heißt

das Produkt der messbaren Räume (Xi,Ai)i∈I .

5.30 Lemma. Seien (Xi,Ai)i∈I messbare Räume, und sei J eine nichtleere
Teilmenge von I. Die Projektion πJ = πI

J :
∏

i∈I Xi →
∏

i∈J Xi ist
⊗

i∈I Ai-⊗
j∈J Aj-messbar.

Beweis: Nach Definition ist
⊗

j∈J Aj = σ
(⋃

j∈J(πJ
j )−1(Aj)

)
. Ferner gilt

für πJ = πI
J

π−1
J


⋃

j∈J

(πJ
j )−1(Aj)


 =

⋃

j∈J

π−1
J (πJ

j )−1(Aj)

=
⋃

j∈J

(πJ
j ◦ πJ)

−1
(Aj)

=
⋃

j∈J

π−1
j (Aj) ⊂

⊗

i∈I

Ai .

Nach Folgerung 2.4 folgt die Behauptung.

Sei M ⊂ ∏i∈I Xi und sei aj ∈ Xj für ein festes aber beliebiges j ∈ I. Der
Schnitt von M durch aj ist definiert als

Maj :=
{

(xi)i∈I\{j} ∈
∏

i∈I\{j}

Xi

∣∣ mit xj := aj gilt (xi)i∈I ∈M
}
.

Man überlegt sich sofort, dass Maj = πI
I\{j}(M). Somit liefert Lemma 5.30:

5.31 Folgerung. Seien (Xi,Ai)i∈I messbare Räume, sei M ∈ ⊗
i∈I Ai,

und sei aj ∈ Xj für ein j ∈ I. Dann ist der Schnitt Maj ein Element von⊗
i∈I\{j} Ai.

5.32 Beispiel. Der folgende Spezialfall wird später eine große Rolle spielen.
Für I = {1, 2}, M ⊂ X1 ×X2, und ai ∈ Xi, i = 1, 2, haben wir

Ma1 =
{
x2 ∈ X2

∣∣ (a1, x2) ∈M
}
,

Ma2 =
{
x1 ∈ X1

∣∣ (x1, a2) ∈M
}
.

Falls (Xi,Ai), i = 1, 2, messbare Räume sind, besagt Folgerung 5.31 dann,
dass für alle Mengen M ∈ A1 ⊗ A2 und alle Punkte ai ∈ Xi, i = 1, 2, alle
Schnitte Ma1 bzw. Ma2 in A2 bzw. A1 liegen.
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5.33 Satz (Erzeugersystem für Produkträume). Seien (Xi,Ai)i∈I

messbare Räume, wobei Ai durch Ei erzeugt wird, d.h. Ai = σ(Ei), i ∈ I.
Dann ist

⊗
i∈I Ai = σ

(⋃
i∈I π

−1
i (Ei)

)
.

Beweis: Aus der Definition der Produkt-σ-Algebra, Lemma 2.3 und Bei-
spiel 1.7 (v) angewandt auf π−1

i (Ei) folgt

⊗

i∈I

Ai = σ

(
⋃

i∈I

π−1
i (Ai)

)
= σ

(
⋃

i∈I

π−1
i

(
σ(Ei)

)
)

= σ

(
⋃

i∈I

σ
(
π−1

i (Ei)
)
)

= σ

(
⋃

i∈I

π−1
i (Ei)

)
.

Im Falle von endlich vielen messbaren Räumen haben wir folgende einfache
Charakterisierung der Produkt-σ-Algebra.

5.34 Folgerung. Seien (Xi,Ai), i = 1, . . . , n, messbare Räume, wobei Ai

durch Ei erzeugt wird und Ei eine Folge (Ek
i )k∈N, mit

⋃∞
k=1E

k
i = Xi, enthält.

Dann erzeugt

Q0 :=
{ n∏

i=1

Ai

∣∣Ai ∈ Ei

}

die Produkt-σ-Algebra
⊗n

i=1 Ai.

Beweis: Für Ai ∈ Ei folgt aus der Darstellung π−1
i (Ai) = Ai ×

∏
j 6=iXj ,

dass

n⋃

i=1

π−1
i (Ei) =

{
Ai ×

∏

j 6=i

Xj

∣∣Ai ∈ Ei, i = 1, . . . , n
}

=: Q ,

sowie
∏n

i=1Ai =
⋂n

i=1 π
−1
i (Ai) ∈ σ(Q) aufgrund der ∩-Stabilität von σ(Q),

d.h. Q0 ⊂ σ(Q). Satz 5.33 impliziert also σ(Q0) ⊂ σ(Q) =
⊗n

i=1 Ai. Für
Ai ∈ Ei und k ∈ N ist F k := Ai ×

∏
j 6=iE

k
j ∈ Q0. Also ist π−1

i (Ai) =⋃∞
k=1 F

k ∈ σ(Q0) und somit Q ⊂ σ(Q0), woraus
⊗n

i=1 Ai = σ(Q) ⊂ σ(Q0)
folgt.

5.35 Beispiel. Die Borel-σ-Algebra Bn auf Rn ist das Produkt der Borel-σ-
Algebren B1 auf R, d.h. Bn =

⊗n
i=1 B1.

Sei Ei = I, i = 1, . . . , n, wobei I das System der Intervalle I aus R ist.
Dann stimmt offenbar das System Q0 aus Folgerung 5.34 mit dem System
der Quader Qn des Rn überein. In Lemma 6.6 werden wir zeigen, dass Bn =
σ(Qn) und B1 = σ(I). Da R =

⋃∞
k=1(−k, k), erfüllen Ei die Voraussetzungen

von Folgerung 5.34. Also haben wir Bn = σ(Qn) =
⊗n

i=1 B1.
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Um die Produkt-σ-Algebra im allgemeinen Fall besser charakterisieren zu
können bezeichnen wir das System aller endlichen und nichtleeren Teilmengen
einer Indexmenge I mit P0(I), d.h.

P0(I) := {J ⊂ I | J nichtleer und endlich } .

Für eine Familie messbarer Räume (Xi,Ai)i∈I definieren wir die Menge
der messbaren Quader durch

Q :=
⋃

J∈P0(I)

{∏

j∈J

Aj ×
∏

i∈I\J

Xi

∣∣Aj ∈ Aj für alle j ∈ J

}
, (5.36)

und die Menge der Zylindermengen durch

Z :=
⋃

J∈P0(I)

{
AJ ×

∏

i∈I\J

Xi

∣∣AJ ∈
⊗

j∈J

Aj

}
=

⋃

J∈P0(I)

π−1
J (AJ ) , (5.37)

wobei AJ :=
⊗

j∈J Aj .

5.38 Satz. Sei (Xi,Ai)i∈I eine Familie messbarer Räume. Dann erzeugen
Q und Z die Produkt-σ-Algebra

⊗
i∈I Ai, d.h.

⊗
i∈I Ai = σ(Q) = σ(Z).

Beweis: Wir bezeichnen A :=
⊗

i∈I Ai und zeigen Q ⊂ Z ⊂ A ⊂ σ(Q),
denn daraus folgt σ(Q) ⊂ σ(Z) ⊂ A ⊂ σ(Q), also die Behauptung.
Q ⊂ Z: Sei A ∈ Q, etwa gegeben durch A = Ai1 × · · · ×Ain

×∏i/∈J Xi =

π−1
J (Ai1 × · · · × Ain

), wobei J = {i1, . . . , in}. Dann ist Ai1 × · · · × Ain
=

(πJ
i1

)−1(Ai1) ∩ · · · ∩ (πJ
in

)−1(Ain
) ∈ AJ .

Z ⊂ A: πJ ist A-AJ -meßbar, also ist π−1
J (AJ ) ⊂ A für alle J ∈ P0(I).

A ⊂ σ(Q): Für alle i ∈ I,Ai ∈ Ai ist π−1
i (Ai) = Ai ×

∏
j 6=iXj ∈ Q,

d.h. π−1
i (Ai) ⊂ Q, i ∈ I, und somit A ⊂ σ(Q) nach Definition der Produkt-

σ-Algebra.

1.6 Das n-dimensionale Lebesguemaß

Wir spezialisieren nun die allgemeinen Ausführungen der vorigen beiden Ab-
schnitte auf das elementargeometrische Volumen im n-dimensionalen Euklidi-
schen Raum. Dies definiert das Lebesguemaß. Dann wird die Beziehung der
Lebesgue-messbaren Mengen zur kanonischen Topologie des Rn, also zum
System der offenen Mengen, untersucht. Weiter wird die Invarianz des Le-
besguemaßes unter Translationen und orthogonalen Transformationen, be-
wiesen, sowie allgemeiner eine Transformationsformel unter linearen Abbil-
dungen. Zum Schluss geben wir ein Beispiel einer nicht Lebesgue-messbaren
Menge in R.

6.1 Lemma. Der elementargeometrische Inhalt voln : Qn → [0,∞) ist ein
Prämaß auf dem Halbring der Quader Qn im Rn.
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Beweis: Sei P =
⋃∞

i=1 Pi mit P, Pi ∈ Qn und Pi∩Pj = ∅ für i 6= j. Nun ist
voln nach Satz 5.12 ein Inhalt auf dem Ring der Figuren, also gilt aufgrund
der Monotonie (Folgerung 5.14)

∞∑

i=1

voln(Pi) = lim
k→∞

k∑

i=1

voln(Pi) = lim
k→∞

voln
( k⋃

i=1

Pi

)
≤ voln(P ) .

Für die umgekehrte Ungleichung wähle zu ε > 0 offene Quader Qi ⊃ Pi und
einen kompakten Quader Q ⊂ P , so dass gilt

∞∑

i=1

voln(Qi) <

∞∑

i=1

voln(Pi) +
ε

2
, voln(P ) < voln(Q) +

ε

2
.

Nach dem Satz von Heine-Borel wirdQ durch endlich viele QuaderQ1, . . . , Qk

überdeckt, und mit Folgerung 5.14 schließen wir

voln(P ) < voln(Q) +
ε

2
≤

k∑

i=1

voln(Qi) +
ε

2
<

∞∑

i=1

voln(Pi) + ε .

Daraus folgt die Behauptung.

Somit können wir die Carathéodory-Fortsetzung des Prämaßes voln auf
dem Halbring der Quader Qn betrachten (Satz 5.21) und definieren:

6.2 Definition. Das n-dimensionale äußere Lebesguemaß einer Menge
E ⊂ Rn ist definiert durch

λn(E) := inf
{ ∞∑

k=1

voln(Qk)
∣∣Qk ∈ Qn, E ⊂

∞⋃

i=1

Qk

}
. (6.3)

Die Einschränkung von λn auf die σ-Algebra der Lebesgue-messbaren Men-
gen M(λn) ist das n-dimensionale Lebesguemaß. Wir bezeichnen dieses Maß
auch mit λn.

6.4 Bemerkung. Auf Grund der Diskussion nach Satz 5.21 ist das äußere
Lebesguemaß λn regulär und das Lebesguemaß λn ist ein vollständiges Maß
auf der σ-Algebra der Lebesgue-messbaren Mengen M(λn).

Wir wollen nun die Lebesgue-messbaren Mengen M(λn) und das Lebes-
guemaß genauer untersuchen. Dazu betrachten wir zuerst die Borelmengen
Bn, d.h. die von den offenen Mengen On des Rn erzeugte σ-Algebra. Dafür
ist das folgende Verfahren, das beliebige Mengen durch spezielle Gitterfiguren
approximiert, hilfreich.

6.5 Lemma (Approximation durch Gitterfiguren). Betrachte für k ∈
N0 die Würfelfamilie Wk = {Qk,m := 2−k(m+[0, 1]n)

∣∣m ∈ Zn} und definiere
für E ⊂ Rn die Mengen
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Fk(E) :=
⋃

{Q ∈ Wk

∣∣Q ⊂ E},

F k(E) :=
⋃

{Q ∈ Wk

∣∣Q ∩ E 6= ∅}.

Dann gilt:

(i) Fk(E) und F k(E) sind abgeschlossene Vereinigungen von abzählbar vie-
len kompakten Quadern mit paarweise disjunktem Inneren.

(ii) F1(E) ⊂ F2(E) ⊂ . . . ⊂ E und F 1(E) ⊃ F 2(E) ⊃ . . . ⊃ E.

(iii) Fk(E) ⊃ {x ∈ Rn
∣∣dist (x,Rn \ E) > 2−k

√
n}

F k(E) ⊂ {x ∈ Rn
∣∣ dist (x,E) ≤ 2−k

√
n}.

(iv) int(E) ⊂ ⋃∞
k=1 Fk(E) ⊂ E sowie E ⊃ ⋂∞

k=1 F
k(E) ⊃ E.

Beweis: Die Würfelfamilie Wk hat abzählbar viele Elemente. Weiterhin
sind die Würfel aus Wk kompakt, haben paarweise disjunkte Innere und jede
beschränkte Menge wird nur von endlich vielen Würfeln aus Wk getroffen.
Insbesondere sind also Fk(E), F k(E) abgeschlossen. Somit folgt (i).

Nun ist Qk,m die Vereinigung der 2n Teilwürfel Qk+1,2m+l mit l ∈ {0, 1}n,
und es gilt

Qk,m ⊂ E ⇒ Qk+1,2m+l ⊂ E für alle l ∈ {0, 1}n,

Qk+1,2m+l ∩ E 6= ∅ ⇒ Qk,m ∩ E 6= ∅ wobei l ∈ {0, 1}n.

Daraus folgt Fk(E) ⊂ Fk+1(E) und F k(E) ⊃ F k+1(E). Die fehlenden
Inklusionen folgen aus der Definition von Fk(E) und daraus, dass für beliebige
x ∈ E ein Q ∈ Wk existiert mit x ∈ Q. Somit ist (ii) bewiesen.
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Sei nun x ∈ Rn so, dass dist (x,Rn \ E) > 2−k
√
n. Dann existiert ein

Q ∈ Wk mit x ∈ Q, und es folgt wegen diam (Q) = 2−k
√
n

Q ⊂ E ⇒ x ∈ Fk(E) .

Ist andererseits x ∈ F k(E), so gilt x ∈ Q für ein Q ∈ Wk mit Q ∩ E 6= ∅.
Also gilt

x ∈ F k(E) ⇒ dist (x,E) ≤ diam (Q) ≤ 2−k
√
n,

womit beide Behauptungen in (iii) gezeigt sind.
Die Behauptungen aus (iv) folgen sofort aus (iii) und den Definitionen von

int(E) und E.

6.6 Lemma. Die Borelmengen Bn sind die vom Halbring Qn der Quader,
dem Ring Fn der Figuren, und dem System Cn der abgeschlossenen Mengen
des Rn erzeugte σ-Algebra, d.h. Bn = σ(On) = σ(Qn) = σ(Fn) = σ(Cn) .

Beweis: Wir zeigen als erstes, dass jeder Quader eine Borelmenge ist.
Ein Intervall I ⊂ R ist entweder offen oder läßt sich als abzählbarer Schnitt
I =

⋂∞
k=1 Uk von offenen Intervallen Uk schreiben und liegt damit in B1, zum

Beispiel gilt [a, b) =
⋂∞

k=1(a− 1
k , b). Für einen Quader Q = I1× . . .×In ⊂ Rn

schreiben wir Ij =
⋂∞

k=1 Uj,k und erhalten Q =
⋂∞

k=1(U1,k× . . .×Un,k) ∈ Bn.
Daraus folgt Qn ⊂ Fn ⊂ Bn, da Figuren endliche Vereinigungen von Quadern
sind und Bn ∪-stabil ist, und folglich σ(Qn) ⊂ σ(Fn) ⊂ Bn.

Nun ist andererseits nach Lemma 6.5 jede offene Menge U ⊂ Rn als
Vereinigung von abzählbar vielen kompakten Würfeln darstellbar. Also gilt
On ⊂ σ(Qn) und somit Bn ⊂ σ(Qn) ⊂ σ(Fn).

Da die abgeschlossenen Mengen die Komplemente der offenen Mengen sind
gilt offenbar σ(Cn) = σ(On). Somit ist das Lemma bewiesen.

6.7 Satz (λn-Messbarkeit der Borelmengen). Für das äußere Lebesgue-
maß λn gilt:

(i) Alle Borelmengen sind Lebesgue-messbar.

(ii) Zu E ⊂ Rn gibt es eine Borelmenge B ⊃ E mit λn(B) = λn(E).

(iii) λn(K) <∞ für alle K ⊂ Rn kompakt.

Beweis: Nach Satz 5.21 gilt Qn ⊂ M(λn), also Bn = σ(Qn) ⊂ M(λn)
nach Lemma 6.6 und Satz 3.18. Aussage (ii) gilt nach Bemerkung 5.22 (Satz
4.9). Da λn = voln auf Quadern, gilt für a > 0 beliebig λn([−a, a]n) =
voln([−a, a]n) = (2a)n <∞, und (iii) folgt.

6.8 Lemma (Approximationslemma). Für eine beliebige Menge E ⊂ Rn

gilt:

(i) λn(E) = inf{λn(U)
∣∣U offen, U ⊃ E},

(ii) λn(E) = sup{λn(K)
∣∣K kompakt, K ⊂ E}, falls E λn-messbar.
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Beweis: Offensichtlich gilt λn(E) ≤ inf{λn(U)
∣∣U offen, U ⊃ E}. Für die

umgekehrte Ungleichung können wir λn(E) <∞ annehmen. Nach Definition
des Lebesguemaßes in (6.3) gibt es zu ε > 0 eine Überdeckung E ⊂ ⋃∞

i=1 Pi

mit Quadern Pi, so dass gilt:

∞∑

i=1

voln(Pi) < λn(E) + ε .

Wir können annehmen, dass die Pi offen sind. Also ist U =
⋃∞

i=1 Pi offen, es
gilt U ⊃ E und

λn(U) ≤
∞∑

i=1

voln(Pi) < λn(E) + ε .

Somit ist (i) bewiesen.
In (ii) ist klar, dass λn(E) ≥ sup{λn(K)

∣∣K kompakt, K ⊂ E}. Wir zeigen
die umgekehrte Ungleichung zunächst für E beschränkt. Wähle K0 ⊂ Rn

kompakt mit E ⊂ K0. Nach (i) gibt es zu ε > 0 eine offene Menge U ⊃ K0\E
mit

λn(U) < λn(K0 \ E) + ε = λn(K0) − λn(E) + ε .

Dabei wurde benutzt, dass E λn-messbar ist. Nun ist K := K0 \ U ⊂ K0 \
(K0 \ E) = E kompakt und wegen der λn-Messbarkeit von U folgt

λn(K) = λn(K0) − λn(K0 ∩ U) ≥ λn(K0) − λn(U) > λn(E) − ε.

Für E beliebig betrachte Ej = E ∩ {x ∈ Rn
∣∣ |x| ≤ j}. Ej ist beschränkt und

Lebesgue-messbar, also folgt aus obigem

λn(Ej) ≤ sup{λn(K)
∣∣K kompakt, K ⊂ Ej}

≤ sup{λn(K)
∣∣K kompakt, K ⊂ E}.

Aber λn(Ej) → λn(E) mit j → ∞ nach Satz 1.17. Damit ist (ii) bewiesen.

Die λn-messbaren Mengen können nun wie folgt charakterisiert werden.

6.9 Satz (Messbarkeit bzgl. λn). Eine Menge D ⊂ Rn ist genau dann
λn-messbar, wenn eine der beiden Bedingungen gilt:

(i) Es gibt eine Borelmenge E ⊃ D mit λn(E \D) = 0.

(ii) Es gibt eine Borelmenge C ⊂ D mit λn(D \ C) = 0.

Es kann E =
⋂∞

i=1 Ui mit Ui offen, C =
⋃∞

j=1Ai mit Ai abgeschlossen
gewählt werden.

Beweis: Die Äquivalenz von (i) bzw. (ii) mit der Messbarkeit von D wurde
bereits in Folgerung 4.11 (Bemerkung 5.22) bewiesen. Wir geben hier einen
alternativen Beweis, der auch die zusätzliche Charakterisierung von E und C
liefert. Schreibe D =

⋃∞
j=1Dj mit Dj = {x ∈ D

∣∣ j − 1 ≤ |x| < j} für j ∈ N.
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Nach Lemma 6.8 gibt es offene Mengen Ui,j und kompakte Mengen Ki,j mit
Ui,j ⊃ Dj ⊃ Ki,j und

λn(Ui,j) < λn(Dj) + 2−j/i, λn(Ki,j) > λn(Dj) − 2−j/i .

Dann ist Ui :=
⋃∞

j=1 Ui,j offen, Ai :=
⋃∞

j=1Ki,j abgeschlossen (Ki,j ∩Ki,m =

∅ falls j 6= m) und es gilt Ui ⊃ D ⊃ Ai. Mit E :=
⋂∞

i=1 Ui bzw. C :=
⋃∞

i=1Ai

gelten für beliebiges i ∈ N die Abschätzungen

λn(E \D) ≤ λn(Ui \D) ≤
∞∑

j=1

λn(Ui,j \Dj) =

∞∑

j=1

(λn(Ui,j) − λn(Dj)) ≤
1

i
,

λn(D \ C) ≤ λn(D \Ai) ≤
∞∑

j=1

λn(Dj \Ki,j) =
∞∑

j=1

(λn(Dj) − λn(Ki,j)) ≤
1

i
.

Dabei wurde die Messbarkeit von Dj und Ki,j benutzt. Mit i → ∞ folgen
die Behauptungen.

Der folgende Satz liefert eine verblüffende Beziehung zwischen λn-messbaren
Funktionen, und stetigen Funktionen.

6.10 Satz (Lusin). Sei A ⊆ Rn eine offene Menge mit λn(A) <∞ und sei
die Funktion f λn-messbar auf A mit Werten in R. Dann existiert für alle
ε > 0 eine kompakte Menge K = Kε ⊂ A so, dass

(i) λn(A \K) < ε,

(ii) f |K ist stetig.

Beweis: OBdA können wir annehmen, dass f auf ganz A definiert ist,

d.h. f : A → R. Für alle i ∈ N setzen wir Bi(2k+1) := (k
i ,

(k+1)
i ], Bi(2k) :=

(−k
i ,−k−1

i ], k ∈ N0. Dann sind Bi(j), j ∈ N, paarweise disjunkte Intervalle

mit
⋃

j∈N Bi(j) = R und diam (Bi(j)) = 1
i . Die Mengen Aij := f−1(Bi(j))

sind Lebesgue-messbar und es gilt A =
⋃

j∈N Aij . Auf Grund von Lemma 6.8
existieren kompakte Mengen Kij ⊆ Aij mit λn(Aij \Kij) <

ε
2i+j . Somit gilt:

λn


A \

∞⋃

j=1

Kij


 = λn




∞⋃

j=1

Aij \
∞⋃

l=1

Kil




≤ λn




∞⋃

j=1

(Aij \Kij)


 <

ε

2i
.

Satz 1.17 (ii) liefert lim
N→∞

λn
(
A \⋃N

j=1Kij

)
= λn

(
A \⋃∞

j=1Kij

)
und somit

existiert eine Zahl N(i) mit

λn
(
A \

N(i)⋃

j=1

Kij

)
<

ε

2i
.
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Die Menge Di :=
⋃N(i)

j=1 Kij ist kompakt. Für alle i, j wählen wir ein bij ∈ Bij

und definieren gi : Di → R durch gi(x) := bij für x ∈ Kij (j ≤ N(i)). Da
Ki1, . . . ,KiN(i) kompakte disjunkte Mengen sind haben sie einen positiven
Abstand voneinander. Also ist gi stetig. Aufgrund der Konstruktion haben
wir

|f(x) − gi(x)| ≤
1

i
. (6.11)

für alle x ∈ Di. Wir setzen K :=
⋂∞

i=1Di. Diese Menge ist kompakt und es
gilt

λn(A \K) ≤
∞∑

i=1

µ(A \Di) < ε .

Aus (6.11) und der Definition von K folgt, dass gi gleichmäßig gegen f auf
K konvergiert. Also ist f |K stetig.

Wir wollen jetzt untersuchen, wie sich das Lebesguemaß unter affinlinearen
Abbildungen transformiert. Dafür ist der folgende Begriff nützlich.

6.12 Definition. Ein äußeres Maß µ auf Rn heißt Borelmaß, falls gilt:

(i) Alle Borelmengen sind µ-messbar.

(ii) µ(K) <∞ für jede kompakte Menge K ⊂ Rn.

6.13 Beispiel. Das äußere Lebesguemaß λn ist ein Borelmaß nach Satz 6.7.
Mit Satz 3.11 ist dann auch für jede Menge E ⊂ Rn das äußere Maß λn

xE
ein Borelmaß.

Ein äußeres Maß µ auf Rn heißt translationsinvariant, wenn mit E + a :=
{x+ a

∣∣x ∈ E} gilt:

µ(E + a) = µ(E) für alle a ∈ Rn, E ⊂ Rn.

Aus der Translationsinvarianz des Elementarinhalts voln : Qn → [0,∞) und
der Definition des Lebesguemaßes folgt sofort, das λn ein translationsinvari-
antes äußeres Maß ist. In Satz 6.15 unten wird gezeigt, dass ein Borelmaß λn

durch die Eigenschaft der Translationsinvarianz bis auf Normierung eindeutig
charakterisiert ist.

6.14 Lemma. Ist µ ein translationsinvariantes Borelmaß auf Rn, so ist
jede Koordinatenhyperebene H := {x ∈ Rn

∣∣xi = c}, i = 1, . . . , n, eine µ-
Nullmenge.

Beweis: Sei Q = [0, 1]n und F = {x ∈ Q
∣∣xi = 0}. Für a ∈ Rn ist F + a

abgeschlossen, also µ-messbar. Es folgt für jede endliche Menge {s1, . . . , sk} ⊂
[0, 1]

k µ(F ) =
k∑

j=1

µ(sjei + F ) = µ




k⋃

j=1

sjei + F


 ≤ µ(Q) <∞.
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Da k beliebig groß gewählt werden kann, ist µ(F ) = 0. AberH ist Vereinigung
von abzählbar vielen Translationen von F , und somit µ(H) = 0.

6.15 Satz (Charakterisierung durch Translationsinvarianz). Sei µ ein
translationsinvariantes Borelmaß auf Rn. Dann gilt mit θ := µ([0, 1]n)

µ(E) = θ λn(E) für alle λn-messbaren E ⊂ Rn .

Beweis: Setze Qk,j = 2−k(j + [0, 1]n) für k ∈ N0 und j ∈ Zn. Dann ist
[0, 1]n Vereinigung der 2nk abgeschlossenen Teilwürfel {Qk,j

∣∣ j ∈ Jk}, wobei

Jk = {j = (j1, . . . , jn) ∈ Zn
∣∣ 0 ≤ ji ≤ 2k − 1}, mit paarweise disjunktem

Inneren. Aus Lemma 6.14 folgt

µ([0, 1])n =
∑

j∈Jk

µ(Qk,j), λn([0, 1]n) =
∑

j∈Jk

λn(Qk,j) .

Die Translationsinvarianz impliziert µ(Qk,j) = µ(Qk,0) und λn(Qk,j) =
λn(Qk,0) für alle j ∈ Zn, also

θ =
µ([0, 1]n)

λn([0, 1]n)
=

µ(Qk,0)

λn(Qk,0)
=

µ(Qk,j)

λn(Qk,j)
für alle j ∈ Zn.

Daraus folgt mit Lemma 6.5 wobei wieder Lemma 6.14 benutzt wird,

µ(U) = θ λn(U) für alle offenen U ⊂ Rn.

Insbesondere gilt die Behauptung des Satzes für alle Quader, und damit für
alle λn-messbaren Mengen aufgrund der Eindeutigkeit der Maßfortsetzung
(Satz 4.10).

Wir zeigen als nächstes die Messbarkeit von Bildmengen, wobei wir uns im
Hinblick auf die spätere Anwendung im Transformationssatz für Diffeomor-
phismen nicht auf lineare Abbildungen beschränken.

6.16 Lemma. Sei U ⊂ Rn offen und f : U → Rn Lipschitzstetig mit Kon-
stante Λ bzgl. der Maximumsnorm ‖ · ‖∞. Dann gilt

λn(f(E)) ≤ Λn λn(E) für alle E ⊂ U .

Beweis: Wir können λn(E) <∞ annehmen. Setze

Q(x0, ̺) = {x ∈ Rn
∣∣ ‖x− x0‖∞ < ̺} für x0 ∈ Rn, ̺ > 0 .

Nach Voraussetzung gilt ‖f(x)− f(x0)‖∞ ≤ Λ ‖x− x0‖∞ für x, x0 ∈ U , also

Q = Q(x0, ̺) ⊂ U ⇒ f(Q) ⊂ Q(f(x0), Λ̺) .

Nach Lemma 6.8 gibt es nun eine offene Menge V ⊃ E mit λn(V ) < λn(E)+ε,
wobei oBdA V ⊂ U , und weiter eine Ausschöpfung V =

⋃∞
j=1Qj durch

Würfel Qj mit paarweise disjunktem Inneren, siehe Lemma 6.5. Damit folgt



44 1 Maße und messbare Funktionen

λn(f(E)) ≤ λn(f(V )) ≤
∞∑

j=1

λn(f(Qj)) ≤ Λn
∞∑

j=1

λn(Qj) ≤ Λn
(
λn(E) + ε

)
.

Mit ε→ 0 folgt die Behauptung.

6.17 Satz (λn-Messbarkeit von Bildmengen). Für U ⊂ Rn offen und
f ∈ C1(U,Rn) gilt:

(i) N ⊂ U λn-Nullmenge ⇒ f(N) λn-Nullmenge.

(ii) E ⊂ U λn-messbar ⇒ f(E) λn-messbar.

Beweis: Nach Lemma 6.5 kann U schreiben als U =
⋃∞

i=1Ki, wobei Ki

komapkte Würfel sind. Somit gilt N =
⋃∞

i=1Ki∩N und da f auf kompakten
Teilmengen von U Lipschitzstetig ist, folgt Aussage (i) direkt aus Lemma
6.16. Für (ii) können wir annehmen, dass E beschränkt ist, andernfalls be-
trachten wir En = {x ∈ E

∣∣ |x| ≤ n}. Nach Satz 6.9 gibt es dann kompakte

Mengen Aj und eine λn-Nullmenge N mit E =
(⋃∞

j=1Aj

)
∪ N . Da f(Aj)

kompakt und λn(f(N)) = 0 nach Behauptung (i), ist f(E) λn-messbar.

6.18 Satz (Bewegungsinvarianz von λn). Für S ∈ O(Rn) und a ∈ Rn

gilt
λn(S(E) + a) = λn(E) für alle E ⊂ Rn.

Beweis: Die Translationsinvarianz von λn ist schon bekannt, also können
wir a = 0 annehmen. Wir setzen zunächst nur S ∈ GL(Rn) voraus und
betrachten mit T = S−1 das Bildmaß

µ = T (λn) : P(Rn) → [0,∞], µ(E) = λn(T−1(E)) ⇒ λn(S(E)) = µ(E) .

Wir behaupten, dass µ ein translationsinvariantes Borelmaß ist. Ist B ⊂ Rn

Borelmenge und damit λn-messbar nach Satz 6.7, so ist T−1(B) = S(B)
ebenfalls λn-messbar wegen Satz 6.17 und damit B µ-messbar nach Satz 3.9.
Für K ⊂ Rn kompakt ist auch T−1(K) = S(K) kompakt, also µ(K) < ∞.
Damit ist gezeigt, dass µ ein Borelmaß ist. Für die Translationsinvarianz
berechnen wir für b ∈ Rn und E ⊂ Rn beliebig

µ(E + b) = λn(S(E + b)) = λn(S(E) + S(b)) = λn(S(E)) = µ(E) .

Aus Satz 6.15 folgt nun µ(E) = θ(S)λn(E) für alle λn-messbaren E ⊂ Rn,
wobei

θ(S) = µ([0, 1]n) = λn(S([0, 1]n)) ∈ [0,∞) .

Für nicht notwendig messbares E ⊂ Rn schließen wir mit Lemma 6.8

µ(E) = λn(S(E))

= inf{λn(V )
∣∣S(E) ⊂ V offen}

= inf{λn(S(U))
∣∣E ⊂ U offen}

= inf{µ(U)
∣∣E ⊂ U offen}.
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Daraus folgt, wieder mit Lemma 6.8,

λn(S(E)) = θ(S)λn(E) für alle E ⊂ Rn. (6.19)

Ist nun sogar S ∈ O(Rn), so setzen wir in (6.19) als Testmenge E = B1(0) =
{x ∈ Rn

∣∣ |x| < 1} ein und erhalten

θ(S)λn(B1(0)) = λn(S(B1(0))) = λn(B1(0)) .

Da λn(B1(0)) > 0 folgt θ(S) = 1 für S ∈ O(Rn) und der Satz ist bewiesen.

Der Elementarinhalt voln ist nur für achsenparallele Quader bzw. Figuren
definiert worden. Deshalb ist aus der Definition 6.2 von λn nicht unmittelbar
ersichtlich, dass das Lebesguemaß unabhängig von der Wahl des Euklidischen
Koordinatensystems ist, sondern dies folgt erst aus dem vorangegangenen
Satz 6.18. Für die Transformationsformel unter beliebigen linearen Abbil-
dungen S ∈ Rn×n benötigen wir die folgende Hilfsaussage aus der Linearen
Algebra.

6.20 Lemma (Polarzerlegung). Zu jedem S ∈ GLn(R) gibt es eine Dia-
gonalmatrix Λ mit Einträgen λi > 0, i = 1, . . . , n, und T1, T2 ∈ O(Rn), so
dass S = T1ΛT2.

Beweis: Die Matrix S⊤S ist symmetrisch und hat positive Eigenwerte,
denn für v ∈ Rn \ {0} gilt 〈S⊤Sv, v〉 = |Sv|2 > 0. Also gibt es ein T ∈ O(Rn)
und eine Diagonalmatrix Λ mit Einträgen λi > 0, i = 1, . . . , n, so dass gilt:

S⊤S = TΛ2T−1.

Die Matrix R = TΛT−1 ist symmetrisch mit R2 = S⊤S. Dann ist aber
Q = SR−1 orthogonal, denn

Q⊤Q = R−⊤S⊤SR−1 = R−1R2R−1 = En .

Es folgt S = QR = QTΛT−1 = T1ΛT2 für T1 = QT, T2 = T−1 ∈ O(Rn) wie
verlangt.

6.21 Satz (Lineare Transformationsformel). Für eine lineare Abbildung
S ∈ Rn×n gilt

λn(S(E)) = |det(S)|λn(E) für alle E ⊂ Rn .

Beweis: Ist det(S) = 0, so liegt S(E) in einer Hyperebene und die Be-
hauptung ist richtig. Für det(S) 6= 0 haben wir aus dem Beweis von Satz
6.18 bereits die Aussage (6.19) zur Verfügung und müssen dort nur zeigen:

θ(S) = |det(S)| .

Dies stimmt für eine Diagonalmatrix Λ mit positiven Einträgen λi > 0, i =
1, . . . , n, denn
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θ(Λ) = λn(Λ([0, 1]n) = λn([0, λ1] × . . .× [0, λn]) =

n∏

i=1

λi = |det(Λ)|.

Für S ∈ GLn(R) beliebig sei S = T1ΛT2 mit einer Diagonalmatrix Λ und
T1, T2 ∈ O(Rn) wie in Lemma 6.20. Aus den schon bekannten Aussagen für
orthogonale sowie Diagonalmatrizen folgt

θ(S) = λn(T1ΛT2([0, 1]n)) = |det(Λ)| = |det(S)| ,

und der Satz ist bewiesen.

6.22 Beispiel (Volumen eines Ellipsoids). Für λ1, . . . , λn > 0 ist die
Menge

E =
{
x ∈ Rn

∣∣
(
x1

λ1

)2

+ . . .+

(
xn

λn

)2

< 1
}

ein Ellipsoid mit den Halbachsen λi > 0. Mit B1(0) = {x ∈ Rn
∣∣ |x| < 1} gilt

E = Λ(B1(0)), wobei Λ ∈ Gln(R) die Diagonalmatrix mit den Einträgen λi

ist. Aus Satz 6.21 folgt

λn(E) = λn(Λ(B1(0))) = (λ1 · . . . · λn) λn(B1(0)) .

ΛΛΛΛ

λλλλ2

λλλλ1

Zum Ende des Kapitels geben wir ein Standardbeispiel für die Existenz
von nicht messbaren Mengen an.

6.23 Beispiel (Vitali 1905). Es gibt eine Menge S ⊂ [0, 1], die nicht λ1-
messbar ist. Betrachte dazu auf [0, 1] die Äquivalenzrelation

x ∼ y ⇔ x− y ∈ Q .

Mit dem Auswahlaxiom der Mengenlehre erhalten wir ein Repräsentantensy-
stem S ⊂ [0, 1] für die Relation ∼, d. h. zu jedem y ∈ [0, 1] gibt es genau ein
x ∈ S mit x ∼ y. Sei nun q1, q2, . . . eine Abzählung von Q∩ [−1, 1]. Dann gilt

(qj + S) ∩ (qk + S) = ∅ für j 6= k .
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Denn andernfalls gibt es x1, x2 ∈ S mit qj + x1 = qk + x2, also x2 − x1 =
qj − qk ∈ Q. Nach Definition von S folgt dann x1 = x2, also qj = qk im
Widerspruch zur Annahme. Zweitens behaupten wir

[0, 1] ⊂
∞⋃

k=1

(qk + S) ⊂ [−1, 2] .

Die rechte Inklusion ist trivial. Die linke Inklusion folgt aus der Definition
von S, denn zu y ∈ [0, 1] gibt es ein x ∈ S mit y − x =: q ∈ Q ∩ [−1, 1].

Nun ist λ1(q+S) = λ1(S) wegen der Translationsinvarianz von λ1. Wäre S
und damit jede der Mengen qk +S λ1-meßbar, so folgt aus den obigen beiden
Aussagen und der σ-Additivität (Satz 3.18)

∞∑

k=1

λ1(S) =

∞∑

k=1

λ1(qk + S) = λ1

(
∞⋃

k=1

(qk + S)

)
∈ [1, 3].

Das ist aber unmöglich, da links die Zahl λ1(S) ∈ [0,∞) unendlich oft addiert
wird.





2 Integration

Ziel dieses Kapitels ist die Definition des Lebesgueintegrals bezüglich eines Maßes

µ auf einer Menge X. Danach werden fundamentale Sätze und Eigenschaften

besprochen. Insbesondere werden Konvergenzsätze, der Transformationssatz, die

Sätze von Fubini, Gauß und Radon–Nikodym, sowie Lp-Räume, Produktmaße

und Flächenmaße behandelt.

2.7 Das Lebesgueintegral

Ziel dieses Abschnitts ist die Definition des Lebesgueintegrals bezüglich eines
Maßes µ auf einer Menge X. Das Integral einer nichtnegativen Funktion kann
schon dann definiert werden, wenn die Funktion messbar ist. Hierzu wird die
Funktion von unten durch nichtnegative Treppenfunktionen approximiert;
für diese ist das Integral elementar erklärt. Das Integral einer beliebigen,
messbaren Funktion f ergibt sich dann durch die Zerlegung in den Positiv-
und Negativanteil.

Im folgenden sei (X,A, µ) immer ein Maßraum. Alternativ kann man ein
äußeres Maß µ : P(X) → [0,∞] auf X betrachten. Dann ist in den folgenden
Aussagen A durch die σ-Algebra M(µ) der µ-messbaren Mengen zu ersetzen.
Da der Maßraum fest ist werden wir im Weiteren von der explixiten Angabe
der σ-Algebra A und des Maßes µ oft absehen.

Grundbaustein des Integrals sind messbare Funktionen, die bereits in Ab-
schnitt 1.2 behandelt wurden. Wir erinnern daran, dass eine (numerische)
Funktion f A-messbar ist, wenn es eine Menge D ∈ A gibt, so dass f
auf D, mit Werten in R, definiert ist, und wenn für alle s ∈ R die Menge
{f > s} := {x ∈ D

∣∣ f(x) ∈ (s,∞]} ∈ A. Eine (numerische) Funktion f ist

µ-messbar (auf D ∈ A), wenn es eine Menge D̃ ∈ A gibt, so dass f auf D̃,
mit Werten in R, definiert ist, µ(D \ D̃) = 0, und f A|D̃-messbar ist. Wir
werden später meist den Fall D = X betrachten. Falls nichts anderes angege-
ben wird setzen wir im Weiteren voraus, dass alle auftretenden Funktionen
numerische Funktionen sind. Typische Beispiele messbarer Funktionen waren
Indikatorfunktionen von Mengen E ∈ A, wobei χE : X → R, durch

χE(x) =

{
1 falls x ∈ E ,

0 sonst ,
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definiert ist.
Wir führen nun eine für den Aufbau des Integrals wichtige Klasse von

Funktionen ein.

7.1 Definition. Sei (Y, C) ein messbarer Raum. Wir nennen eine Funktion
f : Y → R Treppenfunktion (bzw. genauer C-Treppenfunktion), wenn sie als
eine endliche Linearkombination von Indikatorfunktionen von Mengen aus C
darstellbar ist, d.h. es gibt αi ∈ R und Ai ∈ C mit

f =
m∑

i=1

αiχAi
.

Treppenfunktionen nehmen also nur endlich viele Werte an. Man überlegt
sich leicht, dass sie einen R-Vektorraum bilden. Der folgende Approxima-
tionssatz wird benötigt, um Aussagen für Treppenfunktionen auf beliebige
messbare Funktionen zu übertragen.

7.2 Satz (Approximation durch Treppenfunktionen). Sei (Y, C) ein
messbarer Raum. Für jede nichtnegative C-messbare Funktion f : Y → [0,∞]
existiert eine monoton steigende Folge (fn) nichtnegativer Treppenfunktionen
mit fn ր f in Y .

Beweis: Für m ∈ N und k = 1, 2, . . . ,m2m setzen wir

Fm,k :=
{
x ∈ Y

∣∣∣ k − 1

2m
≤ f(x) <

k

2m

}

und definieren

fm(x) :=





k−1
2m , falls x ∈ Fm,k ,

m, falls x ∈ Y \⋃k Fm,k .

Offensichtlich sind fm Treppenfunktionen, für die für alle x ∈ Y gilt
fm(x) ր f(x).

Das Integral der Indikatorfunktion eines beliebigen Intervalls ist gleich sei-
ner Länge. Demzufolge ist es natürlich für das Lebesgueintegral

∫

X

χA dµ = µ(A), A ∈ A ,

zu fordern. Darüber hinaus sollten Linearität und Monotonie des Integrals
gelten und das System der integrierbaren Funktionen so groß wie möglich
sein. Treppenfunktionen haben immer eine Darstellung

f =
m∑

j=1

βjχBj

mit βj ∈ R, Bj ∈ A, wobei Bj paarweise disjunkt sind. Im Weiteren nehmen
wir an, dass Treppenfunktionen durch eine solche Darstellung gegeben sind.
Allerdings ist diese Darstellung nicht eindeutig.
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7.3 Lemma. Seien A1, . . . , Am ∈ A und B1, . . . , Bn ∈ A paarweise disjunkte
Mengen und seien αi, βj nichtnegative reelle Zahlen. Dann gilt:

m∑

i=1

αiχAi
≤

n∑

j=1

βjχBj
⇒

m∑

i=1

αiµ(Ai) ≤
n∑

j=1

βjµ(Bj) .

Beweis: Wir setzen α0 = β0 = 0, A0 = X \⋃m
i=1Ai, B0 = X \⋃n

j=1Bj .
Für i ∈ {0, . . . ,m}, j ∈ {0, . . . , n} gilt entweder Ai ∩ Bj = ∅ oder αi ≤ βj

und somit

m∑

i=0

αiµ(Ai) =
m∑

i=0

n∑

j=0

αiµ(Ai ∩Bj) ≤
m∑

i=0

n∑

j=0

βjµ(Ai ∩Bj)

≤
n∑

j=0

βjµ(Bj) .

Lemma 7.3 zeigt, dass die folgende Definition des Integrals einer nichtne-
gativen Treppenfunktion unabhängig von ihrer Darstellung ist.

7.4 Definition. Sei D ∈ A und s eine nichtnegative Treppenfunktion mit
einer Darstellung s =

∑n
j=1 βjχBj

, wobei Bj ∈ A paarweise disjunkt sind
und βj ≥ 0. Wir setzen

∫

D

s dµ :=

n∑

j=1

βjµ(D ∩Bj) .

Nach Satz 7.2 existiert für jede nichtnegative A-messbare numerische Funk-
tion f auf D ∈ A eine Folge von Treppenfunktionen sn ≥ 0 mit sn ր f .
Beliebige Funktionen f haben die Darstellung f = f+ − f−, wobei f+, f−

nichtnegative Funktionen sind. Somit definieren wir das Lebesgueintegral wie
folgt:

7.5 Definition. Für eine nichtnegative A-messbare numerische Funktion
f ≥ 0 auf D ∈ A setzen wir

∫

D

f dµ := sup

{∫

D

s dµ
∣∣ 0 ≤ s ≤ f auf D, s Treppenfunktion

}
.

Für eine beliebige A-messbare numerische Funktion f auf D ∈ A definieren
wir das Lebesgueintegral durch

∫

D

f dµ :=

∫

D

f+ dµ−
∫

D

f− dµ ,

falls wenigstens eins der Integrale auf der rechten Seite endlich ist.

Lemma 7.3 zeigt wiederum, dass die Definitionen 7.4 und 7.5 im Falle einer
Treppenfunktion f übereinstimmen.
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7.6 Bemerkung. Sei f eine A-messbare Funktion auf D ∈ A und sei N ⊂ D
eine Nullmenge. Dann folgt sofort aus der Definition des Lebesgueintegrals,
dass

∫
N
fdµ = 0.

7.7 Bemerkung. Sei f eine auf X definierte numerische Funktion und sei
M ∈ A. Dann folgt offensichtlich aus der Defintion 7.5

∫

M

f dµ =

∫

X

fχM dµ ,

∫

M

f dµ =

∫

M

f dµ|M ,

wobei µ|M die Restriktion des Maßes µ auf die von A auf M induzierte σ-
Algebra A|M ist. Also ist es keine Einschränkung der Allgemeinheit wenn wir
im Weiteren nur Integrale über ganz X betrachten.

Das Herzstück der Lebesgueschen Integraltheorie ist der folgende Spezi-
alfall des Satzes über monotone Konvergenz. Mit seiner Hilfe können wir
beweisen, dass das Lebesgueintegral monoton und linear ist.

7.8 Satz (monotone Konvergenz). Seien fn ≥ 0 A-messbare Funktionen
auf X mit fn ր f , dann gilt:

lim
n→∞

∫

X

fn dµ =

∫

X

f dµ .

Beweis: Die Funktion f ist als Grenzwert A-messbarer Funktionen wieder-
um A-messbar (Satz 2.9) und nichtnegativ. Also sind alle Integrale definiert.
Aus fn ≤ fn+1 und der Definition 7.5 folgt, dass

( ∫
X
fn dµ

)
eine nichtfal-

lende Folge reeller Zahlen ist, deren Grenzwert wir mit α bezeichnen, d.h.
α = lim

∫
X
fn dµ. Da fn ≤ f gilt erhalten wir α ≤

∫
X
f dµ. Falls α = ∞ ist

die Behauptung des Satzes klar. Sei nun α <∞ und sei s eine Treppenfunkti-
on mit 0 ≤ s ≤ f . Wir werden in mehreren Schritten zeigen, dass

∫
X
s dµ ≤ α

ist, was sofort die Behauptung liefert.
(a) Sei τ ∈ (0, 1) und sei En := {x ∈ X

∣∣ fn(x) ≥ τ s(x)}. Dann ist
En ∈ A, En ⊆ En+1 und

⋃∞
n=1En = X. In der Tat, falls f(x) = 0 dann

ist x ∈ E1; falls f(x) > 0, dann ist τs(x) < lim
n→∞

fn(x) und somit existiert

ein n ∈ N mit x ∈ En. Folgerung 3.19 (ii) liefert für alle A ∈ A
lim

n→∞
µ(En ∩A) = µ(A) .

(b) Sei s =
∑k

j=1 βjχBj
, wobei Bj ∈ A paarweise disjunkt sind. Dann

haben wir
∫

X

fn dµ ≥
∫

En

fn dµ ≥
∫

En

τs dµ = τ

∫

En

k∑

j=1

βjχBj
dµ

= τ

k∑

j=1

βjµ(Bj ∩ En) .
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(c) Wenn wir in dieser Ungleichung zur Grenze n→ ∞ übergehen erhalten
wir unter Benutzung von (a)

α ≥ τ

k∑

j=1

βjµ(Bj) = τ

∫

X

s dµ .

Da τ ∈ (0, 1) beliebig war erhalten wir α ≥
∫

X
s dµ.

7.9 Lemma. Seien f1, f2 nichtnegative A-messbare Funktionen auf X. Dann
gilt: ∫

X

(f1 + f2) dµ =

∫

X

f1 dµ+

∫

X

f2 dµ .

Beweis: Seien zunächst f1, f2 Treppenfunktionen. Dann gibt es paarweise
disjunkte Mengen A0, . . . , Am, B0, . . . , Bn und nichtnegative reelle Zahlen
αi, βj mit

⋃m
i=0Ai =

⋃n
j=0Bj = X und f1 =

∑m
i=0 αiχAi

, f2 =
∑n

j=0 βjχBj
.

Es gilt:

∫

X

(f1 + f2) dµ =
m∑

i=0

n∑

j=0

(αi + βj)µ(Ai ∩Bj)

=

m∑

i=0

αiµ(Ai) +

n∑

j=0

βjµ(Bj)

=

∫

X

f1 dµ+

∫

X

f2 dµ .

Im allgemeinen Fall finden wir mit Satz 7.2 Folgen von nichtnegativen Trep-
penfunktionen {s1n}, {s2n} mit s1n ր f1, s2n ր f2 und benutzen den gerade
bewiesenen Spezialfall sowie Satz 7.8.

7.10 Bemerkung. Sei f nur µ-messbar aufX ist, d.h. es existiert ein A ∈ A,
so dass f auf A definiert ist und µ(X \ A) = 0. Motiviert durch Bemer-
kung 2.14 und Bemerkung 7.6 setzen wir

∫

X

f dµ :=

∫

A

f dµ ,

falls das Integral auf der rechten Seite definiert ist.

Somit können wir Lemma 7.9 auf µ-messbare Funktionen erweitern.

7.11 Lemma. Seien f1, f2 nichtnegative µ-messbare Funktionen auf X.
Dann gilt: ∫

X

(f1 + f2) dµ =

∫

X

f1 dµ+

∫

X

f2 dµ .
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Beweis: Seien fi, i = 1, 2, auf Di ∈ A definiert, wobei µ(X \ Di) = 0.
Dann ist f1 + f2 auf D1 ∩D2 ∈ A definiert. Mit Bemerkung 7.10, Lemma 7.9
angewendet auf X = D1 ∩D2 folgt

∫

X

(f1 + f2) dµ =

∫

D1∩D2

(f1 + f2) dµ

=

∫

D1∩D2

f1 dµ+

∫

D1∩D2

f2 dµ .

Bemerkung 7.7, Bemerkung 7.6 und Lemma 7.9 implizieren
∫

D1∩D2

f1 dµ =

∫

D1

f1χD1∩D2
dµ+

∫

D1

f1χD1\D2
dµ

=

∫

D1

f1 dµ =

∫

X

f1 dµ .

Dies und eine analoge Rechnung für f2 liefern dann die Behauptung.

7.12 Definition. Die Menge aller µ-messbaren numerischen Funktionen f
auf X, deren Integral definiert ist wird mit L∗(µ) oder L∗ bezeichnet. Weiter
bezeichnen wir

L1 = L1(µ) :=

{
f ∈ L∗(µ)

∣∣∣
∫

X

f dµ ∈ R

}
,

und sagen, dass Elemente f ∈ L1(µ) integrierbare Funktionen sind.

Die Existenz und der Wert des Integrals bleiben unberührt, wenn eine
Funktion auf einer Nullmenge abgeändert wird.

7.13 Lemma. Sei g ∈ L∗ und f eine µ-messbare Funktion mit f = g µ-fast-
überall. Dann gilt:

f ∈ L∗(µ) und

∫

X

f dµ =

∫

X

g dµ .

Die Behauptung gilt auch falls µ ein vollständiges Maß ist, g ∈ L∗ und f = g
µ-fast-überall.

Beweis: Sei g auf A ∈ A und f auf B ∈ A definiert, wobei µ(X \ A) =
µ(X \ B) = 0. Sei D ∈ A mit D ⊂ A ∩ B so, dass f = g auf D und
µ(X \ D) = 0. Dann gilt mit Bemerkung 7.10, Definition 7.5, Lemma 7.9,
µ(A \D) = µ(B \D) = 0 und Bemerkung 7.6:

∫

X

g dµ =

∫

A

g dµ =

∫

D

g dµ =

∫

D

f dµ =

∫

B

f dµ,

und also ist
∫

X
f dµ definiert. Sei nun µ ein vollständiges Maß. Dann liefert

Lemma 2.15 dass auch f µ-messbar ist und somit können wir weiter wie eben
argumentieren.

Die folgende Abschätzung wird sehr oft benutzt.
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7.14 Lemma (Tschebyscheff-Ungleichung). Ist f ≥ 0 µ-messbar auf X
und

∫
X
f dµ <∞, so gilt

µ({f ≥ s}) ≤





1

s

∫

X

f dµ für s ∈ (0,∞) ,

0 für s = ∞ .

Beweis: Sei f auf D ∈ A definiert mit µ(X \D) = 0. Im Fall s ∈ (0,∞)
ist die Funktion sχ{f≥s} eine Treppenfunktion mit 0 ≤ sχ{f≥s} ≤ f , also
folgt

s µ({f ≥ s}) =

∫

X

sχ{f≥s} dµ ≤
∫

D

f dµ =

∫

X

f dµ .

Der Fall s = ∞ ergibt sich hieraus durch Grenzübergang, mithilfe von Fol-
gerung 1.17 (ii).

7.15 Folgerung. Sei f ∈ L∗(µ).

(i) Ist
∫

X
f dµ < ∞ (bzw.

∫
X
f dµ > −∞), so folgt f(x) < ∞ (bzw. f(x) >

−∞) für µ-fast-alle x ∈ X.

(ii) Ist f ≥ 0 und
∫

X
f dµ = 0, so gilt f(x) = 0 für µ-fast-alle x ∈ X.

Beweis: Aussage (i) folgt mit s = ∞ aus Lemma 7.14, angewandt auf f+

bzw. f−. In (ii) schließen wir µ({f ≥ s}) = 0 für s > 0 aus Lemma 7.14, also
µ({f > 0}) = 0 mit Satz 1.17 (ii).

Folgende Varianten von Aussage (ii) sind oft sehr nützlich.

7.16 Folgerung. Seien f, g,∈ L1.

(i) Falls
∫

A
fdµ = 0 für alle A ∈ A, dann ist f = 0 µ-fast-überall.

(ii) Aus
∫

A

f dµ ≤
∫

A

g dµ

für alle A ∈ A, folgt, dass f ≤ g µ-fast-überall.

Beweis: (i) Sei B := {f ≥ 0}. Dann gilt

0 =

∫

B

f dµ =

∫

B

f+ dµ ,

und Folgerung 7.15 (ii) impliziert f+ = 0 fast überall. Analog zeigt man
f− = 0 fast überall. Aus der Zerlegung f = f+ − f− folgt dann die Behaup-
tung.

(ii) Setze h := (f − g)+. Dann ist h ≥ 0 und es gilt für alle A ∈ A

0 ≤
∫

A

h dµ =

∫

A∩{h>0}

f − g dµ ≤ 0 .

Also gilt nach (i) (f − g)+ = 0 fast überall, d.h. f − g ≤ 0 fast überall.
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7.17 Satz. Es gelten:

(i) Für f, g ∈ L1(µ) und α, β ∈ R ist αf + βg ∈ L1(µ) und
∫

X

(αf + βg) dµ = α

∫

X

f dµ+ β

∫

X

g dµ .

(ii) Aus f ∈ L1(µ) folgt |f | ∈ L1(µ) und die Abschätzung:
∣∣∣∣
∫

X

f dµ

∣∣∣∣ ≤
∫

X

|f | dµ .

(iii) Aus f, g ∈ L1(µ) folgt max(f, g),min(f, g) ∈ L1(µ).

(iv) Sei f µ-messbar, g ∈ L1(µ) und gelte |f | ≤ g, dann ist auch f ∈ L1(µ)
und ∫

X

f dµ ≤
∫

X

|f | dµ ≤
∫

X

g dµ .

Beweis: (i) Wir zeigen zuerst dass
∫

X
αf dµ = α

∫
X
f dµ für alle f ∈ L1,

α ∈ R gilt. Für α = 0 ist dies trivial. Für beliebige α ≥ 0 und nichtnegative
Treppenfunktionen f folgt dies sofort aus Definition 7.4. Somit folgt für α > 0
und beliebige nichtnegative µ-messbare Funktionen f ≥ 0 (oBdA sei f auf X
definiert)

∫

X

αf dµ = sup

{∫

X

s dµ
∣∣ 0 ≤ s ≤ αf, s Treppenfunktion

}

= sup

{
α

∫

X

s

α
dµ
∣∣ 0 ≤ s

α
≤ f, s Treppenfunktion

}

= α sup

{∫

X

t dµ
∣∣ 0 ≤ t ≤ f, t Treppenfunktion

}

= α

∫

X

f dµ .

Auf Grund der Definition des Integrals 7.5 und (αf)− = (−α)f kann auch
der Fall α < 0 und f ≥ 0 auf den gerade betrachteten Fall zurückgeführt
werden. Der allgemeine Fall α ∈ R, f ∈ L1 folgt nun mithilfe der Zerlegung
f = f+ − f− und der Definition des Integrals 7.5.

Es reicht also als zweites den Fall α = β = 1 zu behandeln. Für f, g ∈ L1

schreiben wir f = f+ − f−, g = g+ − g− und h := f + g (aufgrund von
Folgerung 7.15 ist h fast überall definiert und somit nach Bemerkung 2.14
µ-messbar). Es gilt:

h = h+ − h− = f+ − f− + g+ − g−

und Lemma 7.11 liefert, da alle Funktionen µ-messbar und nichtnegativ sind,
∫

X

h+ dµ+

∫

X

f− dµ+

∫

X

g− dµ =

∫

X

f+ dµ+

∫

X

g+ dµ+

∫

X

h− dµ .
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Die Behauptung folgt nun, wenn wir beachten, das
∫

X
h+ dµ und

∫
X
h− dµ

endlich sind. Dies ist aber der Fall, da

0 ≤ h+ = (f + g)+ ≤ f+ + g+

und die rechte Seite eine integrierbare Funktion ist. Analog für h−.
(ii) Für f ∈ L1 gilt: |f | = f+ + f− ∈ L1 nach (i). Also

∣∣∣∣
∫

X

f dµ

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫

X

f+ dµ−
∫

X

f− dµ

∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣
∫

X

f+ dµ

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
∫

X

f− dµ

∣∣∣∣

=

∫

X

f+ dµ+

∫

X

f− dµ =

∫

X

|f | dµ .

(iii) Die Behauptung folgt sofort aus (i) und (ii), wenn man beachtet, dass

max(f, g) = 1
2 (f + g + |f − g|) , min(f, g) = 1

2 (f + g − |f − g|) .
(iv) Für eine µ-messbare Funktion f ist auch f+ µ-messbar und es gilt:

0 ≤
∫

X

f+ dµ ≤
∫

X

g dµ <∞ ,

da 0 ≤ f+ ≤ |f | ≤ g. Also ist f+ ∈ L1 und analog zeigt man f− ∈ L1. Da
f = f+ − f− gilt, folgt f ∈ L1. Aus f = f+ − f− ≤ f+ ≤ |f | ≤ g und der
Definition des Integrals folgt sofort

∫

X

f dµ ≤
∫

X

|f | dµ ≤
∫

X

g dµ .

Aussage (iv) des vorherigen Satzes kann wie folgt verschärft werden.

7.18 Folgerung. Seien f, g µ-messbar und
∫

X
f dµ > −∞. Dann gilt

f ≤ g µ-fast-überall ⇒
∫

X

f dµ ≤
∫

X

g dµ.

Insbesondere ist
∫

X
g dµ definiert. Die entsprechende Aussage mit ≥ gilt, falls∫

X
f dµ <∞.

Beweis: Im Fall f, g ≥ 0 folgt die Behauptung direkt aus Definition 7.5.
Für f, g beliebig haben wir

(
{g− > f−} ∪ {f+ > g+}

)
⊂ {f > g} ,

wobei alle Mengen aus A sind. Also folgt g− ≤ f− und f+ ≤ g+ µ-fast-
überall. Somit gilt

0 ≤
∫
g− dµ ≤

∫
f− dµ <∞ und

∫
f+ dµ ≤

∫
g+ dµ,

und die Behauptung folgt.
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7.19 Beispiel. Betrachte für α ∈ R die Funktion f : Rn → R, f(x) = |x|−α.
Wir behaupten:
∫

Rn\B1(0)

f dλn <∞ ⇔ α > n, und

∫

B1(0)

f dλn <∞ ⇔ α < n.

Zum Beweis vergleichen wir f mit der Funktion

g =
∑

k∈Z

2−kα χAk
mit Ak = {2k ≤ |x| < 2k+1}.

Es gelten die Abschätzungen

2−αg ≤ f ≤ g für α ≥ 0 bzw. 2−αg ≥ f ≥ g für α ≤ 0.

Wegen der Monotonie des Integrals reicht es also aus, die Aussagen für g zu
zeigen. Da Ak = 2kA0, folgt aus der Transformation von λn unter Streckun-
gen (Satz 6.21),

λn(Ak) = (2k)n λn(A0) = 2nk γn mit γn = λn(A0) ∈ (0,∞) .

Da die Folge der Partialsummen
∑l

k=0 2−kαχAk
punktweise auf Rn gegen

gχRn\B1(0) konvergiert, folgt aus dem Satz über monotone Konvergenz

∫

Rn\B1(0)

g dλn =

∞∑

k=0

∫
2−kαχAk

dλn

= γn

∞∑

k=0

2(n−α)k =




γn

1

1 − 2n−α
falls α > n

∞ sonst.

Ganz entsprechend erhalten wir auf B1(0)

∫

B1(0)

g dλn =

−∞∑

k=−1

∫
2−kαχAk

dλn

= γn

−∞∑

k=−1

2(n−α)k =




γn

1

2n−α − 1
falls α < n

∞ sonst.

Damit ist die Behauptung von Beispiel 7.19 gezeigt.

Mit dem Majorantenkriterium (Satz 7.17 (iv)) und Beispiel 7.19 folgt, dass
allgemein Funktionen integrierbar sind, deren Wachstum durch eine geeignete
Potenz |x|−α kontrolliert ist. Genauer:

7.20 Beispiel. Ist f λn-messbar auf Rn und gilt für C, ρ,R ∈ (0,∞) die
Abschätzung

|f(x)| ≤ C |x|−α fast überall in B̺(0) mit α < n, bzw.

|f(x)| ≤ C |x|−α fast überall in Rn \BR(0) mit α > n,

so ist f auf B̺(0) bzw. auf Rn \BR(0) integrierbar.
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2.8 Konvergenzsätze

Wir wollen nun untersuchen unter welchen Bedingungen der Grenzwert mit
dem Integral vertauscht werden kann, d.h. wann gilt:

∫
lim

k→∞
fk dµ = lim

k→∞

∫
fk dµ .

Die Konvergenzsätze von B. Levi und H. Lebesgue geben mit der monotonen
Konvergenz bzw. der majorisierten Konvergenz hinreichende Bedingungen
an, die wesentlich schwächer sind als die beim Riemannintegral benötigte
gleichmäßige Konvergenz.

Die punktweise Konvergenz fk → f reicht im allgemeinen nicht aus, um
das Integral mit dem Grenzwert zu vertauschen.

8.1 Beispiel. Betrachte auf R die Indikatorfunktionen fε = 1
2ε χ[−ε,ε]. Es

gilt

lim
εց0

fε(x) = f0(x) mit f0(x) =

{
0 für x 6= 0

∞ für x = 0.

Andererseits haben wir
∫

R
fε dλ

1 = 1
2ε λ

1([−ε, ε]) = 1 für alle ε > 0, das heißt

∫

R

f0 dλ
1 = 0 < 1 = lim

εց0

∫

R

fε dλ
1 .

0 1-1 0-εεεε εεεε

  1/εεεε

1

Eine für die Vertauschung hinreichende, zusätzliche Bedingung liefert der
Satz über monotone Konvergenz, der bereits im vorigen Kapitel in einem Spe-
zialfall für den Nachweis der Linearität des Integrals benötigt wurde. Bevor
wir ihn formulieren wollen wir noch µ-fast-überall Konvergenzen von Folgen
µ-messbarer Funktionen klarstellen. Seien f, fn, n ∈ N, µ-messbare Funktio-
nen auf X. Wir sagen, dass fn gegen f µ-fast-überall konvergiert in Zeichen
fn → f µ-fast-überall, wenn es eine Menge A ∈ A gibt mit µ(X \ A) = 0 so,
dass limn→∞ fn(x) = f(x) für alle x ∈ A gilt. Wir schreiben fn ր f µ-fast-
überall, falls zusätzlich fn(x) ≤ fn+1(x) für alle x ∈ A und alle n ∈ N gilt.
Man beachte, dass insbesondere A eine Teilmenge aller Definitionsbereiche
der Funktionen f, fn, n ∈ N, sein muss.
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8.2 Satz (Levi, monotone Konvergenz). Seien f, fn, n ∈ N, µ-messbare
Funktionen auf X mit fn ր f µ-fast überall und sei

∫
X
f1 dµ > −∞. Dann

gilt:

lim
n→∞

∫

X

fn dµ =

∫

X

f dµ .

Beweis: Der Satz wurde schon im Spezialfall A-messbarer Funktionen
fn ≥ 0 und fn ր f überall bewiesen (Satz 7.8). Der allgemeine Fall kann
darauf zurückgeführt werden.

Aus fn ≥ f1 fast überall und f1 ∈ L∗ folgt mit Folgerung 7.18 fn ∈ L∗ für
alle n ∈ N. Falls

∫
X
fn dµ = ∞ für n ≥ n0 ist die Behauptung klar. Sei also

fn ∈ L1 für n ∈ N. Da f−1 ∈ L1 folgt mit Satz 7.17, dass gn := fn + f−1 ∈ L1.
Die Folge gn besteht aus nichtnegativen integrierbaren Funktionen mit gn ր
f + f−1 fast überall. Sei A ∈ A derart, dass limn→∞ gn(x) = f(x) + f−1 (x)
für alle x ∈ A und µ(X \A) = 0 gilt. Bemerkung 7.6, Bemerkung 7.10, sowie
Satz 7.8 angewendet mit X = A liefert also

lim
n→∞

∫

X

gn dµ =

∫

X

(f + f−1 ) dµ .

Da fn, gn, f
−
1 ∈ L1 folgt daraus

∫

X

fn dµ =

∫

X

gn dµ−
∫

X

f−1 dµ→
∫

X

(f + f−1 ) dµ−
∫

X

f−1 dµ n→ ∞ .

Da f− ≤ f−1 ∈ L1 und f + f−1 = f+ + (f−1 − f−) liefert Lemma 7.11 und
Satz 7.17

∫

X

(f − f−1 ) dµ =

∫

X

f+ dµ+

∫

X

(f−1 − f−) dµ

=

∫

X

f+ dµ−
∫

X

f− dµ+

∫

X

f−1 dµ

=

∫

X

f dµ+

∫

X

f−1 dµ .

Somit folgt die Behauptung.

8.3 Bemerkung. In Satz 8.2 kann man die Voraussetzung, dass f µ-messbar
ist weglassen, falls µ vollständig ist (vgl. Satz 2.16). Alternativ kann man im
Satz 8.2 voraussetzen, dass für die µ-messbaren Funktionen fn gilt: fn ≤ fn+1

µ-fast-überall. Sei A ∈ A derart, dass fn(x) ≤ fn+1(x) für alle x ∈ A und
µ(X \ A) = 0 gilt. Daraus folgt, dass f auf A durch f(x) := limn→∞ fn(x)
wohldefiniert ist und f µ-messbar auf X ist (vgl. Satz 2.9). Somit gilt fn ր f
µ-fast-überall.

8.4 Folgerung. Für nichtnegative µ-messbare Funktionen fn gilt

∫

X

∞∑

n=1

fn dµ =

∞∑

n=1

∫

X

fn dµ .
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Beweis: Folgt sofort aus Satz 8.2, Bemerkung 8.3 und Lemma 7.11.

Das folgende Lemma ist von unabhängigem Interesse, zum Beispiel in der
Variationsrechnung. Es besagt unter anderem, dass das Integral bezüglich
punktweiser Konvergenz nichtnegativer Funktionen unterhalbstetig ist.

8.5 Lemma (Lemma von Fatou). Sei (fk) eine Folge µ-messbarer Funk-
tionen auf X und sei g ∈ L1. Falls fk ≥ g µ-fast-überall für alle k ∈ N, dann
gilt ∫

X

lim inf
k→∞

fk dµ ≤ lim inf
k→∞

∫

X

fk dµ .

Beweis: Seien fk auf Dk ∈ A, mit µ(X \ Dk) = 0, definiert. Wir setzen
D :=

⋂∞
k=1Dk und definieren f : D → R durch f(x) := lim inf

k→∞
fk(x). Für

die Folge gk := infj≥k fj , definiert auf
⋂∞

j=k Dj , gilt gk+1 ≥ gk auf D und

limk→∞ gk = f auf D. Da nach Voraussetzung gk ≥ g ∈ L1, k ∈ N, folgt mit
Satz 8.2 und gk ≤ fk, k ∈ N,

∫

X

f dµ = lim
k→∞

∫

X

gk dµ ≤ lim inf
k→∞

∫

X

fk dµ .

8.6 Satz (Satz über majorisierte Konvergenz von Lebesgue). Seien
f, fk µ-messbare Funktionen auf X mit fk → f , k ∈ N, µ-fast-überall. Es
gebe eine nichtnegative integrierbare Funktion g ∈ L1 mit supk |fk| ≤ g µ-
fast-überall. Dann ist f ∈ L1, und es gilt

∫

X

f dµ = lim
k→∞

∫

X

fk dµ .

Es gilt sogar ‖f − fk‖L1(µ) =
∫

X
|f − fk| dµ→ 0 (vgl. Definition 9.7).

Beweis: Aus den Voraussetzungen folgt |f | = limk→∞ |fk| ≤ g fast über-
all. Da g ∈ L1 folgt also f, fk ∈ L1, k ∈ N, nach Satz 7.17. Die Folge
2g − |f − fk| ≥ 0 konvergiert punktweise fast überall gegen 2g. Mit Lemma
8.5 erhalten wir

∫

X

2g dµ =

∫

X

lim inf
k→∞

(
2g − |f − fk|

)
dµ

≤ lim inf
k→∞

∫

X

(
2g − |f − fk|

)
dµ

=

∫

X

2g dµ− lim sup
k→∞

∫

X

|f − fk| dµ .

Somit folgt

lim sup
k→∞

∣∣∣
∫

X

f dµ−
∫

X

fk dµ
∣∣∣ ≤ lim sup

k→∞

∫

X

|f − fk| dµ ≤ 0 .
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8.7 Bemerkung. In Satz 8.6 kann man die Voraussetzung, dass f µ-messbar
ist weglassen, falls µ vollständig ist (vgl. Satz 2.16). Alternativ kann man im
Satz 8.6 voraussetzen, dass die µ-messbaren Funktionen fn µ-fast-überall
konvergieren. Sei A ∈ A derart, dass limn→∞ fn(x) für alle x ∈ A existiert
und µ(X\A) = 0 gilt. Daraus folgt, dass f auf A durch f(x) := limn→∞ fn(x)
wohldefiniert ist und f µ-messbar auf X ist (vgl. Satz 2.9). Somit gilt
limn→∞ fn = f µ-fast-überall.

8.8 Folgerung. Sei (hn) eine Folge µ-messbarer Funktionen und sei g ∈ L1.

Falls die Reihe
∑∞

j=1 hj µ-fast-überall konvergiert und supn

∣∣∣
∑n

j=1 hj

∣∣∣ ≤ g µ-

fast-überall, dann gilt auch

∫

X

∞∑

j=1

hj dµ =

∞∑

j=1

∫

X

hj dµ .

Beweis: Folgt sofort aus Satz 8.6 und Bemerkung 8.7.

Als erste Anwendung wollen wir das eindimensionale Riemann-Integral mit
dem Lebesgueintegral bzgl. des Maßes λ1 vergleichen. Sei I := [a, b] ein kom-
paktes Intervall und f : I → R beschränkt. Für eine durch Unterteilungs-
punkte a = x0 ≤ . . . ≤ xN = b gegebene Zerlegung Z von [a, b] in Teilinter-
valle Ij = [xj−1, xj ] werden Ober- und Untersumme wie folgt gebildet:

SZ(f) =

N∑

j=1

(sup
Ij

f) (xj − xj−1) bzw. SZ(f) =

N∑

j=1

(inf
Ij

f) (xj − xj−1) .

Für zwei Zerlegungen Z1 und Z2 mit gemeinsamer Verfeinerung Z1∪Z2 sieht
man leicht

SZ1
(f) ≤ SZ1∪Z2

(f) ≤ SZ1∪Z2
(f) ≤ SZ2

(f) .

Die Funktion f heißt Riemannintegrierbar mit Integral
∫ b

a
f(x) dx = S, wenn

gilt:
sup
Z
SZ(f) = inf

Z
SZ(f) = S .

Aus der Vorlesung Analysis I sind hinreichende Kriterien für die Riemannin-
tegrierbarkeit bekannt, zum Beispiel Stetigkeit auf [a, b]. Wir können jetzt die
Riemannintegrierbaren Funktionen charakterisieren. Ein positiver Nebenef-
fekt ist, dass wir so die Integrationsformeln und -regeln aus Analysis I auch
für das Lebesgueintegral zur Verfügung haben, jedenfalls wenn die Funktio-
nen Riemannintegrierbar sind.

8.9 Satz (Riemannintegrierbarkeit). Sei f : I → R eine beschränkte
Funktion auf dem kompakten Intervall I = [a, b]. Dann gilt:

f Riemannintegrierbar ⇔ λ1
(
{x ∈ I

∣∣ f ist nicht stetig in x}
)

= 0 .

In diesem Fall ist f auch Lebesgueintegrierbar, und die Integrale stimmen
überein.
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Beweis: Für eine Zerlegung Z mit Teilintervallen Ij = [xj−1, xj ], 1 ≤ j ≤
N , definieren wir die Riemannschen Treppenfunktionen

fZ(x) := max
j | x∈Ij

(
sup
Ij

f
)
≥ lim sup

y→x
f(y) ,

f
Z

(x) := min
j | xx∈Ij

(
inf
Ij

f
)
≤ lim inf

y→x
f(y) .

Sei Nf (s) = {x ∈ I
∣∣ lim supy→x f(y) − lim infy→x f(y) ≥ s} für s > 0. Sind

Z1,Z2 beliebige Zerlegungen, so folgt fZ2
(x)−f

Z1
(x) ≥ s für alle x ∈ Nf (s),

und hieraus mit Lemma 7.14

SZ2
(f) − SZ1

(f) =

∫

I

(
fZ2

− f
Z1

)
dλ1 ≥ s λ1(Nf (s)) .

Ist f Riemannintegrierbar, so bilden wir das Infimum über alle Z1,Z2 und
schließen λ1(Nf (s)) = 0 für alle s > 0, womit die eine Richtung der Behaup-
tung gezeigt ist.

Sei nun f λ1-fast-überall stetig, und Zi eine Folge von Zerlegungen mit
Feinheit δi := max1≤j≤Ni

|xi,j − xi,j−1| → 0. Ist f stetig in x, so folgt

fZi
(x) ≤ sup

|y−x|≤δi

f(y) ց f(x)

f
Zi

(x) ≥ inf
|y−x|≤δi

f(y) ր f(x)
mit i→ ∞ .

Also konvergieren fZi
, f

Zi
punktweise λ1-fast-überall auf I gegen f , insbe-

sondere ist f λ1-messbar nach Satz 2.16. Wegen |fZi
|, |f

Zi
| ≤ supI |f | < ∞

folgt aus Satz 8.6

SZi
(f) =

∫

I

fZi
dλ1 →

∫

I

f dλ1 und SZi
(f) =

∫

I

f
Zi
dλ1 →

∫

I

f dλ1 .

Also ist f Riemannintegrierbar mit Riemann-Integral
∫ b

a
f(x) dx =

∫
I
f dλ1.

Ein uneigentliches Integral einer Funktion f kann dann und nur dann als
Lebesgueintegral aufgefasst werden, wenn es absolut konvergiert, d.h. das un-
eigentliche Integral von |f | existiert. Dies zeigt man leicht mit Definition 7.12,
Satz 8.9 und einem Konvergenzsatz. Zum Beispiel ist das Integral

∫∞

0
sin x

x dx
nicht als Lebesgueintegral definiert.

Wir kommen nun zu einer weiteren Anwendung der Konvergenzsätze,
nämlich der Frage der Stetigkeit und Differenzierbarkeit von Integralen, deren
Integrand von einem Parameter abhängt.

8.10 Lemma (Stetigkeit von Parameterintegralen). Sei (X,A, µ) ein
Maßraum, U ⊂ Rn eine offene Menge und erfülle f : U × X → R die
folgenden Bedingungen:
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(i) es existiert eine Nullmenge N ⊆ X so, dass für alle Punkte x ∈ X \N
die Funktion f(·, x) stetig in U ist;

(ii) für alle t ∈ U ist die Funktion f(t, ·) µ-messbar;

(iii) es existiert eine Funktion g ∈ L1(µ) so, dass für alle t ∈ U und für
µ-fast-alle x ∈ X gilt

|f(t, x)| ≤ g(x) .

Dann ist die Funktion

ϕ : U → R , ϕ(t) :=

∫

X

f(t, x) dµ(x)

stetig auf U .

Beweis: Für eine Folge (tk) ⊂ U mit tk → t konvergieren die Funktionen
fk := f(tk, ·) nach Voraussetzung µ-fast-überall gegen f(t, ·), und es gilt
supk∈N |fk(x)| ≤ g(x) mit g ∈ L1(µ). Also folgt aus Satz 8.6

ϕ(t) =

∫

X

f(t, x) dµ(x) = lim
k→∞

∫

X

f(tk, x) dµ(x) = lim
k→∞

ϕ(tk) .

8.11 Satz (Differentiation unter dem Integralzeichen). Sei (X,A, µ)
ein Maßraum, U ⊂ Rn eine offene Menge und erfülle f : U × X → R die
folgenden Bedingungen:

(i) es existiert eine Nullmenge N ⊆ X so, dass für alle Punkte x ∈ X \N
die Funktion f(·, x) stetig differenzierbar in U ist;

(ii) für alle t ∈ U ist die Funktion f(t, ·) µ-messbar;

(iii) es existiert eine Funktion g ∈ L1(µ) so, dass für alle t ∈ U und für
µ-fast-alle x ∈ X und i = 1, . . . , n

|∂if(t, x)| ≤ g(x) .

Dann ist die Funktion ϕ(t) :=
∫

X
f(t, x) dµ(x) auf U stetig differenzierbar

und es gilt für alle t ∈ U und i = 1, . . . , n

∂iϕ(t) =

∫

X

∂if(t, x) dµ(x) .

Beweis: Für t ∈ U und h 6= 0 hinreichend klein gilt

ϕ(t+ hei) − ϕ(t)

h
=

∫

X

f(t+ hei, x) − f(t, x)

h
dµ(x) .

Nach Voraussetzung gilt für µ-fast-alle x ∈ X

lim
h→0

f(t+ hei, x) − f(t, x)

h
= ∂if(t, x) .
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Ferner gilt für µ-fast-alle x ∈ X die Abschätzung

∣∣∣∣
f(t+ hei, x) − f(t, x)

h

∣∣∣∣ ≤
1

|h|

∣∣∣∣∣

∫ h

0

∂if(t+ sei, x) ds

∣∣∣∣∣ ≤ g(x) .

Durch Grenzübergang h → 0 erhalten wir mit Satz 8.6 die Existenz von
∂iϕ(t) und die Darstellung durch Differentiation unter dem Integralzeichen.
Die Stetigkeit der Ableitung ergibt sich dann aus Lemma 8.10.

2.9 L
p-Räume

Wir führen nun die Lp-Räume ein und zeigen, dass sie Banachräume sind.
Dies ist die wohl wichtigste Konsequenz der Konvergenzsätze.

9.1 Definition. Sei 1 ≤ p < ∞. Wir bezeichnen mit Lp = Lp(X,A, µ) die
Menge aller µ-messbaren Funktionen f mit

∫

X

|f |p dµ <∞ .

Die Größe

‖f‖p = ‖f‖Lp(X) :=

(∫

X

|f |p dµ
) 1

p

(9.2)

heißt Lp-Norm der Funktion f ∈ Lp. Mit L∞ = L∞(X,A, µ) bezeichnen wir
die Menge aller µ-messbaren Funktionen f für die eine Konstante K ∈ R
existiert mit

|f | ≤ K fast überall.

Die Größe

‖f‖∞ = ‖f‖L∞(X) := ess sup
x∈X

|f(x)| := inf
{
s > 0

∣∣µ({|f | > s}) = 0
}

(9.3)

heißt L∞-Norm der Funktion f ∈ L∞.

Wir erinnern daran, dass (X,A, µ) ein gegebener Maßraum ist, auf dessen
explizite Angabe wir oft verzichten werden. Wenn es sinnvoll ist, den RaumX
oder das Maß µ zu betonen schreiben wir Lp(X) oder Lp(µ). Im Folgenden
werden wir zeigen, dass es gerechtfertigt ist, die in (9.2), (9.3) definierten
Größen Normen zu nennen.

9.4 Lemma (Young–Ungleichung). Sei p, q ∈ (1,∞) mit 1
p + 1

q = 1. Für
nichtnegative Zahlen a, b ≥ 0 gilt:

ab ≤ ap

p
+
bq

q
.
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Beweis: Sei ab > 0. Die Konkavität der Logarithmusfunktionen ln(t) lie-
fert

ln

(
ap

p
+
bq

q

)
≥ 1

p
ln ap +

1

q
ln bq = ln a+ ln b = ln(ab) .

Da der Logarithmus ln(t) monoton wachsend ist folgt die Behauptung.

9.5 Lemma (Hölder–Ungleichung). Sei f ∈ Lp und g ∈ Lq mit p, q ∈
[1,∞], 1

p + 1
q = 1.1 Dann ist fg ∈ L1 und es gilt:

∣∣∣∣
∫

X

fg dµ

∣∣∣∣ ≤ ‖f‖p ‖g‖q .

Beweis: Der Fall p = 1 ist klar. Sei also p ∈ (1,∞). Sei s = ‖f‖p , t = ‖g‖q.
Wir können annehmen, dass st > 0. Aus Lemma 9.4 mit a = |f(x)| /s, b =
|g(x)| /t folgt für fast alle x ∈ X

f(x)g(x)

st
≤ |f(x)| |g(x)|

st
≤ |f(x)|p

psp
+

|g(x)|q
qtq

.

Also gilt:

∣∣∣ 1

st

∫

X

fg dµ
∣∣∣ ≤ 1

psp

∫

X

|f |p dµ+
1

qtq

∫

X

|g|q dµ =
1

p
+

1

q
= 1 ,

woraus sofort die Behauptung folgt.

Wir zeigen nun, dass ‖·‖p fast die Eigenschaften einer Norm hat.

9.6 Satz. Sei 1 ≤ p ≤ ∞. Dann gelten folgende Aussagen:

(i) ‖f‖Lp = 0 ⇒ f = 0 µ-fast-überall.

(ii) f ∈ Lp, λ ∈ R ⇒ λf ∈ Lp und ‖λf‖p = |λ| ‖f‖p.

(iii) f, g ∈ Lp ⇒ f + g ∈ Lp und ‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p.

Beweis: Sei zunächst 1 ≤ p < ∞. Folgerung 7.15 impliziert Aussage (i).
Weiter folgt Behauptung (ii) aus der Linearität des Integrals (vgl. Satz 7.17).
Die Aussage (iii) für p = 1 folgt aus der Dreiecksungleichung in R. Sei also
p ∈ (1,∞). Da die Funktion t 7→ tp auf [0,∞) konvex ist, gilt nun

|f + g|p = 2p

∣∣∣∣
f + g

2

∣∣∣∣
p

≤ 2p−1 (|f |p + |g|p) .

Insbesondere ist mit f, g ∈ Lp auch f + g ∈ Lp. Aus Lemma 9.5 folgt mit
q = p

p−1 (man beachte, dass |f + g|p−1 ∈ Lq)

1 Wir benutzen die Konvention, dass p = 1, q = ∞ in der Identität 1

p
+ 1

q
= 1

enthalten ist.
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∫

X

|f | |f + g|p−1
dµ ≤

(∫

X

|f |p dµ
) 1

p
(∫

X

|f + g|(p−1)q
dµ

) 1
q

= ‖f‖p ‖f + g‖p−1
p

und analog ∫

X

|g| |f + g|p−1
dµ ≤ ‖g‖p ‖f + g‖p−1

p .

Somit erhalten wir

‖f + g‖p
p =

∫

X

|f + g|p dµ ≤
∫

X

|f | |f + g|p−1
dµ+

∫

X

|g| |f + g|p−1
dµ

≤
(
‖f‖p + ‖g‖p

)
‖f + g‖p−1

p ,

welches die Behauptung (iii) ist.
Im Fall p = ∞ ist die Aussage (i) leicht zu sehen. Um (iii) zu zeigen, sei

|f | ≤ s fast überall und |g| ≤ t fast überall. Dann ist |f + g| ≤ s + t fast
überall, woraus sofort die Behauptung folgt. Um (ii) zu beweisen nehmen wir
ohne Einschränkung λ 6= 0 an. Es gilt dann

µ({|λf(x)| > |λ| ‖f‖L∞}) = µ({|f(x)| > ‖f‖L∞}) = 0 ,

also ‖λf‖∞ ≤ |λ| ‖f‖∞. Die Gleichheit in (ii) ergibt sich nun durch Anwen-
dung auf λf und 1

λ , statt f bzw. λ.

Die Ungleichung in (iii) wird Minkowski–Ungleichung genannt.

Aus der Definition 9.1 und Satz 9.6 folgt, dass die Funktion f 7→ ‖f‖p

definiert auf Lp, p ∈ [1,∞] nicht-negativ und positiv homogen ist, sowie die
Dreiecksungleichung erfüllt. Da es aber nichttriviale Funktionen g 6= 0 gibt
mit ‖g‖p = 0 ist ‖ · ‖p keine Norm. Um dieses Problem zu lösen geht man zu
Restklassen über, d.h. man betrachtet

[f ] := {g ∈ Lp
∣∣ g = f µ-fast-überall }

und definiert den Restklassenraum

Lp = Lp(X,A, µ) :=
{
[f ]
∣∣ f ∈ Lp

}
.

Auf Lp definiert man die Operationen

[f ] + [g] := [f + g] , α[f ] := [αf ]

und die Norm
‖[f ]‖p := ‖f‖p .

Diese Operationen hängen offensichtlich nicht vom Repräsentanten ab. Aus
Lemma 7.13 folgt, dass die Norm wohldefiniert ist.



68 2 Integration

9.7 Definition. Sei 1 ≤ p ≤ ∞. Der lineare Raum Lp = Lp(X,A, µ) besteht
aus den Restklassen [f ] von µ-messbaren Funktionen f mit ‖[f ]‖p < ∞. Er
wird mit der Norm ‖[ · ]‖p versehen.

Es ist üblich nicht zwischen [f ] und f sowie zwischen Lp und Lp zu unter-
scheiden. Demzufolge bezeichnet man die Restklassen [f ] oft als Funktionen.
Wenn es sinnvoll ist, den Raum X oder das Maß µ zu betonen schreiben wir
Lp(X) oder Lp(µ). Man kann den Lp-Raum auch auf beliebigen Mengen E
aus A definieren.

9.8 Definition. Für E ∈ A und f : E → R sei f0 : X → R die Fortsetzung
mit f0(x) = 0 für alle x ∈ X \ E. Wir setzen dann

Lp(E) = Lp(E,µ) :=
{
f : E → R

∣∣ f0 ∈ Lp(X)
}
,

und Lp(E,µ) := {[f ]
∣∣ f ∈ Lp(E,µ)}. Durch ‖[f ]‖Lp(E) := ‖[f0]‖Lp(X) wird

eine Norm auf Lp(E,µ) definiert.

Auch hier unterscheiden wir nicht zwischen den Restklassen und den Funk-
tionen.

Das folgende Lemma stellt den wesentlichen Schritt im Beweis der Voll-
ständigkeit von Lp dar.

9.9 Lemma. Sei 1 ≤ p < ∞ und fk =
∑k

j=1 uj mit uj ∈ Lp. Falls∑∞
j=1 ‖uj‖Lp <∞, so gelten folgende Aussagen:

(1) f(x) = limk→∞ fk(x) existiert für µ-fast-alle x ∈ X.

(2) f ∈ Lp.

(3) ‖f − fk‖p → 0.

Beweis: Wir definieren auf D ∈ A, dem Durchschnitt aller Definitionsbe-
reiche der Funktionen uj , j ∈ N, die Funktionen

gk =
k∑

j=1

|uj | , g =
∞∑

j=1

|uj | .

Es gilt gk ≤ gk+1 für alle k ∈ N und gk(x) ր g(x) für alle x ∈ D mit k → ∞.
Ausserdem sind g, gk, k ∈ N, µ-messbar nach Bemerkung 8.3. Aus dem Satz
über monotone Konvergenz, Satz 8.2, und der Minkowski-Ungleichung folgt

‖g‖p = lim
k→∞

‖gk‖p ≤
∞∑

j=1

‖uj‖p <∞ .

Wegen Folgerung 7.15 ist g(x) <∞ für fast alle x. Für diese x ist
(
fk(x)

)
k∈N

eine Cauchyfolge in R, also existiert f(x) = limk→∞ fk(x). Ferner ist nach
Bemerkung 8.3 f µ-messbar und es gilt

|fk|p ≤ gp ∈ L1 sowie |f − fk|p ≤ 2p−1
(
|f |p + |fk|p) ≤ 2p gp .
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Aus dem Satz über majorisierte Konvergenz, Satz 8.6, folgt f ∈ Lp und
‖f − fk‖p → 0.

9.10 Satz (Riesz & Fischer). Für 1 ≤ p ≤ ∞ ist (Lp, ‖ · ‖p) vollständig,
also ein Banachraum.

Beweis: Sei (fk) ⊂ Lp eine gegebene Cauchyfolge bezüglich der Norm
‖ · ‖p. Es reicht aus, eine Teilfolge anzugeben, die in Lp konvergiert. Wir
betrachten zuerst den Fall 1 ≤ p < ∞, und können nach evtl. Wahl einer
Teilfolge annehmen:

‖fk+1 − fk‖p ≤ 2−k für alle k ∈ N .

Mit f0 := 0 gilt fk =
∑k

j=1 uj für uj = fj − fj−1. Die Voraussetzungen
von Lemma 9.9 sind erfüllt, also konvergiert fk in Lp sowie punktweise fast
überall gegen eine Funktion f ∈ Lp. Dies beweist den Satz für 1 ≤ p <∞. Sei
nun p = ∞. Wegen

∣∣ ‖fk‖L∞ −‖fl‖∞
∣∣ ≤ ‖fk −fl‖∞ existiert limk→∞ ‖fk‖∞.

Die Mengen

Nk = {x
∣∣ |fk(x)| > ‖fk‖∞}

Nk,l = {x
∣∣ |fk(x) − fl(x)| > ‖fk − fl‖∞}

sind Nullmengen. Also ist N :=
⋃∞

k=1Nk ∪ ⋃∞
k,l=1Nk,l ebenfalls eine Null-

menge. Für x ∈ X \N gilt nun

|fk(x) − fl(x)| ≤ ‖fk − fl‖∞ < ε für k, l ≥ k(ε) ,

insbesondere ist f(x) = limk→∞ fk(x) definiert. Für x ∈ X \N haben wir

|f(x)| = lim
k→∞

|fk(x)| ≤ lim
k→∞

‖fk‖∞ ,

|fk(x) − f(x)| = lim
l→∞

|fk(x) − fl(x)| ≤ ε für k ≥ k(ε) .

Dies bedeutet ‖f‖∞ ≤ limk→∞ ‖fk‖∞ <∞ und ‖fk − f‖∞ → 0 mit k → ∞.

Im Beweis haben wir auch folgende Aussage bewiesen, die oft benutzt wird.

9.11 Folgerung. Gilt fk → f in Lp, 1 ≤ p ≤ ∞, so konvergiert eine
Teilfolge (fkj

) punktweise µ-fast-überall gegen f .

Auf die Wahl der Teilfolge in Folgerung 9.11 kann für p <∞ im Allgemei-
nen nicht verzichtet werden, wie das folgende Beispiel zeigt.

9.12 Beispiel. Jedes n ∈ N besitzt eine eindeutige Darstellung n = 2k + j
mit k ∈ N und 0 ≤ j < 2k. Betrachte die so gegebene Folge

fn(x) =

{
1 falls j 2−k ≤ x ≤ (j + 1)2−k

0 sonst.
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Dann folgt
∫

R
fn dλ

1 = 2−k < 2
n → 0 mit n → ∞. Andererseits gilt für

gegebene x ∈ [0, 1) und k ∈ N, wenn wir j := [2kx] (Gaußklammer) und
n = 2k + j wählen,

j 2−k ≤ x < (j + 1)2−k ⇒ fn(x) = 1.

Also gilt lim supn→∞ fn(x) = 1 für alle x ∈ [0, 1), d.h. die Folge fn konvergiert
nicht punktweise λ1-fast-überall gegen Null.

Wir wollen nun einen weiteren wichtigen Konvergenzsatz beweisen.

9.13 Satz (Konvergenzsatz von Vitali). Sei 1 ≤ p < ∞. Die Folge
(fn) ⊂ Lp konvergiere punktweise µ-fast-überall gegen die µ-messbare Funk-
tion f . Dann sind folgende Aussagen (i) und (ii) äquivalent:

(i) f ∈ Lp und ‖fn − f‖p → 0.

(ii) Mit λ(A) := lim supn→∞

∫
A
|fn|p dµ, A ∈ A, gilt:

(1) Zu ε > 0 gibt es ein δ > 0 mit λ(A) < ε für alle A ∈ A mit µ(A) < δ.

(2) Zu ε > 0 gibt es ein E ∈ A mit µ(E) <∞ und λ(X \ E) < ε.

Eine Folge mit (1) und (2) heißt gleichgradig integrierbar.

Beweis: (i) ⇒ (ii): Es gelte fn → f in Lp. Die Minkowski-Ungleichung
ergibt dann für jedes A ∈ A

∣∣‖fn‖Lp(A) − ‖f‖Lp(A)

∣∣ ≤ ‖fn − f‖Lp(A) ≤ ‖fn − f‖Lp(X) → 0 ,

also folgt limn→∞ ‖fn‖Lp(A) = ‖f‖Lp(A) und somit

λ(A) =

∫

A

|f |p dµ .

Eigenschaft (1) gilt nach Bemerkung 11.2. Mit Eδ := {|f |p ≥ δ} ∈ A gilt
nach Lemma 7.14

µ(Eδ) ≤
1

δ

∫

X

|f |p dµ <∞ .

Für δ ց 0 konvergiert χX\Eδ
|f |p punktweise gegen Null mit Majorante |f |p,

also folgt für δ > 0 hinreichend klein

λ(X \ Eδ) =

∫

X\Eδ

|f |p dµ < ε .

(ii) ⇒ (i): Seien jetzt umgekehrt (1) und (2) vorausgesetzt. Zu ε > 0 sei
E ∈ A wie in (2) und δ > 0 wie in (1) gewählt. Da µ(E) < ∞, gibt es nach
dem Satz von Egorov (Satz 2.17) ein A ∈ A mit A ⊂ E und µ(E \ A) < δ,
so dass fn ⇉ f auf A. Nun gilt

|fn − f |p ≤ χA|f − fn|p + 2p−1(χD\E + χE\A)
(
|f |p + |fn|p

)
,
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wobei D ∈ A, mit µ(X \ D) = 0, der Durchschnitt der Definitionsbereiche
von f, fk, k ∈ N, ist. Ferner folgt aus dem Lemma von Fatou (Lemma 8.5)
für alle B ∈ A

∫

B

|f |p dµ ≤ lim inf
n→∞

∫

B

|fn|p dµ ≤ λ(B) .

Also erhalten wir mit n→ ∞ wegen (2) und (1)

lim sup
n→∞

‖fn − f‖p ≤ 2
(
λ(X \ E) + λ(E \A)

) 1
p < 21+ 1

p ε
1
p .

Bedingung (1) schließt eine Konzentration des Integrals wie in Beispiel
8.1 aus, und Bedingung (2) verhindert zum Beispiel eine Konzentration im

”
Unendlichen“ wie im Beispiel

fn : R → R, fn = χ[n,n+1] .

Man beachte, dass für endliche Maße Bedingung (2) aus Bedingung (1) folgt.
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Wir wollen nun zeigen, dass man im Falle des n-dimensionalen Lebesgue-
maßes beliebige Lp-Funktionen durch stetige Funktionen approximiert wer-
den können. Im Gegensatz zu allgemeinen Maßräumen haben wir auf Rn eine
Metrik gegeben.

9.14 Definition. Sei Ω ⊂ Rn eine offene Menge. Der Träger einer Funktion
f : Ω → R ist die Menge

spt f := {x ∈ Ω
∣∣ f(x) 6= 0}.

Der Raum der stetigen Funktionen mit kompaktem Träger in Ω wird mit
C0

0 (Ω) bezeichnet.

Für K ⊂ Rn kompakt ist dist(·,K) : Rn → [0,∞) die Abstandsfunktion
von K, die durch dist(x,K) := infz∈K |x− z| definiert ist. Wir brauchen die
folgenden beiden Tatsachen:

dist(·,K) ist Lipschitzstetig mit Konstante Eins. (9.15)

dist(Rn \Ω,K) = inf
x∈Rn\Ω

dist(x,K) > 0 . (9.16)

9.17 Satz (Dichtheit von C0
0 (Ω) in Lp(Ω)). Sei Ω ⊂ Rn eine offene

Menge und sei 1 ≤ p < ∞. Dann gibt es zu jedem f ∈ Lp(Ω) eine Folge
(fk) ⊂ C0

0 (Ω) mit ‖f − fk‖p → 0.

Beweis: Wir zeigen die Aussage zuerst für f = χE , wobei E ⊂ Ω eine λn-
messbare Menge ist mit λn(E) <∞. Nach Satz 6.8 existiert K ⊂ E kompakt
mit λn(E \K) < ε/2. Setze

f̺ : Ω → [0, 1] : x 7→
(

1 − dist(x,K)

̺

)+

.

ρρρρ ρρρρρρρρ ρρρρ
[ ] ][

K K{ { { {

1

Nach (9.15), (9.16) ist f̺ ∈ C0(Rn) und sptf̺ = {x
∣∣ dist(x,K) ≤ ̺} eine

kompakte Teilmenge von Ω für ̺ > 0 hinreichend klein. Da f̺ = f auf K
und |f̺ − f | ≤ 1, folgt
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∫

Ω

|f̺ − f |p dλn ≤
∫

Ω

|f̺ − f | dλn

≤
∫

Ω\K

(|f̺| + |f |) dλn

≤ λn({x ∈ Rn : 0 < dist(x,K) ≤ ̺}) + λn(E \K)

< ε für ̺ > 0 hinreichend klein.

Sei nun f ∈ Lp(Ω) beliebig. Wir können f ≥ 0 annehmen, sonst betrachte f+

und f−. Nach Satz 7.2 gibt es eine Folge f1 ≤ f2 ≤ . . . von nichtnegativen λn-
Treppenfunktionen auf Rn mit limk→∞ fk(x) = f0(x) für alle x ∈ Rn; dabei
bezeichnet f0 die Fortsetzung von f mit f = 0 auf Rn\Ω. Es folgt fk → f0 in
Lp(Rn) nach Satz 8.6. Da jede Treppenfunktion endliche Linearkombination
von charakteristischen Funktionen ist, ist der Satz bewiesen.

2.10 Produktmaße und der Satz von Fubini

Wir wollen nun für gegebene Maßräume (X,A, µ), (Y, C, ν) auf der Produkt-
σ-Algebra A⊗ C ein Produktmaß τ definieren, dass auf messbaren Quadern
M = A× C ⊂ X × Y , A ∈ A, C ∈ C, durch

τ(M) = µ(A) ν(C)

gegeben ist. Der Satz von Fubini besagt dann, dass man Integrale in Produkt-
räumen auf die Integrationen in den Faktoren zurückführen kann und man
die Integrationsreihenfolge vertauschen kann.

Wir erinnern an die Defintion von Schnitten im Produktraum X × Y . Für
E ⊂ X × Y , und x ∈ X, y ∈ Y sind

Ex :=
{
y ∈ Y

∣∣ (x, y) ∈ E
}
,

Ey :=
{
x ∈ X

∣∣ (x, y) ∈ E
}

die x- bzw. y-Schnitte von E. Die Definition des Produktmaßes beruht auf
folgendem Satz.

10.1 Satz. Seien (X,A, µ) und (Y, C, ν) σ-endliche Maßräume und sei
M ∈ A ⊗ C. Dann sind die Funktionen x 7→ ν(Mx) und y 7→ µ(My) A-
messbar bzw. C-messbar. Ferner gilt

∫

X

ν(Mx) dµ(x) =

∫

Y

µ(My) dν(y) . (10.2)

Beweis: Sei S das System aller MengenM ∈ A⊗C für die die Aussagen des
Satzes gelten. Sei Q das System der messbaren Quader (vgl. Definition 5.36),
d.h. Mengen der Form A× C ⊂ X × Y mit A ∈ A, C ∈ C. Ferner sei F der
durch Q erzeugte Ring. Da X×Y ∈ Q ist F eine Algebra. Wir werden zeigen,
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dass S eine monotone Klasse ist, die die Algebra F enthält. Aus Satz 5.38,
Folgerung 5.9 und Satz 5.28 folgt somit A⊗C = σ(Q) = σ(F) = M(F) = S.

(i) Sei M = A × C ∈ Q mit A ∈ A, C ∈ C, dann erhalten wir für die
Schnitte: Mx = C falls x ∈ A und Mx = ∅ falls x 6∈ A, sowie My = A falls
y ∈ C und My = ∅ falls y 6∈ C. Somit ergibt sich ν(Mx) = ν(C)χA(x) ist
A-messbar, und µ(My) = µ(A)χC(y) ist C-messbar. Weiterhin gilt:

∫

X

ν(Mx) dµ(x) =

∫

X

ν(C)χA(x) dµ(x)

= ν(C)µ(A)

=

∫

Y

µ(A)χC(y) dν(y) =

∫

Y

ν(My) dν(y) .

(10.3)

Also ist Q ⊂ S.
(ii) Da σ-Algebren A und C auch Halbringe sind, ist nach Satz 5.5 auch Q

ein Halbring. Nach Lemma 5.10 reicht es also disjunkte Vereinigungen von
Quadern zu betrachten, um F ⊂ S zu zeigen. Sei also M =

⋃n
i=1Mi ∈ F , wo-

beiMi = Ai×Ci ∈ Q paarweise disjunkt sind. Aus der Definition der Schnitte
folgt sofort Mx =

⋃n
i=1M

x
i ∈ C und My =

⋃n
i=1M

y
i ∈ A, wobei die Vereini-

gungen wiederum paarweise disjunkt sind. Da µ und ν Maße sind folgt sofort
ν(Mx) =

∑n
i=1 ν(Ci)χAi

(x) ist A-messbar, und µ(My) =
∑n

i=1 ν(Ai)χCi
(y)

ist C-messbar. Die Eigenschaft (10.2) folgt aus der Linearität des Integrals
und (10.3). Somit ist die Algebra F in S enthalten.

(iii) Seien nun M1 ⊂ . . .Mn ⊂ Mn+1 . . . Mengen aus S. Somit sind die
Funktionen fn(x) := ν(Mx

n ) A-messbar, nicht-negativ und monoton wach-
send, und gn(y) := µ(My

n) C-messbar, nicht-negativ und monoton wach-
send. Aus Satz 1.17 und den Eigenschaften von Schnitten folgt sofort, dass
limn→∞ fn(x) = f(x) = ν

(⋃∞
n=1M

x
n

)
= ν

(
(
⋃∞

n=1Mn)x
)
A-messbar ist.

Analog folgt, dass limn→∞ gn(x) = g(x) = µ
(⋃∞

n=1M
y
n

)
= µ

(
(
⋃∞

n=1Mn)y
)

C-messbar ist. Der Satz von Levi (Satz 8.2) angewendet auf die Folgen (fn)
bzw. (gn) und (Mn) ⊂ S liefert

⋃∞
n=1Mn ∈ S.

(iv) Seien nun M1 ⊃ . . .Mn ⊃ Mn+1 . . . Mengen aus S. Wir betrachten
zuerst den Fall, dass es Mengen X0 ∈ A, Y0 ∈ C mit µ(X0) <∞, ν(Y0) <∞
und M1 ⊂ X0×Y0 gibt. In Analogie zum Beweis von Satz 1.17 (ii) definieren
wir fn(x) := ν(Y0) − ν(Mx

n ) und gn(y) := µ(X0) − µ(My
n). Offenbar sind

(fn), (gn) A-messbar bzw. C-messbar, nicht-negativ und monoton wachsend.
Hierbei wurde benutzt, dass ν(Y0) und µ(X0) endlich sind. Mithilfe von (iii)
und den de Morganschen Regeln zeigt leicht man, dass

⋂∞
n=1Mn ∈ S. Da µ

und ν σ-endlich sind, gibt es aufsteigende Folgen (Xk) ⊂ A, (Yk) ⊂ C mit
µ(Xk) < ∞, ν(Yk) < ∞. Wir setzen Dk

n := Mn ∩ (Xk × Yk). Für beliebiges
aber festes k ∈ N folgt aus dem gerade Gezeigten Dk :=

⋂∞
n=1D

k
n ∈ S. Die

Folge (Dk)k∈N ist monoton steigend und somit folgt aus (iii), dass
⋃∞

k=1D
k ∈

S. Aber Dk =
(⋂∞

n=1Mn

)
∩(Xk×Yk) und also ist

⋂∞
n=1Mn =

⋃∞
k=1D

k ∈ S.
Aus (iii) und (iv) folgt, dass S eine monotone Klasse ist. Damit ist der

Satz bewiesen.
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Das folgende Beispiel zeigt, dass auf die Bedingung der σ-Endlichkeit der
Maße im allgemeinen nicht verzichtet werden kann.

10.4 Beispiel. Für D = {(x, y) ∈ [0, 1] × [0, 1]
∣∣x = y} ⊂ R × [0, 1] gilt

∫

R

card(Dx) dλ1(x) = 1 6= 0 =

∫

[0,1]

λ1(Dy) dcard(y) .

Mit Ik = [k−1
n , k

n ] gilt D =
⋂∞

n=1 (
⋃n

k=1 Ik × Ik), also ist D ∈ M(λ1) ⊗
M(card).

Wir können nun die Existenz des Produktmaßes zeigen.

10.5 Satz. Seien (X,A, µ) und (Y, C, ν) σ-endliche Maßräume. Dann exi-
stiert genau ein Maß τ auf A⊗ C so, dass für alle A ∈ A und C ∈ C

τ(A× C) = µ(A) ν(C) .

Das Maß τ heißt Produktmaß von µ und ν und wird mit µ⊗ ν bezeichnet.

Beweis: Um die Eindeutigkeit zu zeigen betrachten wir zwei Maße τ1
und τ2, die die Behauptungen des Satzes erfüllen. Wir definieren das System
S := {M ∈ A ⊗ C

∣∣ τ1(M) = τ2(M) }. Offenbar enthält S die messbaren
Quader Q und ist abgeschlossen unter endlichen disjunkten Vereinigungen,
da τ1 und τ2 Maße sind. Somit enthält S auch den durch Q generierten Ring
F , der eine Algebra ist, da X × Y ∈ Q. Weiterhin folgt aus Satz 1.17, dass
S eine monotone Klasse ist (im Falle von monoton fallenden Folgen (Mn)
mit unendlichen Maß argumentiert man wie im Beweis von Satz 10.1 unter
Benutzung der σ-Endlichkeit der Maße). Aus Satz 5.38, Folgerung 5.9 und
Satz 5.28 folgt somit A ⊗ C = σ(Q) = σ(F) = M(F) ⊂ S ⊂ A ⊗ C, d.h.
τ1 = τ2 auf A⊗ C.

Um die Existenz eines Produktmaßes zu zeigen definieren wir

τ(M) :=

∫

X

ν(Mx) dµ(x) . (10.6)

falls M ∈ A ⊗ C. Aus Satz 10.1 folgt τ(M) :=
∫

Y
µ(My) dν(y). Weiterhin

haben wir in (10.3) gezeigt, dass τ ein Produktmaß ist, d.h. τ(A × C) =
µ(A) ν(C) für alle A ∈ A und C ∈ C. Es bleibt zu zeigen, dass τ ein Maß ist.
Offenbar ist τ(∅) = 0. Für paarweise disjunkte Mengen Mi, i ∈ N, gilt auf
Grund der Eigenschaften der Schnitte, des Maßes ν und der Folgerung 8.4
des Satzes von Levi

τ
( ∞⋃

i=1

Mi

)
=

∫

X

ν
( ∞⋃

i=1

Mx
i

)
dµ(x)

=

∫

X

∞∑

i=1

ν(Mx
i ) dµ(x) =

∞∑

i=1

∫

X

ν(Mx
i ) dµ(x)

=
∞∑

i=1

τ(Mi) .
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10.7 Folgerung (Cavalierisches Prinzip). Seien (X,A, µ) und (Y, C, ν)
σ-endliche Maßräume. Dann gilt für alle A ∈ A⊗ C

µ⊗ ν(A) =

∫

X

ν(Ax) dµ(x) =

∫

X

(∫

Y

χA(x, y) dν(y)

)
dµ(x)

=

∫

Y

µ(Ay) dν(y) =

∫

Y

(∫

X

χA(x, y) dµ(x)

)
dν(y) .

Beweis: Dies folgt sofort aus der Definition des Produktmaßes (10.6) und
Satz 10.1.

10.8 Folgerung. Seien (X,A, µ) und (Y, C, ν) σ-endliche Maßräume. Dann
sind für alle A ∈ A⊗ C folgende Aussagen äquivalent:

(i) µ⊗ ν(A) = 0.

(ii) µ(Ay) = 0 für ν-fast alle y ∈ Y .

(iii) ν(Ax) = 0 für µ-fast alle x ∈ X.

Beweis: Dies folgt sofort aus der Definition des Produktmaßes (10.6), der
Identität (10.2) und Folgerung 7.15 (ii).

Um den Satz von Fubini zu beweisen, benötigen wir folgendes Resultat:

10.9 Lemma. Seien (X,A, µ) und (Y, C, ν) σ-endliche Maßräume und sei
f : X × Y → R eine A⊗ C-messbare Funktion. Dann ist die Funktion f(x, ·)
C-messbar für alle x ∈ X.

Beweis: Für jedes feste aber beliebige s ∈ R und x ∈ X gilt:

{y ∈ Y
∣∣ f(x, y) > s} = {(t, y) ∈ X × Y

∣∣ f(t, y) > s}x ,

woraus die Behauptung folgt, da die rechte Menge der x-Schnitt einer Menge
aus A⊗ C ist und somit nach Folgerung 5.31 in C liegt.

10.10 Satz (Fubini). Seien (X,A, µ) und (Y, C, ν) σ-endliche Maßräume
und sei f ∈ L∗(µ⊗ ν). Dann gilt:

∫

X×Y

f dµ⊗ ν =

∫

X

(∫

Y

f(x, y) dν(y)

)
dµ(x)

=

∫

Y

(∫

X

f(x, y) dµ(x)

)
dν(y) .

Beweis: (i) Wir beweisen die Behauptung zuerst für nichtnegative A⊗C-
messbare Funktionen f ≥ 0. Die Behauptung gilt für Indikatorfunktionen χA,
mit A ∈ A⊗C, auf Grund von Folgerung 10.7 und µ⊗ν(A) =

∫
X×Y

χA dµ⊗ν.
Somit gilt die Aussage auch für nichtnegative Treppenfunktionen. Für ei-
ne nichtnegative A ⊗ C-messbare Funktion f ≥ 0 existiert nach Satz 7.2
eine Folge nichtnegativer A ⊗ C-Treppenfunktionen (fn) mit fn ր f auf
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X × Y . Nach Lemma 10.9 ist für alle x ∈ X die Funktion f(x, ·) nichtnega-
tiv, C-messbar und die nichtnegativen C-Treppenfunktionen fn(x, ·) erfüllen
fn(x, ·) ր f(x, ·). Der Satz von Levi (Satz 7.8) impliziert für alle x ∈ X

∫

Y

fn(x, y) dν(y) ր
∫

Y

f(x, y) dν(y) . (10.11)

Da fn Treppenfunktionen sind, ist die linke Seite nach Satz 10.1 A-messbar,
woraus mit Satz 2.9 folgt, dass auch die rechte Seite A-messbar ist. Aus dem
Satz von Levi, der schon bewiesenen Behauptung für nichtnegative Treppen-
funktionen, erneut dem Satz von Levi und (10.11) folgt

∫

X×Y

f dµ⊗ ν = lim
n→∞

∫

X×Y

fn dµ⊗ ν

= lim
n→∞

∫

X

(∫

Y

fn(x, y) dν(y)

)
dµ(x)

=

∫

X

(
lim

n→∞

∫

Y

fn(x, y) dν(y)

)
dµ(x)

=

∫

X

(∫

Y

f(x, y) dν(y)

)
dµ(x) .

Für vertauschte Rollen von µ und ν argumentiert man entsprechend.
(ii) Sei nun 0 ≤ f ∈ L∗(µ⊗ ν). Dann gibt es D ∈ A ⊗ C so, dass f auf D

definiert ist und µ⊗ν
(
(X×Y )\D

)
= 0. Auf Grund von Bemerkung 7.10 ist

also
∫

X×Y
f dµ⊗ν =

∫
D
f dµ⊗ν. Wir betrachten die durch f̄(x, y) = f(x, y)

falls (x, y) ∈ D, und f̄(x, y) = 0 falls (x, y) 6∈ D, definierte Fortsetzung f̄ , die
nach Bemerkung 2.14 A⊗C-messbar ist. Da f̄ ≥ 0 gilt auf Grund von (i) die
Behauptung des Satzes für f̄ . Dies und Lemma 7.13 liefert

∫

X×Y

f dµ⊗ ν =

∫

X×Y

f̄ dµ⊗ ν

=

∫

Y

(∫

X

f̄(x, y) dµ(x)

)
dν(y) .

Insbesondere ist die Funktion y 7→
∫

X
f̄(x, y) dµ(x) C-messbar. Da f̄(x, y) =

f(x, y) für alle y ∈ Y , x ∈ Dy und f̄(x, y) = 0 für alle y ∈ Y , x ∈ X \Dy,
folgt

∫

X

f̄(x, y) dµ(x) =

∫

Dy

f(x, y) dµ(x) .

Aus µ ⊗ ν
(
(X × Y ) \ D

)
= 0 und Folgerung 10.8 folgt, dass es eine Menge

N ∈ N (ν) gibt so, dass µ(X \ Dy) = 0 für alle y ∈ Y \ N . Somit gilt
wiederum mit Bemerkung 7.10

∫
X
f(x, y) dµ(x) =

∫
Dy f(x, y) dµ(x) für alle

y ∈ Y \ N und die auf Y \ N definierte Funktion y 7→
∫

X
f(x, y) dµ(x) ist



78 2 Integration

also ν-messbar. Weiterhin haben wir
∫

N

( ∫
Dy f(x, y) dµ(x)

)
dν(y) = 0, da

ν(N) = 0. Aus diesen Überlegungen folgt

∫

Y

(∫

X

f̄(x, y) dµ(x)

)
dν(y) =

∫

Y \N

(∫

X

f(x, y) dµ(x)

)
dν(y)

=

∫

Y

(∫

X

f(x, y) dµ(x)

)
dν(y) ,

wobei wir im letzten Schritt Bemerkung 7.10 auf die ν-messbare Funktion
y 7→

∫
X
f(x, y) dµ(x) angewendet haben. Für vertauschte Rollen von µ und

ν argumentiert man entsprechend. Somit ist der Satz für 0 ≤ f ∈ L∗(µ⊗ ν)
bewiesen.

(iii) Sei nun f ∈ L∗(µ⊗ν) beliebig. Sei zum Beispiel
∫

X×Y
f− dµ⊗ν <∞.

Aus (ii) folgt insbesondere, dass die Funktionen H(y) :=
∫

X
f+(x, y) dµ(x),

G(y) :=
∫

X
f−(x, y) dµ(x) ν-messbar sind, und dass

∫

X×Y

f− dµ⊗ ν =

∫

Y

(∫

X

f−(x, y) dµ(x)

)
dν(y) <∞ .

Also ist G ∈ L1(ν). Nach Folgerung 7.15 gibt es eine ν-Nullmenge N ⊂ Y
mit

∫
X
f−(x, y) dµ(x) < ∞ für alle y ∈ Y \ N . Folglich ist das Integral∫

X
f(x, y) dµ(x) für alle y ∈ Y \N definiert, und die Funktion

F (y) :=

∫

X

f(x, y) dµ(x) = H(y) −G(y)

ist ν-messbar. Ferner gilt

∫

Y

(∫

X

f(x, y) dµ(x)

)−

dν(y) ≤
∫

Y

(∫

X

f−(x, y) dµ(x)

)
dν(y) <∞ .

Somit ist F− ∈ L1(ν) und also F ∈ L∗(ν). Aus der punktweisen Identität
F+ + G = H + F−, Lemma 7.9, der Definition des Integrals

∫
Y
F dν und

G,F− ∈ L1(ν) folgt
∫

Y
F dν =

∫
Y
H dν −

∫
Y
Gdν. Dies und (ii) liefert also

∫

Y

(∫

X

f(x, y) dµ(x)

)
dν(y)

=

∫

Y

(∫

X

f+(x, y) dµ(x)

)
dν(y) −

∫

Y

(∫

X

f−(x, y) dµ(x)

)
dν(y)

=

∫

X×Y

f+ dµ⊗ ν −
∫

X×Y

f− dµ⊗ ν

=

∫

X×Y

f dµ⊗ ν .

Damit ist der Satz von Fubini bewiesen.
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10.12 Bemerkung. Die Voraussetzungen des Satzes von Fubini sind für
µ⊗ ν-messbares f erfüllt, falls f ≥ 0, oder wenn

∫

X

(∫

Y

|f(x, y)| dν(y)
)
dµ(x) <∞ bzw.

∫

Y

(∫

X

|f(x, y)| dµ(x)

)
dν(y) <∞ .

Dies ist klar für f ≥ 0. Sei zum Beispiel das zweite Integral endlich, dann ist

∫

X×Y

|f | dµ⊗ ν =

∫

Y

(∫

X

|f(x, y)| dµ(x)

)
dν(y) <∞,

und somit ist f integrierbar bezüglich µ⊗ ν nach dem Majorantenkriterium
(Satz 7.17 (iv)).

10.13 Beispiel. Wir betrachten dem Maßraum ([0, 1],M(λ1)|[0,1], λ
1|[0,1])

und das dadurch auf [0, 1] × [0, 1] ⊂ R × R definierte Produktmaß λ1|[0,1] ⊗
λ1|[0,1]. Obwohl λ1|[0,1] vollständig ist, ist λ1|[0,1] ⊗ λ1|[0,1] nicht vollständig.

Für y ∈ [0, 1] und M 6∈ M(λ1)|[0,1] setzen wir A := {(x, y) ∈ R×R
∣∣x ∈M}.

Aus Folgerung 5.31 folgt, dass A 6∈ M(λ1)|[0,1] ⊗M(λ1)|[0,1], da Ay = M 6∈
M(λ1)|[0,1]. Andererseits ist A ⊂ [0, 1]×{y} und [0, 1]×{y} ist offenbar eine
λ1|[0,1] ⊗ λ1|[0,1]-Nullmenge.

Das vorherige Beispiel zeigt, dass im Allgemeinen das Produktmaß µ ⊗ ν
nicht vollständig ist. Somit ist Satz 10.10 nicht geeignet um die Berechnung
von Integralen bezüglich des Lebesguemaßes λn auf n Integrationen bezüglich
des eindimensionalen Lebesguemaßes λ1 zu reduzieren. Um diese Situation zu
behandeln betrachten wir die Vervollständigung des Produktmaßes. Wir be-
zeichnen mit (X×Y,A⊗̄ C, µ ⊗̄ ν) die in Satz 1.20 konstruierte Vervollständi-
gung des Maßraumes (X×Y,A⊗C, µ⊗ν). Es gilt folgende Charakterisierung
von (X × Y,A⊗̄C, µ ⊗̄ ν).

10.14 Satz. Seien (X,A, µ) und (Y, C, ν) vollständige, σ-endliche Maßräume.
Sei Q der Halbring der messbaren Quader aus X × Y und λ das durch die
Einschränkung des Produktmaßes µ⊗ν auf Q gegebene Prämaß. Sei τ die Ca-
rathéodory-Fortsetzung von λ aus Satz 5.21. Dann ist (X×Y,A⊗̄C, µ ⊗̄ ν) =
(X × Y,M(τ), τ |M(τ)).

Beweis: Aus Bemerkung 5.22 folgt, dass τ |M(τ) die auf M(τ) eindeutige
Vervollständigung des Maßes τ |σ(Q) ist. Da σ(Q) = A⊗C und das Produkt-
maß µ ⊗ ν eindeutig auf A ⊗ C ist (Satz 10.5) haben wir τ |σ(Q) = µ ⊗ ν.
Damit ist der Satz bewiesen.

Wenn wir den vorherigen Satz auf das Lebesguemaß anwenden, erhalten
wir sofort.

10.15 Folgerung. Das Lebesguemaß λn+k auf M(λn+k) ist die Vervollstän-
digung der Produktmaßes der Lebesguemaße λn auf M(λn) und λk auf
M(λk), d.h. λn+k = λn ⊗̄λk.
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Somit ist die folgende Variante des Satzes von Fubini in Anwendungen sehr
hilfreich.

10.16 Satz (Fubini). Seien (X,A, µ) und (Y, C, ν) vollständige, σ-endliche
Maßräume und sei f ∈ L∗(µ ⊗̄ ν). Dann ist die Funktion f(x, ·) ν-messbar
für µ-fast-alle x ∈ X und die Funktion f(·, y) µ-messbar für ν-fast-alle y ∈ Y .
Weiter gilt:

∫

X×Y

f dµ ⊗̄ ν =

∫

X

(∫

Y

f(x, y) dν(y)

)
dµ(x)

=

∫

Y

(∫

X

f(x, y) dµ(x)

)
dν(y) .

Beweis: Wir beweisen die Behauptung zuerst für Indikatorfunktionen. Für
M ∈ A⊗̄ C existieren disjunkte Mengen A und N so, dass M = A ∪ N mit
A ∈ A⊗C, N ⊂ B ∈ A⊗C und µ⊗ν(B) = 0. Satz 10.10 und Folgerung 7.15
liefern

∫

X

χB(x, y) dµ(x) = 0

für ν-fast-alle y ∈ Y . Da µ vollständig ist, ist χN (·, y) für ν-fast-alle y ∈ Y
µ-messbar und somit gilt mithilfe des Majorantenkriteriums (Satz 7.17 (iv))

∫

X

χN (x, y) dµ(x) = 0

für ν-fast-alle y ∈ Y . Somit ist die Funktion y 7→
∫

X
χN (x, y) dµ(x) ν-

messbar. Auf Grund der Definition der Vervollständigung des Maßes µ ⊗ ν,
des Satzes 10.10 und χM = χA + χN erhalten wir

∫

X×Y

χM dµ ⊗̄ ν = µ ⊗̄ ν(M) = µ⊗ ν(A)

=

∫

Y

(∫

X

χA(x, y) dµ(x)

)
dν(y)

=

∫

Y

(∫

X

χM (x, y) dµ(x)

)
dν(y) .

Für vertauschte Rollen von µ und ν argumentiert man entsprechend.
Danach geht man wie im Beweis von Satz 10.10 vor, wobei man die folgende

Modifikation von Lemma 10.9 benutzen muss: Seien (X,A, µ) und (Y, C, ν)
vollständige, σ-endliche Maßräume. Sei f A⊗̄C-messbar, dann ist für µ-fast-
alle x ∈ X die Funktion f(x, ·) C-messbar.

10.17 Beispiel. Wir berechnen das Lebesguemaß αn = λn(B1(0)) der n-
dimensionalen Kugel B1(0) = {z ∈ Rn

∣∣ |z| < 1}. Aus Satz 10.16 folgt mit
der Substitution y = cosϑ
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αn =

∫ 1

−1

λn−1
(
{x ∈ Rn−1

∣∣ |x| <
√

1 − y2}
)
dy

= αn−1

∫ 1

−1

(1 − y2)
n−1

2 dy = αn−1

∫ π

0

sinn ϑdϑ =: αn−1An .

Durch partielle Integration ergibt sich die Rekursionsformel An = n−1
n An−2

für n ≥ 2, wobei A0 = π und A1 = 2. Es folgt

A2k =
2k − 1

2k
· . . . · 1

2
·A0 = π

k∏

j=1

2j − 1

2j

A2k+1 =
2k

2k + 1
· . . . · 2

3
·A1 = 2

k∏

j=1

2j

2j + 1
.

Also gilt A2k+1A2k = 2π
2k+1 bzw. A2kA2k−1 = π

k , und somit

α2k = (A2kA2k−1) · . . . · (A2A1)α0 =
πk

k!
,

α2k+1 = (A2k+1A2k) · . . . · (A3A2)α1 =
πk

(k + 1
2 )(k − 1

2 ) · . . . · 1
2

.

10.18 Beispiel. Ein Beispiel, wo die iterierten Integrale existieren aber ver-
schieden sind, ist

∫ 1

0

∫ 1

0

x2 − y2

(x2 + y2)2
dy dx = −

∫ 1

0

∫ 1

0

x2 − y2

(x2 + y2)2
dx dy =

π

4
.

Beachte dabei, dass der Integrand durch f(x, y) = ∂x∂y arctan x
y , y > 0,

gegeben ist und ∂x arctan x
y = y

x2+y2 , ∂y arctan x
y = −x

x2+y2 gilt. In diesem

Fall folgt aus dem Satz von Fubini, dass das Integral bezüglich des (ver-
vollständigten) Produktmaßes nicht existiert. Es kommt aber auch vor, dass
die iterierten Integrale gleich sind, und dennoch das Integral bezüglich des
(vervollständigten) Produktmaßes nicht definiert ist:

∫ 1

−1

∫ 1

−1

xy

(x2 + y2)2
dx dy =

∫ 1

−1

∫ 1

−1

xy

(x2 + y2)2
dy dx = 0,

aber das λ2-Integral über [−1, 1]2 existiert nicht wegen

∫

[0,1]2

xy

(x2 + y2)2
dλ2(x, y) =

∫ 1

0

∫ 1

0

xy

(x2 + y2)2
dx dy

= −1

2

∫ 1

0

(
1

y
− y

1 + y2

)
dy = ∞.
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10.19 Beispiel. Sei µ ein σ-endliches Maß auf X und f : X → [0,∞] sei
µ-messbar. Ist die Funktion ϕ : [0,∞] → [0,∞] stetig mit ϕ(0) = 0, sowie
auf (0,∞) stetig differenzierbar mit ϕ′(t) ≥ 0, so gilt

∫

X

ϕ(f(x)) dµ(x) =

∫ ∞

0

ϕ′(t)µ
(
{x ∈ X

∣∣ f(x) > t}
)
dt .

Betrachte dazu den Subgraph E = {(x, t) ∈ X × [0,∞)
∣∣ t < f(x)}. Die

Funktionen (x, t) 7→ t, (x, t) 7→ f(x) und (x, t) 7→ ϕ′(t) sind µ⊗ λ1-messbar.
Folglich ist auch E µ⊗λ1-messbar und die Funktion (x, t) 7→ ϕ′(t)χE(x, t) ist
µ ⊗ λ1-messbar. Aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
und dem Satz von Fubini folgt

∫

X

ϕ(f(x)) dµ(x) =

∫

X

∫ ∞

0

ϕ′(t)χE(x, t) dt dµ(x)

=

∫

E

ϕ′(t) d(µ⊗ λ1)(x, t)

=

∫ ∞

0

∫

X

ϕ′(t)χE (x, t) dµ(x) dt

=

∫ ∞

0

ϕ′(t)µ
(
{x ∈ X

∣∣ f(x) > t}
)
dt.

Für ϕ(t) = tp mit p > 0 und f : X → R µ-messbar folgt zum Beispiel

∫

X

|f |p dµ =

∫ ∞

0

p tp−1µ({x : |f(x)| > t}) dt.

Als weitere Anwendung des Satzes von Fubini zeigen wir die folgende Ver-
sion der partiellen Integration im Rn.

10.20 Satz (Partielle Integration). Seien f, g ∈ C1(Rn) mit f, ∂jf ∈
Lp(Rn) und g, ∂jg ∈ Lq(Rn) für ein j ∈ {1, . . . , n}, und p, q ∈ [1,∞] mit
1
p + 1

q = 1. Dann gilt

∫

Rn

(∂jf)g dλn = −
∫

Rn

f(∂jg) dλ
n.

Beweis: Es reicht aus, die folgende Behauptung zu beweisen:
∫

Rn

∂jh dLn = 0 für alle h ∈ C1(Rn) mit h, ∂jh ∈ L1(Rn). (10.21)

In der Tat folgt aus den Voraussetzung an f, g und der Hölderschen Unglei-
chung fg ∈ L1(Rn) sowie ∂j(fg) = (∂jf)g + f(∂jg) ∈ L1(Rn), also ergibt
sich aus (10.21) für h = fg

0 =

∫

Rn

∂j(fg) dλ
n =

∫

Rn

(∂jf)g dλn +

∫

Rn

f(∂jg) dλ
n,
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und die Behauptung des Satzes ist bewiesen. Wir zeigen (10.21) zunächst
unter der Annahme, dass es ein R > 0 gibt mit h(x) = 0 für |xj | ≥ R. Der
Satz von Fubini ergibt für x = (ξ, xn) ∈ Rn−1 × R

∫

Rn

∂jh(x) dx =

∫

R

∫

Rn−1

∂jh(ξ, xn) dλn−1(ξ) dλ1(xn)

=

∫

Rn−1

∫

R

∂jh(ξ, xn) dλ1(xn) dλn−1(ξ) .

Für j = n ist das rechte Integral Null nach dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung, und für 1 ≤ j ≤ n − 1 verschwindet das mittlere
Integral nach Induktion. Ist h beliebig wie in (10.21), so wähle ϕ ∈ C∞

0 (R)
mit 0 ≤ ϕ ≤ 1 sowie

ϕ(t) =

{
1 für |t| ≤ 1,

0 für |t| ≥ 2,

und definiere ηR(x) = ϕ
(
xj/R

)
. Dann ist (ηRh)(x) = 0 für |xj | ≥ 2R, und

es folgt ∫

Rn

ηR∂jf dλ
n = −

∫

Rn

(∂jηR)f dλn .

Nun gilt ηR(x) = 1 für |xj | ≤ R, insbesondere ηR → 1 und ∂jηR → 0
punktweise auf Rn mit R → ∞. Außerdem haben wir mit C := max |ϕ′| die
Abschätzungen

|ηR(∂jf)| ≤ |∂jf | ∈ L1(Rn) und |(∂jηR)f)| ≤ C

R
|f | ∈ L1(Rn) .

Behauptung (10.21) folgt nun mit R → ∞ aus dem Konvergenzsatz von
Lebesgue.

10.22 Folgerung (Partielle Integration). Sei Ω ⊂ Rn ein offenes Gebiet.
Für f ∈ C1

0 (Ω) und g ∈ C1(Ω) gilt
∫

Ω

(∂jf)g dλn = −
∫

Ω

f(∂jg) dλ
n für j = 1, . . . , n .

Ist X ∈ C1(Ω,Rn) so gilt außerdem
∫

Ω

〈grad f,X〉 dλn = −
∫

Ω

f(divX) dλn .

Beweis: Nach Voraussetzung ist fg ∈ C1
0 (Ω), also

∫
Ω
∂j(fg) dx = 0. Die

zweite Fassung folgt durch Ausschreiben in Koordinaten aus der ersten.

Die Verallgemeinerung des Satzes von Fubini auf kartesiche Produkte mit
endlich vielen (statt nur zwei) Faktoren soll hier nicht ausgeführt werden.
Der Satz von Fubini wird durch Induktion über die Anzahl der Faktoren ver-
allgemeinert, wobei die Reihenfolge der Integrationen bezüglich der einzelnen
Variablen beliebig gewählt werden kann.
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2.11 Der Satz von Radon-Nikodym

Ziel diese Abschnitts ist eine Charakterisierung der Maße, die bzgl. eines ge-
gebenen Maßes eine Dichte besitzen. Als erstes betrachten wir die Integration
einer nichtnegativen Dichtefunktion über Mengen aus einer σ–Algebra.

11.1 Satz (Maß mit Dichtefunktion). Sei (X,A, µ) ein Maßraum, und θ
eine nichtnegative µ-messbare Funktion auf X. Dann ist die auf A definierte
Mengenfunktion

ν(A) :=

∫

A

θ dµ =

∫

X

θχA dµ , A ∈ A ,

ein Maß, das mit µθ bezeichnet wird. Es gelten folgende Aussagen:

(i) µ(A) = 0 ⇒ µθ(A) = 0.

(ii)
∫

X
f dµθ =

∫
X
fθ dµ für alle µ-messbaren nichtnegativen Funktionen f .

Man nennt θ die Dichte von ν bzgl. µ.

Beweis: Ist A =
⋃∞

i=1Ai mit Ai ∈ A paarweise disjunkt, so folgt mit
monotoner Konvergenz (Folgerung 8.4)

ν(A) =

∫

X

θχA dµ =

∫

X

∞∑

i=1

θχAi
dµ =

∞∑

i=1

∫

X

θχAi
dµ =

∞∑

i=1

ν(Ai) .

Wegen χ∅ ≡ 0 ist ν(∅) = 0, d.h. ν ist ein Maß auf A. Für µ(A) = 0 folgt mit
Bemerkung 7.6

µθ(A) =

∫

A

θ dµ = 0 .

Weiter gilt für A ∈ A
∫

X

χA dµθ = µθ(A) =

∫

X

χAθ dµ.

Damit folgt (ii) für alle nichtnegativen Treppenfunktionen ϕ. Für eine belie-
bige µ-messbare Funktion f ≥ 0 wähle eine Folge nichtnegativer Treppen-
funktionen ϕk mit ϕk ր f µ-fast-überall nach Satz 7.2, und schließe wieder
mit monotoner Konvergenz

∫

X

f dµθ = lim
k→∞

∫

X

ϕk dµθ = lim
k→∞

∫

X

ϕkθ dµ =

∫

X

fθ dµ .

11.2 Bemerkung. Ist zusätzlich θ integrierbar, d.h. θ ∈ L1(µ), so lässt sich
Aussage (i) von Satz 11.1 wie folgt verschärfen: zu jedem ε > 0 gibt es ein
δ > 0 so, dass für A ∈ A gilt:

µ(A) < δ ⇒ µθ(A) < ε . (11.3)
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Denn mit θk = min(θ, k) gilt die Abschätzung

µθ(A) =

∫

A

θ dµ =

∫

A

(θ − θk) dµ+

∫

A

θk dµ ≤
∫

X

(θ − θk) dµ+ k µ(A) .

Nach Satz 8.2 können wir k ∈ N hinreichend groß wählen so, dass

∫

X

(θ − θk) dµ =

∫

X

θ dµ−
∫

X

θk dµ < ε/2 .

Die Bemerkung folgt für µ(A) < ε/(2k) =: δ.

Aus Satz 11.1 (i) folgt, dass nicht beliebige Maße eine Dichte besitzen
können. Die Implikation aus Satz 11.1 (i) spielt im Weiteren eine große Rolle
und deshalb geben wir ihr einen Namen.

11.4 Definition. Seien (X,A, µ), (X,A, ν) Maßräume. Wir sagen, dass ν
absolutstetig bzgl. µ ist, in Zeichen ν ≪ µ, falls ν(A) = 0 für alle A ∈ A mit
µ(A) = 0.

Wir werden im Wesentlichen zeigen, dass aus ν ≪ µ die Existenz einer
Dichte θ folgt, so dass ν = µθ.

11.5 Lemma. Seien (X,A, σ), (X,A, ν) endliche Maßräume, so dass
ν(A) ≤ σ(A) für alle A ∈ A. Dann existiert eine nichtnegative Funktion
θ ∈ L2(σ), so dass für alle A ∈ A

ν(A) =

∫

A

θ dσ .

Beweis: Für alle g ∈ L2(σ) existieren nach Satz 7.2 J nichtnegative Trep-
penfunktionen gn mit gn ր |g|2 σ-fast-überall und ν-fast-überall. Satz 8.2,
die Definition des Integrals von Treppenfunktionen sowie ν(A) ≤ σ(A) im-
plizieren

∫

X

|g|2 dσ = lim

∫

X

gn dσ ≥ lim

∫

X

gn dν =

∫

X

|g|2 dν ,

d.h. g ∈ L2(ν). Insbesondere folgt

∫

X

h dσ ≥
∫

X

h dν (11.6)

für alle nichtnegativen Funktionen h ∈ L1(σ). Da ν endlich ist, folgt mit der
Hölderschen Ungleichung (Lemma 9.5)

∣∣∣
∫

X

g dν
∣∣∣ ≤

∫

X

|g| dν ≤ ν(X)
1
2 ‖g‖L2(ν) <∞ (11.7)

für alle g ∈ L2(σ). Somit können wir für alle g ∈ L2(σ) definieren
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J(g) :=

∫

X

|g|2 dσ − 2

∫

X

g dν ,

d.h. J ist ein Funktional auf L2(σ), d.h. J ist eine Funktion, die auf Funktio-
nen aus L2(σ) definiert ist. Mit (11.6) erhalten wir

J(g) ≥
∫

X

|g|2 dσ − 2

∫

X

|g| dν

≥
∫

X

|g|2 dσ − 2

∫

X

|g| dσ

=

∫

X

(|g|2 − 1)2 − 1 dσ ≥ −σ(X) > −∞ ,

da σ ein endliches Maß ist. Also folgt

c := inf{J(g)
∣∣ g ∈ L2(σ)} ∈ R ,

und somit gibt es eine Folge (fn) ⊂ L2(σ) mit J(fn) → c. Man rechnet leicht
nach, dass für alle g, h ∈ L2(σ) gilt

1

2
‖g − h‖2

2 = J(g) + J(h) − 2J

(
1

2
(g + h)

)
.

Daraus folgern wir

1

2

∫
|fj − fk|2 dσ ≤ J(fj) + J(fk) − 2c→ 0 ,

d.h. (fk) ist eine Cauchyfolge in L2(σ). Nach Satz 9.10 existiert ein f ∈ L2(σ)
mit fk → f in L2(σ). Aus (11.7) folgt auch

∫
X
fk dν →

∫
X
f dν und somit

J(fk) → J(f) = c. Da σ(A) < ∞ folgt f + tχA ∈ L2(σ) für alle A ∈ A und
t ∈ R und also

J(f) ≤ J(f + tχA) .

Daraus folgt

0 ≤ J(f + tχA) − J(f)

= 2t

∫

X

fχA dσ + t2
∫

X

χ2
A dσ − 2t

∫
χA dν

= 2t

(∫

A

f dσ − ν(A)

)
+ t2σ(A) .

Eine einfache Fallunterscheidung (t > 0, t < 0) liefert für t 6= 0

∣∣∣
∫

A

f dσ − ν(A)
∣∣∣ ≤ 1

2
|t|σ(A) .

Der Grenzwert |t| → 0 liefert die Behauptung.
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11.8 Bemerkung. Das vorherige Lemma ist im Spezialfall des Rieszschen
Darstellungssatzes für Hilberträume. Durch

F (g) :=

∫

X

g dν

wird auf L2(σ) ein lineares stetiges Funktional definiert. Da L2(σ) ein Hilber-
traum ist, d.h. ein Banachraum mit Skalarprodukt (f, g)2 :=

∫
fg dσ, besagt

der Rieszsche Darstellungssatz, dass es eine Funktion f ∈ L2(σ) gibt, so dass
für alle g ∈ L2(σ) gilt:

F (g) = (f, g)2 =

∫

X

fg dσ.

Wenn mann nun g = χA, A ∈ A, wählt, erhält man die Behauptung aus
Lemma 11.5

11.9 Lemma. Sei (X,A) ein Maßraum, seien µ, ν Maße auf A und sei
σ := µ+ ν. Falls f ∈ L∗(σ), dann ist f ∈ L∗(µ) ∩ L∗(ν) und es gilt

∫

X

f dσ =

∫

X

f dµ+

∫

X

f dν .

Beweis: Sei f σ-messbar, d.h. es existiert einen Menge D ∈ A so dass
f : D → R A|D-messbar ist und σ(X \ D) = 0. Aus den Voraussetzungen
folgt µ(X\D) = ν(X\D) = 0 und somit ist f auch µ-messbar und ν-messbar.
Um die Behauptung zu beweisen, betrachten wir zunächst eine nichtnegative
Treppenfunktion s ≥ 0, d.h. s =

∑n
i=1 αiχAi

mit αi ≥ 0, Ai ∈ A. Es gilt

∫

X

s dσ =

n∑

i=1

αiσ(Ai) =

n∑

i=1

αi

(
µ(Ai) + ν(Ai)

)
=

∫

X

s dµ+

∫

X

s dν .

Sei nun f ≥ 0 σ-messbar. Folgerung 7.2 liefert die Existenz von Treppenfunk-
tionen sn ≥ 0 mit sn ր f σ-fast-überall. Mithilfe des Satzes von Levi (Satz
8.2) erhalten wir

∫

X

f dσ = lim
n→∞

∫

X

sn dσ = lim
n→∞

(∫

X

sn dµ+

∫

X

sn dν

)

=

∫

X

f dµ+

∫

X

f dν .

Für allgemeine Funktionen f ∈ L∗(σ) folgt dei Behauptung mithilfe der
Zerlegung f = f+ − f−.

11.10 Satz (Radon-Nikodym). Seien (X,A, µ), (X,A, ν) endliche Maß-
räume mit ν ≪ µ. Dann gibt es eine eindeutige nichtnegative Funktion
θ ∈ L1(µ), so dass

ν(A) =

∫

A

θ dµ

für alle A ∈ A.
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Beweis: Wir zeigen zuerst die Eindeutigkeit von θ. Seien also 0 ≤ θ1, θ2 ∈
L1(µ) so, dass

ν(A) =

∫

A

θ1 dµ =

∫

A

θ2 dµ

für alle A ∈ A. Daraus folgt 0 =
∫

A
θ1 − θ2 dµ für alle A ∈ A und Folge-

rung 7.16 liefert θ1 = θ2 µ-fast-überall, d.h. [θ1] = [θ2] und somit sind die
Funktionen θ1, θ2 als Elemente aus L1(µ) identisch.

Um die Existenz zu zeigen, definieren wir durch σ := µ + ν ein Maß auf
A. Da ν(A) ≤ σ(A) = µ(A) + ν(A), folgt aus Lemma 11.5 die Existenz einer
nichtnegativen Funktion 0 ≤ ω ∈ L2(σ) so, dass

ν(A) =

∫

A

ω dσ (11.11)

für alle A ∈ A. Dies und die Definition von σ liefern

0 ≤
∫

A

ω dσ = ν(A) ≤ σ(A) =

∫

A

1 dσ .

Folgerung 7.16 impliziert somit 0 ≤ ω ≤ 1 σ-fast-überall. Wir wählen nun
einen Repräsentanten von ω und setzen E := {ω = 1}. Aus

ν(E) =

∫

E

ω dσ = σ(E)

und der Definition von σ folgt µ(E) = 0. Da ν ≪ µ erhalten wir ν(E) = 0.
Also ist auch σ(E) = 0 und wir haben gezeigt, dass 0 ≤ ω < 1 σ-fast-überall.
OBdA können wir also annehmen, dass

0 ≤ ω < 1 überall auf X . (11.12)

Da σ endlich ist, wissen wir auch, dass ω ∈ L1(σ). Lemma 11.9 liefert also
ω ∈ L1(µ) ∩ L1(ν) und wir erhalten für all A ∈ A

∫

X

χA dν = ν(A) =

∫

X

χAω dσ =

∫

X

χAω dµ+

∫

X

χAω dν ,

oder anders geschrieben
∫

X

χAω dµ =

∫

X

χA(1 − ω) dν .

Mithilfe des üblichen Vorgehens, d.h. Approximation mit Treppenfunktionen
(Satz 7.2) und des Satzes von Levi (Satz 8.2) folgern wir also für alle µ-
messbaren g ≥ 0 ∫

X

g ω dµ =

∫

X

g(1 − ω) dν

(man beachte, dass aus ν ≪ µ folgt, dass g auch µ-messbar ist).
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Wenn wir hierin nun g = gA :=
χA

1 − ω
, A ∈ A wählen, was aufgrund von

(11.12) wohldefiniert ist, erhalten wir

∫

X

χA
ω

1 − ω
dµ =

∫

X

χA
1 − ω

1 − ω
dν =

∫

X

χAdν

d.h. ∫

A

ω

1 − ω
dµ = ν(A) .

Wenn wir nun θ :=
ω

1 − ω
setzen folgt die Behauptung, da 0 ≤ θ und

∫

X

θ dµ = ν(X) <∞ .

Insbesondere ist θ ∈ L1(µ).

Die Funktion θ aus Satz 11.10 nennt man Dichte oder Radon–Nikodym
Ableitung von ν bzgl. ν. Diese wird manchmal mit dν

dµ bezeichnet.

11.13 Satz. Sei (X,A) ein Maßraum, und seien µ, ν endliche Maße auf A.
Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

(i) ν ≪ µ

(ii) Es existiert eine nichtnegative Funktion θ ∈ L1(µ) so, dass für alle A ∈
A.

ν(A) =

∫

A

θ dµ .

(iii) Für alle ε > 0 existiert ein δ > 0 so, dass für alle A ∈ A aus µ(A) < δ
folgt ν(A) < ε.

Beweis: Die Implikation (i) ⇒ (ii) ist gerade Satz 11.10. Die Implikation
(ii) ⇒ (iii) wurde in Bemerkung 11.2 bewiesen, und die Implikation (iii) ⇒
(i) ist sofort klar.

Wir wollen nun noch Satz 11.10 auf σ-endlich Maße verallgemeinern.

11.14 Satz. Sei (X,A) ein Maßraum, und seien µ, ν σ-endliche Maße auf A
mit ν ≪ µ. Dann gibt es eine nichtnegative µ-messbare Funktion θ ∈ L∗(µ),
so dass für alle A ∈ A

ν(A) =

∫

A

θdµ .

Die Funktion θ ist eindeutig bis auf µ-fast-überall Gleichheit.

Beweis: Da µ und ν σ-endlich sind, gibt es monoton wachsende Folgen
(An), (Bn) ⊂ A mit µ(An) < ∞, ν(Bn) < ∞, n ∈ N, und

⋃
n∈N An =⋃

n∈N Bn = X. Wenn wir Cn := An∩Bn setzen, dann ist auch die Folge (Cn)
monoton wachsend und es gilt µ(Cn) <∞, ν(Cn) <∞, sowie

⋃
n∈N Cn = X.
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Wenn wir µn := µ|Cn
, νn := ν|Cn

und An := A|Cn
setzen, sind µn, νn offenbar

endliche Maße auf An mit νn ≪ µn.
Satz 11.10 liefert also die Existenz nichtnegativer Funktionen θn ∈ L1(µn),

so dass für alle M ∈ An

νn(M) =

∫

M

θn dµn .

OBdA können wir annehmen, dass θn auf ganz Cn definiert, nichtnegativ und
An-messbar sind. Wir definieren θn := θn auf Cn, θn = 0 sonst. Offenbar sind
θn : X → [0,∞] A-messbar und für alle M ∈ An gilt

νn(M) =

∫

M

θn dµn .

Es gilt 0 ≤ θn ≤ θn+1. Da µn+1|Cn
= µn und νn+1|Cn

= νn folgt für alle
M ∈ An ⊂ An+1

∫

M

θn dµn = νn(M) = νn+1(M) =

∫

M

θn+1 dµn+1 =

∫

M

θndµn .

Somit ist θn = θn+1 µ-fast-überall auf Cn. Da auch θn = 0 ≤ θn+1 auf
X \Cn gilt, ist θ(x) := lim θn(x) auf X wohldefiniert. Insbesondere ist θ nach
Satz 2.9 µ-messbar (vgl. Bemerkung 8.3). Für M ∈ A setze Mn := M ∩ Cn.
Offenbar ist die Folge (Mn) monoton wachsend und es gilt

⋃
n∈N Mn = M .

Satz 1.17 liefert also

νn(Mn) = ν(Mn) ր ν(M) .

Andererseits folgt augrund der Definitionen von Mn und µn, sowie dem Satz
von Levi (Satz 8.2)

νn(Mn) =

∫

X

χMn
θn dµn =

∫

X

χMn
θndµ =

∫

X

χMθndµ

=

∫

M

θndµ →
∫

M

θdµ

Da der Grenzwert eindeutig ist, liefern die letzten beiden Konvergenzen die
Behauptung des Satzes.

Um den allgemeinen Fall, d.h. ν ist nicht absolutstetig bzgl. µ behandeln
zu können benötigen wir folgenden neuen Begriff.

11.15 Definition. Seien (X,A, µ) und (X,A, ν) Maßräume. Wir sagen,
dass die Maße µ und ν zueinander singulär sind, im Zeichen µ ⊥ ν, falls
es einer Menge M ∈ A gibt mit µ(M) = ν(X \M) = 0.

Beispiel. Das Lebesguemaß λ1 und die Einschränkung des Diracmaßes in
der Null δ0 auf die Lebesgue-messbaren Mengen sind zueinander singulär.
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11.16 Satz (Zerlegungssatz von Lebesgue). Sei (X,A) ein messbarer
Raum und seien µ ein Maß und ν ein σ-endliches Maß auf A. Dann existiert
eine eindeutige Zerlegung ν = νa + νs mit νa ≪ µ und νs ⊥ µ. Man nennt
νa den absolutstetigen Teil von ν und νs den singulären Teil von ν (relativ
zu ν).

Beweis: (i) Wir betrachten zuerst den Fall, dass ν endlich ist und setzen

c := sup
{
ν(B) | B ∈ A, µ(B) = 0

}
.

Offenbar ist c ∈ [0,∞) und somit gibt es Mengen Bj ∈ A, j ∈ N, mit
µ(Bj) = 0 und ν(Bj) → c. Für M :=

⋃∞
j=1Bj erhalten wir µ(M) = 0 und

ν(M) = c, da c ≥ ν(M) ≥ ν(Bj) → c. Wir definieren den absolut stetigen
und singulären Teil von ν für A ∈ A durch

νa(A) := ν(A \M) , νs(A) := ν(A ∩M) .

Offenbar ist νz = νa + νs. Weiterhin haben wir νs ⊥ µ, da µ(M) = 0 und
νs(X \ M) = ν

(
(X \ M) ∩ M

)
= ν(∅) = 0. Um zu zeigen, dass νa ≪ µ

betrachten wir zuerst Mengen B′ ∈ A mit B′ ⊆ X \M und µ(B′) = 0. Für
solche Mengen gilt ν(B′) = 0. In der Tat, falls ν(B′) > 0, setzen wir M ′ :=
M ∪ B′ ⊇ M und sehen ν(M ′) = ν(M ∪ B′) = ν(M) + ν(B′) > ν(M) = 0,
da M und B′ disjunkt sind, sowie µ(M ′) = µ(M) + µ(B′) = 0. Dies ist ein
Widerspruch zur Definition von c. Sei nun B ∈ A mit µ(B) = 0. Dann haben
wir aufgrund des gerade Gezeigten

νa(B) = ν(B \M) = 0 ,

da µ(B \M) ≤ µ(B) = 0 und B \M ⊂ X \M . Also ist νa ≪ µ, und die
Existenz einer Zerlegung für endliches ν ist bewiesen.

(ii) Sei nun ν σ-endlich. Dann existieren paarweise disjunkte Mengen
Xk ∈ A, k ∈ N mit ν(Xk) < ∞ und

⋃∞
k=1Xk = X. Aus (i) folgt die Exi-

stenz von Mengen Mk ∈ A, Mk ⊆ Xk, so dass Mk eine Zerlegung von ν|Xk

definiert. Wir setzen M :=
⋃∞

k=1Mk und

νa(A) := ν(A \M) , νS(A) := ν(A ∩M) .

Offenbar ist ν = νa + νS . Weiterhin haben wir νs ⊥ µ, da µ(M) =
∞∑

k=1

µ(Mk) = 0 und νs(X \M) = ν(M ∩ (X \M)) = ν(θ) = 0. Um νa ≪ µ

zu zeigen betrachten wir wieder B′ ∈ A mit B′ ⊆ X \M und µ(B′) = 0.
Falls ν(B′) > 0 existiert im k ∈ N mit ν(B′ ∩Xk) > 0. Wie in (i) zeigt man,
dass dies zum Widerspruch mit der Konstruktion von Mk führt. Also gilt
ν(B′) = 0 und man argumentiert wie in (i) um νa ≪ µ zu zeigen.

(iii) Es bleibt die Eindeutigkeit der Zerlegung zu beweisen. Sei ν = ν′a +ν′S
eine weitere Zerlegung, mit den geforderten Eigenschaften. Dann gibt es eine
Menge M ′ ∈ A mit µ(M ′) = 0 = νS(X\M ′). Für beliebiges A ∈ A setzen wir
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C := A∩ (M ∪M ′) und D := A \ (M ∪M ′). Aus µ(C) ≤ µ(M) +µ(M ′) = 0
folgt va(C) = ν′a(C) = 0. Dies und die Zerlegungen ν = νS + νa = ν′S + ν′A
liefern νS(C) = vS(C). Aus D ⊆ (X \M)∩(X \M ′) folgt νS(D) = ν′S(D) = 0
und somit νa(D) = ν′a(D). Aus der disjunkten Zerlegung A = C ∪ D folgt
somit νa(A) = ν′a(A) und νS(A) = ν′S(A).

2.12 Der Transformationssatz

Neben dem Satz von Fubini ist die Transformation auf geeignete Koordinaten
das zweite wichtige Hilfsmittel zur Berechnung von Maßen beziehungsweise
Integralen im Rn. Eng damit verbunden sind die Darstellungen von Differen-
tialoperatoren in krummlinigen Koordinaten.

Zu Anfang des Abschnitts erinnern wir an einige Begriffe aus der Differen-
tialrechnung mehrere Veränderlicher.

12.1 Definition (Diffeomorphismus). Eine Abbildung ϕ : U → V zwi-
schen offenen Mengen U, V ⊂ Rn heißt C1-Diffeomorphismus, wenn ϕ bijek-
tiv ist und ϕ,ϕ−1 stetig differenzierbar sind.

Seien U ⊂ Rn und V ⊂ Rm, n,m ∈ N, offen und sei f : U → V eine
stetig differenzierbare Funktion. Das Differential von f an der Stelle x ∈ U
wird mit Df(x) bezeichnet. Oft wird auch die Jacobimatrix, d.h. die Abbil-
dungsmatrix der linearen Abbildung Df(x) bzgl. der Standardbasen ei des
Rn bzw. Rm, mit Df(x) bezeichnet. Wir werden im Weiteren mit Df(x)
immer die Jacobimatrix bezeichnen, d.h.

Df =
(
∂1f, . . . , ∂nf

)
=



∂1f1 . . . ∂nf1

...
. . .

...
∂1fm . . . ∂nfm


 .

Offenbar haben wir (Df)ej = ∂jf . Im Spezialfall m = 1 ist der Gradient
von f durch grad f(x) :=

∑n
i=1 ∂if(x)ei ∈ Rn gegeben. Man beachte, dass

Elemente des Rn immer als Spaltenvektoren aufgefasst werden und somit gilt:
grad f = (∂1f, . . . , ∂nf)⊤.

12.2 Beispiel (Polarkoordinaten im R2). Betrachte die glatte Abbildung

ϕ : (0,∞) × (0, 2π) = U → V = R2 \ {(x, 0)
∣∣x ≥ 0} ,

ϕ(r, ω) = (r cosω, r sinω)⊤ .

Die Umkehrabbildung von ϕ lautet mit r =
√
x2 + y2

ϕ−1(x, y) =

{
(r, arccos x

r )⊤ falls y ≥ 0,

(r, 2π − arccos x
r )⊤ falls y < 0.
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Für x < 0 gilt alternativ ϕ−1(x, y) = (r, π
2 + arccos y

r ), insbesondere ist ϕ−1

glatt auf ganz V und somit ϕ diffeomorph.

Unser Beweis des Transformationssatzes stützt sich auf folgende infinitesi-
male Fassung. Dabei verwenden wir für x ∈ Rn und ̺ > 0 die Bezeichnung

Q(x, ̺) := {y ∈ Rn
∣∣ ‖y − x‖∞ ≤ ̺} mit ‖x‖∞ := max

1≤k≤n
|xk|,

das heißt Q(x, ̺) ist der achsenparallele Würfel mit Mittelpunkt x und Kan-
tenlänge 2̺.

12.3 Lemma. Sei U ⊂ Rn offen, x0 ∈ U und ϕ : U → Rn mit Dϕ(x0) ∈
GLn(R). Für eine Folge Qj = Q(xj , ̺j) ⊂ U mit ̺j → 0 und x0 ∈ Qj, j ∈ N,
gilt

lim sup
j→∞

λn
(
ϕ(Qj)

)

λn(Qj)
≤ |detDϕ(x0)| .

Beweis: Wir können nach geeigneten Translationen x0 = 0 und ϕ(0) = 0
annehmen, außerdem sei zunächst Dϕ(0) = En. Nach Definition der Diffe-
renzierbarkeit gilt dann

0 = lim
x→0

‖ϕ(x) −
(
ϕ(0) +Dϕ(0)x

)
‖∞

‖x‖∞
= lim

x→0

‖ϕ(x) − x‖∞
‖x‖∞

.

Hier können wir die Maximumsnorm verwenden wegen ‖x‖∞ ≤ |x| ≤√
n ‖x‖∞. Sei nun ε > 0. Für x ∈ Qj gilt ‖x‖∞ ≤ ‖x−xj‖∞+‖xj−0‖∞ ≤ 2̺j ,

also folgt für j hinreichend groß

‖ϕ(x) − x‖∞ ≤ ε ‖x‖∞ ≤ 2ε̺j für alle x ∈ Qj .

Dies impliziert die Abschätzung

‖ϕ(x)−ϕ(xj)‖∞ ≤ ‖ϕ(x)−x‖∞ + ‖x−xj‖∞ + ‖xj −ϕ(xj)‖∞ ≤ (1+4ε)̺j ,

und damit weiter
λn
(
ϕ(Qj)

)

λn(Qj)
≤ (1 + 4ε)n .

Mit j → ∞ und ε ց 0 ergibt sich die Behauptung des Lemmas im Fall
Dϕ(0) = En. Im allgemeinen Fall sei S = Dϕ(0). Wir setzen ϕ0 := S̃−1 ◦ ϕ,
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wobei S̃−1 die lineare Abbildung des Rn in sich ist, deren Abbildungsmatrix
bezüglich der Standardbasis ej , j = 1, . . . , n, des Rn die Matrix S−1 ist.
Somit folgt Dϕ0(0) = En. Aus Satz 6.21 und dem gerade Gezeigten folgt

lim sup
j→∞

λn
(
ϕ(Qj)

)

λn(Qj)
= lim sup

j→∞

λn
(
S(ϕ0(Qj))

)

λn(Qj)

= |detS| lim sup
j→∞

λn
(
ϕ0(Qj)

)

λn(Qj)

≤ |detS| = |detDϕ(0)| .

Es ist praktisch, in der Transformationsformel statt dλn die klassischen
Bezeichungen dx bzw. dy zu verwenden, um zwischen Bild und Urbild zu
unterscheiden.

12.4 Satz. (Transformationsformel) Seien U, V ⊂ Rn offene Mengen
und ϕ : U → V ein C1-Diffeomorphismus. Ist A ⊂ U λn-messbar, so ist
auch ϕ(A) λn-messbar und es gilt

λn(ϕ(A)) =

∫

A

|detDϕ(x)| dx . (12.5)

Weiter gilt für jede λn-messbare Funktion f : V → R

∫

V

f(y) dy =

∫

ϕ−1(V )

f(ϕ(x))) |detDϕ(x)| dx , (12.6)

falls eines der Integrale definiert ist.

Beweis: (i) Wir betrachten auf der σ-Algebra A der λn-messbaren Mengen
A ⊂ U das Maß λ mit Dichte |detDϕ|, d.h.

λ(A) := λn
| det Dϕ|(A) =

∫

A

|detDϕ| dλn

für alle A ∈ A (vgl. Satz 11.1). Für ψ = ϕ−1 : V → U betrachten wir das
(äußere) Bildmaß µ := ψ(λn), d.h.

µ(A) = λn
(
ψ−1(A)

)
= λn(ϕ(A))

für alle A ∈ P(Rn). Für jede λn-messbare Menge A ⊂ U ist ψ−1(A) eben-
falls λn-messbar nach Satz 6.17, und damit A µ-messbar nach Satz 3.9. Die
Einschränkung des äußeren Maßes µ auf A ist somit ein Maß. Weiter wurde
in den Sätzen 11.1 und 6.17 bewiesen, dass λ≪ λn und µ≪ λn, d.h.

N ⊂ U mit λn(N) = 0 ⇒ λ(N) = µ(N) = 0 . (12.7)
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(ii) Wir zeigen nun λ ≥ µ. Indem wir U durch offene, relativ kompakte
Mengen ausschöpfen, können wir dabei λ(U) < ∞ und µ(U) < ∞ voraus-
setzen. Nach Satz 6.9 ist jede λn-messbare Menge von der Form A = E \N ,
wobei λn(N) = 0 und E =

⋂∞
i=1 Ui mit offenen U1 ⊃ U2 ⊃ . . . (dies kann

durch eine einfache Modifikation des Beweises erreicht werden). Wegen Satz
1.17 (ii) (hier brauchen wir λ(U), µ(U) <∞) reicht es daher aus, die Unglei-
chung auf allen offenen Mengen nachzuweisen. Aber nach Lemma 6.5 ist jede
offene Menge als abzählbare Vereinigung von kompakten, achsenparallelen
Würfeln in U mit paarweise disjunktem Inneren darstellbar. Damit bleibt zu
zeigen:

λ(Q0) ≥ µ(Q0) für alle Q0 = Q(p0, ̺0) ⊂ U . (12.8)

Angenommen es ist λ(Q0) < µ(Q0) für ein Q0 = Q(p0, ̺0). Wähle dann ein
θ ∈ [0, 1) mit λ(Q0) < θµ(Q0), und zerlege Q0 durch Halbierung der Kanten
in 2n kompakte Teilwürfel Q0,1, . . . , Q0,2n . Wäre λ(Q0,i) ≥ θµ(Q0,i) für alle
i, so folgt durch Summation

λ(Q0) =
2n∑

i=1

λ(Q0,i) ≥ θ
2n∑

i=1

µ(Q0,i) = θµ(Q0) ,

ein Widerspruch. Hierbei wurde benutzt, dass die Ränder der Q0,i nach (12.7)
jeweils Nullmengen sind. Unter den Q0,i gibt es also einen Würfel Q1 mit
λ(Q1) < θµ(Q1). Bestimme so induktiv eine Schachtelung Q0 ⊃ Q1 ⊃ . . .
mit

λ(Qj) < θµ(Qj) für alle j ∈ N . (12.9)

Für x0 =
⋂∞

j=1Qj ∈ U gilt wegen der Stetigkeit der Funktion detDϕ mit
j → ∞
∣∣∣∣
λ(Qj)

λn(Qj)
− |detDϕ(x0)|

∣∣∣∣ =
1

λn(Qj)

∣∣∣∣∣

∫

Qj

|detDϕ(x)| − |detDϕ(x0)| dx
∣∣∣∣∣→ 0.

Zusammen mit Lemma 12.3 folgt aber nun

lim inf
j→∞

λ(Qj)

µ(Qj)
= lim inf

j→∞

( λ(Qj)

λn(Qj)
· λ

n(Qj)

µ(Qj)

)
≥ 1.

ein Widerspruch zu (12.9). Dies zeigt (12.8) und damit die Ungleichung λ ≥ µ.
(iii) Für f : V → R gilt {f ◦ ϕ < s} = ϕ−1

(
{f < s}

)
, also ist mit f

auch f ◦ ϕ λn-messbar, und umgekehrt. Es folgt weiter für λn-messbares
f : V → [0,∞]

∫

ϕ−1(V )

f(ϕ(x)) |detDϕ(x)| dx ≥
∫

V

f(y) dy. (12.10)

Und zwar ergibt sich (12.10) erst für f = χB, indem wir A = ψ(B) in der Un-
gleichung λ(A) ≥ µ(A) setzen, dann für nichtnegative λn-Treppenfunktionen
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und schließlich für beliebiges, messbares f ≥ 0 durch Approximation von un-
ten nach Satz 7.2. Um schließlich für f ≥ 0 die Gleichheit in (12.6) zu zeigen,
wenden wir (12.10) auf ψ : V → U statt ϕ und auf g = f ◦ ϕ|detDϕ| an.
Dies liefert wegen 1 = detD(ϕ ◦ ψ)(y) =

(
detDϕ

)(
ψ(y)

)
detDψ(y)

∫

V

f(y) dy =

∫

V

g
(
ψ(y)

)
|detDψ(y)| dy

≥
∫

ϕ−1(V )

g(x) dx =

∫

ϕ−1(V )

f
(
ϕ(x)

)
|detDϕ(x)| dx .

Damit ist (12.6) für f ≥ 0 bewiesen, und (12.5) folgt durch Wahl von f =
χϕ(A). Für beliebige f zerlegen wir f = f+ − f−.

12.11 Beispiel (Gauß-Integral). Für f : R2 → R, f(x, y) = e−(x2+y2)

folgt mit Fubini
∫

R2

f dλ2 =

∫

R

e−x2

(∫

R

e−y2

dy

)
dx =

(∫

R

e−x2

dx

)2

.

Für Polarkoordinaten ϕ : (0,∞) × (0, 2π) → R2 \ {(x, 0)
∣∣x ≥ 0} gilt

detDϕ(r, θ) = r. Da {(x, 0)
∣∣x ≥ 0} eine λ2-Nullmenge ist, folgt aus dem

Transformationssatz, und anschließend dem Satz von Fubini,
∫

R2

f dλ2 =

∫

(0,∞)×(0,2π)

e−r2

r dλ2(r, θ) =

∫ ∞

0

e−r2

r

(∫ 2π

0

dθ

)
dr = π .

Also gilt
∫

R
e−x2

dx =
√
π.

12.12 Beispiel (Lineare Transformationsformel). Betrachte den Spe-
zialfall von Satz 12.4, dass der Diffeomorphismus ϕ : U → V Einschränkung
einer linearen Abbildung ist, das heißt ϕ(x) = Sx mit S ∈ GLn(R). Dann
gilt Dϕ(x) = S für alle x ∈ U , und die Formeln aus dem Transformationssatz
lauten, vgl. auch Satz 6.21,

λn(ϕ(A)) = |detS|λn(A) ,
∫

V

f(y) dy = |detS|
∫

ϕ−1(V )

f(Sx) dx .

Das nächste Ziel ist die Umrechnung von Differentialoperatoren in neue
Koordinaten. Es ist praktisch, dazu folgenden Begriff einzuführen. Für einen
Ck-Diffeomorphismus ϕ : U → V zwischen offenen Mengen U, V ⊂ Rn defi-
nieren wir die Gramsche Matrix g ∈ Ck−1(U,Rn×n), g = (gij), durch

g(x) := Dϕ(x)⊤Dϕ(x) bzw. gij(x) :=
〈
∂iϕ(x), ∂jϕ(x)

〉
. (12.13)

Nach Definition ist g(x) symmetrisch und strikt positiv definit, denn für
v ∈ Rn, v 6= 0 gilt

〈g(x)v, v〉 = 〈Dϕ(x)⊤Dϕ(x)v, v〉 = |Dϕ(x)v|2 > 0 ,
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da Dϕ(x) ∈ GLn(R). Insbesondere ist g(x) invertierbar. Wir setzen

gij(x) :=
(
g(x)−1

)
ij
, (12.14)

und somit
∑n

j=1 g
ijgjk = δik. Wegen det g = det

(
Dϕ⊤Dϕ

)
= |detDϕ|2

können wir die Transformationsformel alternativ wie folgt schreiben:

∫

V

f(y) dy =

∫

ϕ−1(V )

f
(
ϕ(x)

)√
det g(x) dx

λn(ϕ(A)) =

∫

A

√
det g(x) dx ,

(12.15)

wobei A ⊂ U λn-messbar ist.

12.16 Beispiel (Polarkoordinaten im R3). Betrachte für U = (0,∞) ×
(0, π)×(0, 2π) und V = R3\{(x, 0, z) : x ≥ 0} die Polarkoordinatenabbildung

ϕ : U → V, ϕ(r, θ, ω) = (r sin θ cosω, r sin θ sinω, r cos θ)⊤ .

Die Jacobimatrix von ϕ lautet

Dϕ(r, θ, ω) =




sin θ cosω r cos θ cosω −r sin θ sinω
sin θ sinω r cos θ sinω r sin θ cosω

cos θ −r sin θ 0


 .

Für die Gramsche Matrix ergibt sich

(
gij(r, θ, ω)

)
1≤i,j≤3

=




1 0 0
0 r2 0
0 0 r2 sin2 θ


 .

ϕ ist diffeomorph, und zwar kann die Umkehrabbildung explizit bestimmt
werden. Das Lebesguemaß der Menge ϕ(E) für E = [r1, r2]× [θ1, θ2]× [ω1, ω2]
ist nach dem Transformationssatz und Fubini

λ3
(
ϕ(E)

)
=

∫ r2

r1

∫ θ2

θ1

∫ ω2

ω1

r2 sin θ dω dθ dr =
r32 − r31

3
(cos θ1−cos θ2)(ω2−ω1) .
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Sei ϕ : U → V ein Diffeomorphismus und v : V → R eine Funktion. Die
Darstellung von v = v(y) in den x-Koordinaten ist die Verkettung u = v ◦ϕ :
U → R, u(x) = v

(
ϕ(x)

)
. Zum Beispiel lautet die Polarkoordinatendarstellung

einer Funktion v = v(x, y, z)

u(r, θ, ω) = v(r sin θ sinω, r sin θ cosω, r cos θ).

In der Physik ist es üblich, die neue Funktion mit demselben Buchstaben zu
bezeichnen, da sie nach wie vor dieselbe physikalische Größe repräsentiert.
Zum Beispiel kann eine Temperaturverteilung T entweder als Funktion T =
T (x, y, z) der Euklidischen Koordinaten oder als Funktion T = T (r, θ, ω)
der Polarkoordinaten aufgefasst werden. Für unsere Zwecke ist das etwas
verwirrend, und wir wollen die Unterscheidung zwischen v und u = v ◦ ϕ
beibehalten. Für die Darstellung eines Vektorfelds Y : V → Rn in den x-
Koordinaten muss Y ◦ ϕ in der Basis ∂1ϕ, . . . , ∂nϕ entwickelt werden:

Y ◦ ϕ =

n∑

i=1

Xi ∂iϕ =

n∑

i=1

Xi (Dϕ)ei = (Dϕ)X , (12.17)

wobei X =
∑n

i=1Xiei. Das eindeutig bestimmte Vektorfeld X : U → Rn mit
dieser Eigenschaft lautet

X =
n∑

i,j=1

gij
〈
Y ◦ ϕ, ∂iϕ

〉
ej . (12.18)

Denn mit der Formel (12.18) für X berechnen wir wegen
∑n

j=1 g
ijgjk = δik

〈
(Dϕ)X, ∂kϕ

〉
=

n∑

i,j=1

gij
〈
Y ◦ ϕ, ∂iϕ

〉 〈
∂jϕ, ∂kϕ

〉

=
n∑

i=1

〈
Y ◦ ϕ, ∂iϕ

〉 n∑

j=1

gijgjk

=
〈
Y ◦ ϕ, ∂kϕ

〉
.

Da die Vektoren ∂kϕ eine Basis des Rn bilden, folgt Y ◦ ϕ = (Dϕ)X wie
gewünscht. Natürlich ist auch die Formel X = (Dϕ)−1(Y ◦ϕ) richtig, erweist
sich aber als weniger praktisch, weil (gij) oft einfacher zu berechnen ist als
(Dϕ)−1.

12.19 Satz (Umrechnung von Differentialoperatoren). Sei ϕ ein C1-
Diffeomorphismus zwischen den offenen Mengen U, V ⊂ Rn mit Gramscher
Matrix (gij).

(i) Für v ∈ C1(V,R) gilt mit u = v ◦ ϕ

(grad v) ◦ ϕ = (Dϕ) gradgu, wobei gradgu :=

n∑

i,j=1

gij ∂iu ej .
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(ii) Für Y ∈ C1(V,Rn) gilt mit Y ◦ ϕ = (Dϕ)X

(div Y ) ◦ ϕ = divg X :=
1√

det g

n∑

j=1

∂j

(√
det g Xj

)
.

(iii) Ist ϕ ∈ C2(U, V ) und v ∈ C2(V,R), so folgt wieder mit u = v ◦ ϕ

(∆v) ◦ ϕ = divg gradgu =
1√

det g

n∑

i,j=1

∂i

(√
det g gij∂ju

)
=: ∆gu .

Beweis: Nach der Definition des Gradienten und der Kettenregel gilt

〈
(grad v) ◦ ϕ, ∂iϕ

〉
=

n∑

j=1

(∂jv) ◦ ϕ
〈
ej , (Dϕ) ei

〉

=

n∑

j=1

(
(∂jv) ◦ ϕ

)
∂iϕj = ∂i(v ◦ ϕ) = ∂iu .

Also folgt (i) aus Gleichung (12.18), und allgemein gilt für ein Vektorfeld
X : U → Rn

〈
(Dϕ) gradgu, (Dϕ)X

〉
=

n∑

j=1

〈
( gradv)◦ϕ, ∂jϕ

〉
Xj =

n∑

j=1

(∂ju)Xj . (12.20)

Aussage (ii) führen wir durch partielle Integration auf die Umrechnungsformel
für den Gradienten zurück. Sei ψ ∈ C∞

0 (V,R) beliebig und η := ψ ◦ ϕ. Dann
folgt mit partieller Integration (Folgerung 10.22), dem Transformationssatz
(Gleichung (12.15)), Behauptung (i), (12.17), (12.20) und der Definition von
divgX

∫

V

ψ div Y dy = −
∫

V

〈gradψ, Y 〉 dy

= −
∫

ϕ−1(V )

〈
(gradψ) ◦ ϕ, Y ◦ ϕ

〉√
det g dx

= −
∫

ϕ−1(V )

〈
(Dϕ) gradg η, (Dϕ)X

〉√
det g dx

= −
∫

ϕ−1(V )

n∑

j=1

∂jηXj

√
det g dx

=

∫

ϕ−1(V )

η divgX
√

det g dx

=

∫

V

ψ (divgX) ◦ ϕ−1 dy .
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Da ψ beliebig ist, folgt div Y = (divgX) ◦ ϕ−1 und damit Aussage (ii) aus
nachfolgendem Lemma 12.21. Schließlich ergibt sich (iii) durch Kombination
von (i) und (ii). Aus

(∆v) ◦ ϕ = (div grad v) ◦ ϕ

folgt mit (grad v) ◦ ϕ = (Dϕ) gradgu, nach (i), und (ii)

(∆v) ◦ ϕ = divg gradgu =
1√

det g

n∑

i,j=1

∂j

(√
det g gij∂iu

)
.

Wegen und gji = gij folgt nun (iii).

Wir tragen nun das Lemma nach, das im Beweis gebraucht wurde.

12.21 Lemma. Sei U ⊂ Rn offen und u ∈ C0(U) mit
∫

U
uϕdx = 0 für alle

ϕ ∈ C∞
0 (U). Dann ist u die Nullfunktion.

Beweis: Angenommen es gibt ein x ∈ U mit u(x) > 0. Dann gibt es ̺ > 0
und δ > 0 mit u(x) ≥ δ auf B̺(x) ⊂ U . Wähle eine Funktion η ∈ C∞

0 (U) mit
spt η ⊂ B̺(x), η ≥ 0 und

∫
U
η(x) dx > 0. Aus der Monotonie des Integrals

folgt

0 =

∫

U

u(x)η(x) dx ≥
∫

U

δη(x) dx > 0 ,

ein Widerspruch.

12.22 Beispiel (Laplaceoperator in Polarkoordinaten). Für Polarko-
ordinaten im R3, siehe Beispiel 12.16, ergeben sich folgende Formeln:

gradgu = ∂ru e
r +

1

r2
∂θu e

θ +
1

r2 sin2 θ
∂ωu e

ω ,

divgX =
1

r2
∂r(r

2Xr) +
1

sin θ
∂θ

(
(sin θ)Xθ

)
+ ∂ωX

ω ,

∆gu =
1

r2
∂r

(
r2∂ru

)
+

1

r2 sin θ
∂θ

(
(sin θ) ∂θu

)
+

1

r2 sin2 θ
∂2

ωu .

Hier bezeichnet er, eθ, eω die Standardbasis im (r, θ, ω)-Raum, undXr,Xθ,Xω

sind die zugehörigen Koordinaten von X. Für die Funktion v(x, y, z) =
(x2 + y2 + z2)−1/2 ist u(r) = 1/r und somit ∆v = 0 auf R3 \ {0}.

Die Gramsche Matrix g : U → Rn×n eines Diffeomorphismus ϕ ∈ C1(U, V )
definiert in jedem Punkt x ∈ U ein Skalarprodukt und eine zugehörige Eu-
klidische Norm, und zwar gilt

g(x)(v, w) = 〈Dϕ(x)v,Dϕ(x)w〉 und ‖v‖g(x) =
√
g(x)(v, v) = |Dϕ(x)v| .

Ein solches ortsabhängiges Skalarprodukt nennt man eine Riemannsche Me-
trik, genauer spricht man hier von der durch ϕ induzierten Metrik. Mit g kann
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nicht nur das Maß des Bildes berechnet werden, sondern auch die Bogenlänge
von Kurven ϕ ◦ γ : [a, b] → V :

L(ϕ ◦ γ) =

∫ b

a

∣∣∣ d
dt
ϕ
(
γ(t)

)∣∣∣ dt =

∫ b

a

|Dϕ
(
γ(t)

)
γ′(t)| dt

=

∫ b

a

√
g
(
γ(t)

)(
γ′(t), γ′(t)

)
dt .

Solche ortsabhängigen Skalarprodukte bilden die Grundlage der Allgemeinen
Relativitätstheorie.

2.13 Das Flächenmaß auf Untermannigfaltigkeiten

In diesem Abschnitt definieren wir das Flächenmaß für n-dimensionale C1-
Untermannigfaltigkeiten des Rn+k. Dazu wird zunächst der Flächeninhalt für
Immersionen ad hoc definiert und dann mittels lokaler Parameterdarstellun-
gen auf Untermannigfaltigkeiten übertragen. Als Anwendung erhalten wir die
sogenannte Zwiebelformel.

Zur Definition des Flächeninhalts muss zunächst geklärt werden, was un-
ter einer Fläche zu verstehen ist. Am einfachsten ist der Begriff der pa-
rametrisierten Fläche oder Immersion. Sei U ⊂ Rn offen. Eine Abbildung
f ∈ C1(U,Rn+k), n ∈ N, k ∈ N0, heißt Immersion, wenn für alle x ∈ U

rangDf(x) = n bzw. äquivalent kerDf(x) = {0} .
Die Vektoren ∂1f(x), . . . , ∂nf(x) bilden dann eine Basis des Unterraums
BildDf(x) ⊂ Rn+k. Die Zahl n heißt Dimension, die Zahl k Kodimension
von f . Wir definieren analog zu (12.13) im vorigen Abschnitt die Gramsche
Matrix oder induzierte Metrik

g(x) = Df(x)⊤Df(x) bzw. gij(x) =
〈
∂if(x), ∂jf(x)

〉
, i, j = 1, . . . , n .

Offenbar ist (gij) für eine beliebige Abbildung f ∈ C1(U,Rn+k) definiert und
positiv semidefinit. Die Matrix ist genau dann strikt positiv definit und damit
invertierbar, wenn f eine Immersion ist, denn es gilt 〈g(x)v, v〉 = |Df(x)v|2,
also ker g(x) = kerDf(x). Wegen (12.15) ist es naheliegend, den Flächenin-
halt wie folgt zu definieren.

13.1 Definition. Sei f ∈ C1(U,Rn+k) eine n-dimensionale Immersion mit
induzierter Metrik g, und E ⊂ U sei λn-messbar. Der (n-dimensionale)
Flächeninhalt von f auf E ist definiert durch

AE(f) =

∫

E

Jf dλn ,

wobei Jf =
√

det g. Die Funktion Jf heißt Flächenintegrand oder Jacobische
von f .
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Als geometrische Größe sollte der Flächeninhalt nicht von der Wahl der
Parametrisierung abhängen. Dies wollen wir sofort überprüfen.

13.2 Satz (Invarianz des Flächeninhalts). Seien U, V ⊂ Rn offene Men-
gen, ϕ ∈ C1(U, V ) ein Diffeomorphismus und f ∈ C1(V,Rn+k) eine Immer-
sion. Dann gilt für jede λn-messbare Menge E ⊂ U

Aϕ(E)(f) = AE(f ◦ ϕ) .

Beweis: Seien g bzw. h die induzierten Metriken von f ◦ϕ bzw. f . Es gilt

D(f ◦ ϕ)⊤(x)D(f ◦ ϕ)(x) = Dϕ(x)⊤Df(ϕ(x))⊤Df(ϕ(x))Dϕ(x) ,

beziehungsweise
g(x) = Dϕ(x)⊤ h(ϕ(x))Dϕ(x) .

Mit den Rechenregeln für die Determinante ergibt sich

J(f ◦ ϕ) = (Jf) ◦ ϕ |detDϕ| .

Die Behauptung folgt damit aus dem Transformationssatz (Satz 12.4).

Wir wollen nun einige Spezialfälle betrachten.

13.3 Beispiel. Eine eindimensionale Immersion f : I = (a, b) → R1+k heißt
auch reguläre Kurve. Nach Definition 13.1 ist ihre Länge L(f) gegeben durch

L(f) =

∫ b

a

|f ′(t)| dt.

Analog zu Beispiel 13.5 wird hier die Länge des Bildes ebenfalls mit der Viel-
fachheit gezählt, mit der es durchlaufen wird. Zum Beispiel ist L(0,3π)(f) = 3π
für f(t) = (cos t, sin t).

13.4 Beispiel. Eine zweidimensionale Immersion f : U ⊂ R2 → R3, f =
f(x, y), heißt auch reguläre Fläche. Es gilt, wenn ∧ das Kreuzprodukt im R3

bezeichnet,

Jf =

√
|∂xf |2 |∂yf |2 − 〈∂xf, ∂yf〉2 = |∂xf ∧ ∂yf | .

Betrachte zum Beispiel Polarkoordinaten auf der Sphäre, d.h.

f : U = (0, π) × (0, 2π) → S2 ⊂ R3, f(θ, ω) = (sin θ cosω, sin θ sinω, cos θ)⊤ .

Es gilt ∂θf ∧ ∂ωf(θ, ω) = (sin θ) f(θ, ω) 6= 0 für alle (θ, ω) ∈ U . Also ist f
eine reguläre Fläche im R3, mit Flächeninhalt

A(f) =

∫ π

0

∫ 2π

0

sin θ dω dθ = 4π .
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13.5 Beispiel. Für k = 0, also f ∈ C1(U,Rn) mit U ⊂ Rn offen, sprechen
wir statt vom n-dimensionalen Flächeninhalt vom Volumen volE(f). Die Ab-
bildung f ist genau dann eine Immersion, wenn detDf(x) 6= 0 für alle x ∈ U ,
das heißt f ist lokal diffeomorph. Es gilt Jf =

√
det(Df⊤Df) = |detDf |.

Ist zusätzlich f : U → f(U) injektiv und damit diffeomorph, so besagt der
Transformationssatz

λn(f(E)) =

∫

E

|detDf | dλn = volE(f).

Im allgemeinen ist volE(f) nicht das λn-Maß des Bildes f(E), sondern die
Bildpunkte werden mit der Vielfachheit gezählt, mit der sie angenommen
werden.

13.6 Beispiel. Für u ∈ C1(U,Rk) ist die Graphenabbildung

f : U → Rn+k, f(x) = (x, u(x)) ,

eine n-dimensionale Immersion. Denn aus ∂if = (ei, ∂iu), i = 1, . . . , n, folgt
sofort, dass Df(x) injektiv ist. Man berechnet

〈∂if, ∂jf〉 =
〈
(ei, ∂iu), (ej , ∂ju)

〉
= δij + 〈∂iu, ∂ju〉.

Also folgt für den Flächeninhalt von f

A(f) =

∫

U

√
det
(
En + Du⊤Du

)
dλn.

In Kodimension k = 1, also u reellwertig, gibt es zu x ∈ U eine Orthonor-
malbasis v1, . . . , vn mit Du(x)v1 = |Du(x)| und Du(x)vj = 0 für j ≥ 2. Das
ist trivial im Fall Du(x) = 0, für Du(x) 6= 0 wähle v1 = Du(x)/|Du(x)| und
ergänze zu einer Orthonormalbasis. Es folgt

〈(
En +Du(x)⊤Du(x)

)
vi, vj

〉
= δij + (Du(x)vi) (Du(x)vj)

=

{
1 + |Du(x)|2 für i = j = 1,

δij sonst.

Somit ergibt für einen Graphen der Kodimension Eins die klassische Formel

A(f) =

∫

U

√
1 + |Du(x)|2 dx (13.7)

für f : U → Rn+1, f(x) = (x, u(x)).

Wir wollen nun einen globaleren Standpunkt einnehmen und Flächen be-
trachten, die nicht bzw. nicht a priori durch eine einzige Parametrisierung
gegeben sind. Unser Ziel ist es, auf diesen Flächen – genauer: Untermannig-
faltigkeiten – ein n-dimensionales Flächenmaß zu definieren.
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13.8 Satz (Untermannigfaltigkeitskriterien). Sei n ∈ N, k ∈ N0. Für
M ⊂ Rn+k sind folgende Aussagen äquivalent:

(i) Plättbarkeitskriterium: Zu jedem p ∈ M gibt es eine offene Umgebung
W ⊂ Rn+k und einen C1-Diffeomorphismus ϕ : W → ϕ(W ) ⊂ Rn+k

mit
ϕ(M ∩W ) = {z ∈ ϕ(W )

∣∣ zn+1 = . . . = zn+k = 0} .
(ii) Niveaumengenkriterium: Zu jedem p ∈M gibt es eine offene Umgebung

W ⊂ Rn+k und eine Funktion h ∈ C1(W,Rk) mit rangDh(q) = k für
alle q ∈W , so dass

M ∩W = {q ∈W
∣∣h(q) = 0} .

(iii) Graphenkriterium: Zu jedem p ∈M gibt es eine Euklidische Bewegung B
des Rn+k mit B(0) = p, offene Mengen U ⊂ Rn, V ⊂ Rk mit 0 ∈ U ×V
und eine C1-Funktion u : U → V mit u(0) = 0, so dass

M ∩B(U × V ) = B
(
{(x, u(x))

∣∣x ∈ U}
)
.

Beweis: (i) ⇒ (ii): Sei zu p ∈ M ein Diffeomorphismus ϕ : W → ϕ(W )
wie in (i) gewählt. Dann istDϕ(q) ∈ GLn+k(R) für alle q ∈W . Setze h = π⊥◦
ϕ : W → Rk, wobei π⊥ : Rn+k = Rn × Rk → Rk die Orthogonalprojektion
bezeichnet. Mit der Kettenregel folgt

(
Dh(q)

)
ij

= ∂iϕn+j , i = 1, . . . , n+ k,

j = 1, . . . , k, und somit rangDh(q) = k für alle q ∈W . Weiter haben wir

{q ∈W
∣∣h(q) = 0} = {q ∈W

∣∣ϕn+1(q) = . . . = ϕn+k(q) = 0}
= ϕ−1

(
{z ∈ ϕ(W )

∣∣ zn+1 = . . . = zn+k = 0}
)

= M ∩W.

(ii) ⇒ (iii): Als nächstes gelte die Niveaumengenbeschreibung, das heißt
wir können zu p ∈ M eine Funktion h ∈ C1(W,Rk) wie in (ii) wählen.
Wir nehmen zunächst an, dass die Vektoren ∂n+1h(p), . . . , ∂n+kh(p) linear
unabhängig sind; außerdem sei p = 0. Nach dem Satz über impliziten Funk-
tionen gibt es dann offene Mengen U ⊂ Rn, V ⊂ Rk sowie eine C1-Funktion
u : U → V , so dass gilt:

M ∩ (U × V ) = {(x, u(x)
∣∣x ∈ U} .

Damit gilt (iii) mit B = id. Allgemein existiert wegen rangDh(p) = k eine
Permutation σ ∈ Pn+k, so dass die Vektoren ∂σ(j)h(p) für j = n+1, . . . , n+ k
linear unabhängig sind. Setze dann B(z) = p + Sz, wobei Sej = eσ(j) für

j = 1, . . . , n + k, und betrachte M̃ = B−1(M) und h̃ = h ◦ B. Wegen

∂j h̃(0) = Dh(p)Sej = ∂σ(j)h(p) können wir das obige Argument anwenden

und erhalten u : U → V wie verlangt mit M̃ ∩ (U ×V ) = {(x, u(x))
∣∣x ∈ U},

also
M ∩B(U × V ) = B

(
{(x, u(x))

∣∣x ∈ U}
)
.
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(iii) ⇒ (i): Sei schließlich zu p ∈ M eine Graphendarstellung wie in (iii)
gegeben, zunächst mit p = 0 und B = id. Betrachte dann die Injektion
ϕ : U × V → ϕ(U × V ), ϕ(x, y) = (x, y − u(x)). Es gilt

Dϕ(x, y) =

(
En 0

−Du(x) Ek

)
∈ GLn+k(R) .

Somit ist ϕ ein Diffeomorphismus auf sein Bild, und es folgt aus (iii)

ϕ(M ∩ (U × V )) = ϕ({(x, u(x))
∣∣x ∈ U})

= {z ∈ ϕ(U × V )
∣∣ zn+1 = . . . = zn+k = 0} .

Sind p,B beliebig, also B(z) = p + Sz mit S ∈ O(n + k), so wenden wir

das obige Argument an auf M̃ = B−1(M) und erhalten den entsprechenden
Diffeomorphismus ϕ̃ : U × V → ϕ̃(U × V ). Mit ϕ = ϕ̃ ◦B−1 folgt

ϕ
(
M ∩B(U × V )

)
= ϕ̃(M̃ ∩ (U × V ))

= {z ∈ ϕ̃(U × V )
∣∣ zn+1 = . . . = zn+k = 0}

= {z ∈ ϕ(B(U × V ))
∣∣ zn+1 = . . . = zn+k = 0} .

Somit folgt (i) für W = B(U × V ).

13.9 Definition (Untermannigfaltigkeit). Sei n ∈ N, k ∈ N0. Eine Men-
ge M ⊂ Rn+k heißt n-dimensionale C1-Untermannigfaltigkeit des Rn+k, falls
eines (und damit jedes) der drei Kriterien aus Satz 13.8 erfüllt ist.

13.10 Beispiel. Die Sphäre Sn = {p ∈ Rn+1
∣∣ |p| = 1} ist eine C1-Unter-

mannigfaltigkeit von Rn+1 der Dimension n, denn für jedes p ∈ Sn können
wir im Niveaumengenkriterium W = Rn+1 \ {0} und h(q) = |q|2 − 1 wählen:

Dh(q) = 2q 6= 0 auf W und Sn ∩W = Sn = {q ∈W
∣∣h(q) = 0} .

Wir brauchen nun einige topologische Tatsachen. Jede Menge M ⊂ Rn+k

ist, versehen mit dem üblichen Euklidischen Abstand d(p, q) = |p − q| für
p, q ∈ M , ein metrischer Raum. Damit ist der Begriff der offenen Menge in
M erklärt: V ⊂ M heißt offen in M (oder offen bzgl. der Relativtopologie
von M), wenn es zu jedem p ∈ V ein ̺ > 0 gibt mit M ∩B̺(p) ⊂ V . Analog
wird abgeschlossen in M und kompakt in M definiert.

pp

V

M M

Bρρρρ  (p) Bρρρρ  (p)

V
offen nicht offen
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13.11 Lemma (zur Relativtopologie). Sei M ⊂ Rn+k.

(i) Eine Menge V ⊂ M ist genau dann offen in M , wenn es eine offene
Menge W ⊂ Rn+k gibt mit V = M ∩W .

(ii) Eine Menge K ⊂M ist genau dann kompakt in M , wenn K kompakt in
Rn+k ist.

Beweis: Sei V ⊂M offen in M . Dann gibt es zu jedem p ∈ V ein ̺(p) > 0
mit M ∩B̺(p) ⊂ V . Die Menge W =

⋃
p∈V B̺(p)(p) ist offen in Rn+k und es

gilt

M ∩W =
⋃

p∈V

M ∩B̺(p)(p) = V.

Ist umgekehrt die offene MengeW ⊂ Rn+k gegeben, so wähle zu p ∈ V = M∩
W ein ̺ > 0 mit B̺(p) ⊂W , und erhalte M ∩B̺(p) ⊂M ∩W = V . Aussage
(ii) folgt mit (i) aus der Definition der Überdeckungskompaktheit. Alternativ
kann man direkt mit der äquivalenten Folgenkompaktheit argumentieren.

13.12 Satz (σ-Kompaktheit von Untermannigfaltigkeiten). Jede n-
dimensionale C1-Untermannigfaltigkeit M ⊂ Rn+k ist als abzählbare Verei-
nigung M =

⋃∞
i=1Ki von kompakten Mengen darstellbar.

Beweis: Zuerst konstruieren wir eine abzählbare, dichte Menge P ⊂ M .
Betrachte die Würfel Qj,k = 2−k(j + [0, 1]n+k) mit j ∈ Zn+k, k ∈ N0, und
wähle beliebige Punkte pj,k ∈M ∩Qj,k, sofern dieser Schnitt nichtleer ist. Da
jedes p ∈ M in Würfeln Qj,k mit beliebig kleiner Kantenlänge liegt, ist die
Menge P aller pj,k dicht in M . Als nächstes zeigen wir: ist ϕ : W → ϕ(W )

Plättung bei p und Br(p) ⊂W , so ist M ∩Br(p) kompakt. Denn es gilt

ϕ(M ∩Br(p)
)

= ϕ(M ∩W ) ∩ ϕ
(
Br(p)

)

= Rn ∩ ϕ(W ) ∩ ϕ
(
Br(p)

)
= Rn ∩ ϕ

(
Br(p)

)
.

Diese Menge ist kompakt, denn das Bild von Br(p) unter der stetigen Abbil-
dung ϕ ist kompakt, und Rn ist abgeschlossene Teilmenge des Rn+k. Damit
ist auch M ∩Br(p) = ϕ−1

(
Rn ∩ ϕ

(
Br(p)

)
kompakt, was zu zeigen war. Wir

definieren nun für jedes p ∈M

r(p) = sup{r > 0
∣∣M ∩Br(p) ist kompakt} ∈ (0,∞] .

Wäre r(q) + |p− q| < r(p), so können wir r > r(q) und s < r(p) wählen mit
r + |p− q| < s und M ∩Bs(p) kompakt. Es folgt Br(q) ⊂ Bs(p) und weiter

M ∩Br(q) =
(
M ∩Bs(p)

)
∩Br(q).

Aber die rechte Seite ist kompakt im Widerspruch zu r > r(q). Konvergiert
also eine Folge pi ∈ M gegen p ∈ M , so folgt p ∈ M ∩ Br(pi)/2(pi) für i
hinreichend groß, denn anderenfalls
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|p− pi| >
r(pi)

2
≥ 1

2

(
r(p) − |p− pi|

)
⇒ 3|p− pi| > r(p) ,

was ein Widerspruch zu pi → p ist. Somit ist M Vereinigung der abzählbar
vielen, kompakten Mengen K(p) = M ∩Br(p)/2(p) mit p ∈ P .

13.13 Definition. Sei M ⊂ Rn+k eine n-dimensionale C1-Untermannigfal-
tigkeit. Eine lokale Parametrisierung von M ist eine injektive C1-Immersion

f : U →M ⊂ Rn+k ,

wobei U offen in Rn.

Wir beabsichtigen, die Untermannigfaltigkeit M durch Bildgebiete von Pa-
rametrisierungen zu überdecken und das Maß in jedem einzelnen Bildgebiet
mit der Flächenformel zu berechnen.

13.14 Satz (Eigenschaften lokaler Parametrisierungen). Für jede n-
dimensionale C1-Untermannigfaltigkeit M ⊂ Rn+k gilt:

(i) Ist f : U → M eine lokale Parametrisierung von M , so ist V = f(U)
offen in M und f−1 : V → U ist stetig, also f : U → V homeomorph.

(ii) Für lokale Parametrisierungen fi : Ui → Vi, i = 1, 2, ist der Parameter-
wechsel f−1

2 ◦f1 : f−1
1 (V1∩V2) → f−1

2 (V1∩V2) ein C1-Diffeomorphismus.

Beweis: Wir zeigen (i) zunächst unter der Annahme V ⊂W , wobei W ⊂
Rn+k offen und ϕ(M ∩ W ) = Rn ∩ ϕ(W ) für einen C1-Diffeomorphismus
ϕ : W → ϕ(W ). Dann ist die Abbildung ϕ ◦ f : U → Rn definiert, injektiv
und es gilt für alle x ∈ U

rangD(ϕ ◦ f)(x) = rang
(
Dϕ(f(x))Df(x)

)
= n .

Also folgt aus dem Satz über die Umkehrfunktion, dass Y = (ϕ◦f)(U) ⊂ Rn

offen ist, und somit ϕ ◦ f : U → Y ein C1-Diffeomorphismus. Folglich ist
Z = (Y × Rk) ∩ ϕ(W ) offen in Rn+k mit Rn ∩ Z = Y . Wegen V = ϕ−1(Y )
folgt

V = ϕ−1(Rn ∩ Z) = ϕ−1
(
Rn ∩ ϕ(W )

)
∩ ϕ−1(Z) = M ∩ ϕ−1(Z) ,

wobei zuletzt Rn ∩ ϕ(W ) = ϕ(M ∩W ) benutzt wurde. Somit ist V relativ
offen in M nach Lemma 13.11, und f−1 = (ϕ ◦ f)−1 ϕ|V ist stetig. Für V
beliebig wählen wir zu p ∈ V eine Plättung ϕ : W → ϕ(W ) mit p ∈W wie in

Satz 13.8 (i), und wenden das obige Argument an auf Ũ = U ∩ϕ−1(W ) sowie

f̃ = f |eU . Dann ist Ṽ = f(Ũ) offen in M mit p ∈ Ṽ , und f−1|eV = (f |eU )−1 ist

auf Ṽ stetig.
Für (ii) können wir ebenfalls annehmen, dass Vi ⊂ W für i = 1, 2, wobei

ϕ : W → ϕ(W ) ein Diffeomorphismus mit ϕ(M ∩W ) = Rn ∩ ϕ(W ) ist.
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V1
V2

f 1

f 2

f 2
-1

° f 1

U12 = f 1
-1

 (V1 ∩V2) U21 = f 2
-1

 (V1 ∩V2)

E1 E2

U1 U2

Dann sind die Abbildungen

ϕ ◦ fi : f−1
i (V1 ∩ V2) → ϕ(V1 ∩ V2)

diffeomorph, also auch f−1
2 ◦ f1 = (ϕ ◦ f2)−1 ◦ (ϕ ◦ f1).

13.15 Folgerung (Existenz eines abzählbaren Atlas). Jede C1-Unter-
mannigfaltigkeit M ⊂ Rn+k besitzt einen abzählbaren Atlas, d.h. ein System
von lokalen Parametrisierungen fi : Ui →M , i ∈ N, mit M =

⋃∞
i=1 fi(Ui).

Beweis: Zu jedem p ∈M gibt es eine lokale Parametrisierung f : U → V
mit p ∈ V , zum Beispiel können wir f = ϕ−1|ϕ(W )∩Rn wählen, wobei ϕ :
W → ϕ(W ) eine lokale Plättung wie in Satz 13.8 (i) ist. Da ein Kartengebiet
V = f(U) offen ist nach Satz 13.14 (i), wird jede kompakte Menge K ⊂ M
durch endlich viele Kartengebiete überdeckt. Die Behauptung folgt mit Satz
13.12.

13.16 Definition. Ein Vektor v ∈ Rn+k heißt Tangentialvektor von M ⊂
Rn+k in p, wenn es eine Abbildung γ : (−δ, δ) → M gibt mit γ(0) = p und
γ′(0) = v.

13.17 Folgerung (Existenz des Tangentialraums). Sei M ⊂ Rn+k eine
n-dimensionale C1-Untermannigfaltigkeit und p ∈ M . Dann ist die Menge
aller Tangentialvektoren von M in p ein n-dimensionaler Unterraum, der
Tangentialraum TpM .

Beweis: SeiM∩W = {q ∈W : h(q) = 0} eine Niveaumengenbeschreibung
auf einer Umgebung W von p nach Satz 13.8 (2). Ist v ∈ Rn+k Tangential-
vektor in p und γ wie in Definition 13.16, so folgt h(γ(t)) = 0 nahe bei t = 0,
also

0 =
d

dt
h(γ(t))|t=0 = Dh(γ(0))γ′(0) = Dh(p)v .

Somit liegt v im n-dimensionalen Unterraum kerDh(p). Ist andererseits
f : U →M eine lokale Parametrisierung mit f(x0) = p, so folgt
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Df(x0)ei =
d

dt
f(x0 + tei)|t=0 ∈ TpM für i = 1, . . . , n .

Aus Dimensionsgründen muss BildDf(x0) = TpM = kerDh(p) gelten.

13.18 Satz (Definition des Oberflächenmaßes). Sei M ⊂ Rn+k eine n-
dimensionale C1-Untermannigfaltigkeit, und sei E das System aller Mengen
E ⊂M , für die gilt:

für jede lokale Parametrisierung f :U →M ist f−1
(
E ∩ f(U)

)
∈ M(λn) .

Dann gibt es genau ein reguläres äußeres Maß ω auf M mit folgenden Eigen-
schaften:

(i) Das System der ω-messbaren Mengen ist E, welches die Borelmengen in
M enthält.

(ii) Ist f : U →M lokale Parametrisierung und E ∈ E mit E ⊂ f(U), so gilt

ω(E) =

∫

f−1(E)

Jf dλn .

Man nennt ω das Flächemaß auf M .

Beweis: Das System E enthält alle offenen Mengen W ⊂M , denn für eine
lokale Parametrisierung f : U → M ist f(U) offen in M nach Satz 13.14
(i), also ist auch f−1

(
W ∩ f(U)

)
offen und damit λn-messbar nach Satz 6.7.

Weiter gilt

f−1
(
(M \ E) ∩ f(U)

)
= U \ f−1

(
E ∩ f(U)

)
,

f−1
(( ∞⋃

i=1

Ei

)
∩ f(U)

)
=

∞⋃

i=1

f−1
(
Ei ∩ f(U)

)
.

Also ist E eine σ-Algebra, die die Borelmengen enthält. Wähle nun mit Fol-
gerung 13.15 ein System von lokalen Parametrisierungen fi : Ui →M , i ∈ N,
mit M =

⋃∞
i=1 Vi, wobei Vi := f(Ui). Die Mengen Mi = Vi \

⋃i−1
j=1 Vj ∈ E

sind dann paarweise disjunkt.
Wir zeigen nun die Eindeutigkeit von ω. Ist ω ein äußeres Maß mit den

verlangten Eigenschaften, so folgt für E ∈ E

ω(E) =

∞∑

i=1

ω(E ∩Mi) =

∞∑

i=1

∫

f−1
i (E∩Mi)

Jfi dλ
n. (13.19)

Da ω regulär ist, gilt ω(S) = infE∈E, E⊃S ω(E) für jede Menge S ⊂M , also
ist das äußere Maß ω eindeutig bestimmt, da die rechte Seite in (13.19) un-
abhängig von ω ist.
Für den Beweis der Existenz von ω zeigen wir, dass durch (13.19) ein
Prämaß auf E gegeben ist: sind Ej ∈ E , j ∈ N, paarweise disjunkt mit
E =

⋃∞
j=1Ej ∈ E , so folgt
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ω(E) =

∞∑

i=1

∫

f−1
i (E∩Mi)

Jfi dλ
n =

∞∑

i,j=1

∫

f−1
i (Ej∩Mi)

Jfi dλ
n =

∞∑

j=1

ω(Ej) .

Mit Satz 4.6 erhalten wir die Caratheodory-Fortsetzung, die wir ebenfalls mit
ω bezeichnen. Alle Mengen in E sind ω-messbar.

Um (ii) zu zeigen betrachte eine lokale Parametrisierung f : U → M und
E ∈ E mit E ⊂ f(U) =: V . Nach Satz 13.14 (ii) ist dann ϕi = f−1

i ◦ f :
f−1(V ∩ Vi) → f−1

i (V ∩ Vi) ein C1-Diffeomorphismus, und aus Satz 13.2
folgt

ω(E) =
∞∑

i=1

∫

f−1
i (E∩Mi)

Jfi dλ
n

=

∞∑

i=1

∫

ϕi(f−1(E∩Mi))

Jfi dλ
n

=
∞∑

i=1

∫

f−1(E∩Mi)

J(fi ◦ ϕi) dλ
n

=

∫

f−1(E)

Jf dλn .

Somit ist (ii) bewiesen und es bleibt, die σ-Algebra der ω-messbaren Mengen
zu bestimmen. Für K ⊂ Ui kompakt gilt ω(fi(K)) =

∫
K
Jfi dλ

n < ∞. Da
sich jede Menge Ui durch abzählbar viele kompakte Mengen ausschöpfen
lässt, ist ω ein σ-endliches Prämaß auf E . Nach Folgerung 4.11 gibt es dann
zu jeder ω-messbaren Menge D ⊂M Mengen C,E ∈ E mit C ⊂ D ⊂ E und
ω(E \ C) = 0. Es folgt für eine lokale Parametrisierung f : U → V

0 = ω((E \ C) ∩ V ) =

∫

f−1((E\C)∩V )

Jf dλn .

Da Jf > 0 ist f−1
(
(E \ C) ∩ V

)
eine λn-Nullmenge. Dann ist aber auch

f−1((D \ C) ∩ V
)

eine λn-Nullmenge, insbesondere λn-messbar. Wegen

f−1(D ∩ V ) = f−1(C ∩ V ) ∪ f−1((D \ C) ∩ V
)

folgt D ∈ E .

13.20 Bemerkung. Sei M ⊂ Rn+k eine n-dimensionale C1-Untermannig-
faltigkeit und u : M → R eine integrierbare Funktion bzgl. des Oberflächen-
maßes ω. Ist f : U → V lokale Parametrisierung, so gilt

∫

V

u dω =

∫

f−1(V )

u ◦ f Jf dλn. (13.21)

Die Formel gilt offensichtlich für charakteristische Funktionen u = χB mit
B ⊂ V ω-messbar. Durch Approximation mit Treppenfunktionen von unten
(Satz 7.2), ergibt sich (13.21) dann für u ≥ 0, und schließlich durch Zerlegung
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in u+ und u− für beliebige ω-integrierbare u. Eine globale Formel ergibt sich
analog zu (13.19), d.h. mit Mi = Vi \

⋃i−1
j=1 Vj gilt

∫

M

u dω =
∞∑

i=1

∫

f−1
i (Mi)

u ◦ fi Jfi dλ
n.

Im allgemeinen werden nicht unendlich viele Parametrisierungen benötigt,
um ein Flächenintegral auszurechnen. Man kann sogar zeigen, dass jede kom-
pakte Untermannigfaltigkeit bis auf eine ω-Nullmenge durch eine einzige Pa-
rametrisierung erfasst werden kann, was aber eher von theoretischem Inter-
esse ist.

Die gegebene Definition des Flächenmaßes ist gut geeignet, um auf einer
festen Untermannigfaltigkeit M das Maß von Teilmengen bzw. Integrale von
Funktionen zu berechnen. Dagegen ist die Konstruktion unpraktisch, wenn
Aussagen über Folgen von Untermannigfaltigkeiten benötigt werden. Es kann
auf Rn+k ein äußeres Maß Hn definiert werden, das n-dimensionale Haus-
dorffmaß, so dass die Einschränkung auf jede n-dimensionale Untermannig-
faltigkeit M das jeweilige Flächenmaß ωM ergibt. Die Flächenformel ergibt
sich bei diesem Zugang als Satz. Wir sind hier von der Flächenformel als
Definition ausgegangen, um sofort Beispiele von Flächeninhalten ausrechnen
zu können.

13.22 Lemma (Transformation des Flächeninhalts). Sei ϕ : Rn+k →
Rn+k eine Ähnlichkeitsabbildung, d.h. es gibt λ > 0, T ∈ O(n + k) und
a ∈ Rn+k so, dass ϕ(x) = λT (x+ a). Ist M ⊂ Rn+k eine C1-Untermannig-
faltigkeit, so ist N = ϕ(M) auch eine C1-Untermannigfaltigkeit, und für die
zugehörigen Flächenmaße ωM bzw. ωN gilt:

(i) ωN (ϕ(A)) = λn ωM (A) für alle ωM -messbaren A ⊂M ,

(ii)
∫

N
u dωN = λn

∫
M
u ◦ ϕ dωM , falls u ωN -messbar ist und eines der In-

tegrale existiert.

Beweis: Es ist leicht zu sehen, dass N eine C1-Untermannigfaltigkeit ist.
Ist f : U → V lokale Parametrisierung von M , so ist ϕ ◦ f : U → ϕ(V ) lokale
Parametrisierung von N und für A ⊂M gilt

(ϕ ◦ f)−1(ϕ(A) ∩ ϕ(V )) = f−1(A ∩ V ) .

Nach Satz 13.18 ist also A ⊂ M genau dann ωM -messbar, wenn ϕ(A) ωN -
messbar ist. Zum Beweis von (i) können wir mittels Zerlegung wie in (13.19)
annehmen, dass A ⊂ V für eine lokale Parametrisierung f : U → V . Es gilt

D(ϕ ◦ f)⊤(x)D(ϕ ◦ f)(x) = Df⊤(x)Dϕ⊤(f(x))Dϕ(f(x))Df(x)

= λ2Df⊤(x)Df(x) .

Mit Satz 13.18 folgt
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ωN (ϕ(A)) =

∫

(ϕ◦f)−1(ϕ(A))

J(ϕ ◦ f) dλn = λn

∫

f−1(A)

Jf dλn = λn ωM (A) .

Für u = χB mit B ⊂ N ωN -messbar folgt (ii) aus (i). Durch Approximation
mit Treppenfunktionen von unten (Satz 7.2) ergibt sich (ii) dann für u ≥ 0,
und schließlich durch Zerlegung in u+ und u− für beliebige ωN -messbare u.

13.23 Satz (Zwiebelformel). Sei ωr das Oberflächenmaß auf ∂Br = {p ∈
Rn+1

∣∣ |p| = r}. Für u ∈ L1(Rn+1) ist u|∂Br
∈ L1(ωr) für λ1-fast-alle r > 0

und es gilt

∫

Rn+1

u dλn+1 =

∫ ∞

0

∫

∂Br

u(p) dωr(p) dr =

∫ ∞

0

∫

Sn

rnu(rξ) dω(ξ) dr .

Beweis: Sei f : U → V ⊂ Sn eine lokale Parametrisierung, und C(V ) =
{rξ

∣∣ ξ ∈ V, r > 0} der Kegel über V . Betrachte den Diffeomorphismus ϕ :
(0,∞) × U → C(V ), ϕ(r, x) = rf(x), mit induzierter Metrik

Dϕ⊤(r, x)Dϕ(r, x) =

(
1 0
0 r2g(x)

)
, wobei gij = 〈∂if, ∂jf〉 für 1 ≤ i, j ≤ n .

Ist E = f(A) für λn-messbares A ⊂ U und C(E) der Kegel über E, so folgt
aus dem Transformationssatz, dem Satz von Fubini und der Definition des
Oberflächenintegrals

∫

C(E)

u dλn+1 =

∫

(0,∞)×A

u
(
rf(x)

)
rn
√

det g(x) dλn+1(r, x)

=

∫ ∞

0

rn

∫

A

u
(
rf(x)

)√
det g(x) dx dr

=

∫ ∞

0

rn

∫

E

u(rξ) dω(ξ) dr

=

∫ ∞

0

∫

{rξ | ξ∈E}

u(p) dωr(p) dr ,

wobei zuletzt Lemma 13.22 benutzt wurde. Wähle nun eine Zerlegung
Sn =

⋃N
j=1Ej mit Ej ⊂ Vj , wobei fj : Uj → Vj lokale Parametrisierung.

Durch Addition folgt die Behauptung.

13.24 Beispiel. Mit u = χB1(0) folgt für den Flächeninhalt ωn der n-
dimensionalen Sphäre

αn+1 = λn+1(B1(0)) =

∫ 1

0

ωr(∂Br) dr =

∫ 1

0

ωnr
n dr =

ωn

n+ 1
,

also zum Beispiel ω1 = 2π, ω2 = 4π und ω3 = 2π2, vgl. Beispiel 10.17.
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2.14 Der Integralsatz von Gauß

In diesem Abschnitt beweisen wir den Integralsatz von Gauß, die mehrdimen-
sionale Verallgemeinerung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrech-
nung. Aussage des Satzes ist, unter geeigneten technischen Voraussetzungen,
die Formel ∫

Ω

divX dλn =

∫

∂Ω

〈X, ν〉 dω .

Dabei ist X ein Vektorfeld und ν die äußere Einheitsnormale auf dem Rand
des Gebiets Ω im Rn.

Zuerst behandeln wir heuristisch den einfachen Fall, dass das zugrundelie-
gende Gebiet ein n-dimensionaler Quader Q ist, das heißt Q = (a1, b1)× . . .×
(an, bn). Die äußere Einheitsnormale sollte außerhalb der niederdimensiona-
len Kanten wie folgt gegeben sein:

ν(x) =

{
−ei für x ∈ ∂Q mit xi = ai

ei für x ∈ ∂Q mit xi = bi.

Wir setzen Qi = (a1, b1) × . . . × (̂ai, bi) × . . . × (an, bn) ⊂ Rn−1, wobei das
Dach bedeutet, dass der Term wegzulassen ist. Für ein hinreichend glattes
Vektorfeld X : Q → Rn berechnen wir dann mit dem Satz von Fubini und
dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

∫

Q

divX dλn =

n∑

i=1

∫

Q

∂iXi dλ
n

=
n∑

i=1

∫

Qi

∫ bi

ai

∂iXi(x) dxi dx1 . . . d̂xi . . . dxn

=

n∑

i=1

∫

Qi

Xi(x1, . . . , bi, . . . , xn) dx1 . . . d̂xi . . . dxn

−
n∑

i=1

∫

Qi

Xi(x1, . . . , ai, . . . , xn) dx1 . . . d̂xi . . . dxn

=

n∑

i=1

∫

{x∈∂Q | xi=bi}

〈X(x), ei〉 dω(x)

−
n∑

i=1

∫

{x∈∂Q | xi=ai}

〈X(x), ei〉 dω(x)

=

∫

∂Q

〈X, ν〉 dω .

Aber wir wollen natürlich die Aussage nicht nur für Quader zur Verfügung
haben. Eine geeignete Klasse von Gebieten wird wie folgt definiert.
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14.1 Definition. Eine offene Menge Ω ⊂ Rn hat einen C1-Rand, wenn es zu
jedem p ∈ ∂Ω eine offene Menge U ⊂ Rn−1, ein offenes Intervall I ⊂ R und
eine C1-Funktion u : U → I gibt so, dass nach geeigneter Umnummerierung
der Koordinaten gilt:

Ω ∩ (U × I) = {(x, y) ∈ U × I
∣∣ y < u(x)} .

Anschaulich hat eine Menge C1-Rand, wenn ihr Rand eine (n − 1)-
dimensionale Untermannigfaltigkeit ist, und die Menge lokal auf einer Seite
des Randes liegt. Dies wird in folgendem Lemma präzisiert.

14.2 Lemma. Für eine offene Menge Ω ⊂ Rn mit C1-Rand gilt:

∂Ω ∩ (U × I) = {(x, y) ∈ U × I
∣∣ y = u(x)} ,

(Rn \Ω) ∩ (U × I) = {(x, y) ∈ U × I
∣∣ y > u(x)} .

Insbesondere ist ∂Ω eine (n− 1)-dimensionale C1-Untermannigfaltigkeit von
Rn nach dem Graphenkriterium in Satz 13.8.

Beweis: Mit der Funktion F : U × I → R, F (x, y) = y − u(x), gilt
nach Voraussetzung Ω ∩ (U × I) = {F < 0}. Aus der Stetigkeit von F folgt
∂Ω ∩ (U × I) ⊂ {F = 0}. Ist andererseits F (x, y) = 0, so folgt für ε > 0
hinreichend klein (x, y − ε) ∈ U × I und

F (x, y − ε) = F (x, y) − ε < 0 .

Dies zeigt (x, y) ∈ Ω, und wegen (x, y) /∈ Ω folgt (x, y) ∈ ∂Ω∩(U×I). Damit
ist die erste Behauptung bewiesen, und die zweite folgt wegen Ω = Ω ∪ ∂Ω.

14.3 Beispiel. Der Halbraum Hn = Rn−1 × (−∞, 0) hat C1-Rand, denn in
Definition 14.1 können wir für alle p ∈ ∂Hn wählen u : Rn−1 → R, u(x) ≡ 0.
Dagegen hat Ω = {x ∈ Rn

∣∣xn 6= 0} keinen C1-Rand, obwohl der Rand
∂Ω = Rn−1 × {0} eine (n− 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit ist. Denn
für eine lokale Beschreibung als Subgraph wie in Definition 14.1 würde mit
Lemma 14.2 folgen:

{(x, y) ∈ U × I : y > u(x)} = (Rn \Ω) ∩ (U × I) = ∅ ,

ein Widerspruch, da I offen und u(x) ∈ I für x ∈ U ist.

Zur Formulierung des Satzes von Gauß benötigen wir noch einige Begriffe.

14.4 Lemma (Definition der äußeren Normale). Sei Ω ⊂ Rn offen
mit C1-Rand. Dann gibt es zu p ∈ ∂Ω genau einen Vektor ν(p) ∈ Rn mit
folgenden Eigenschaften:

(i) ν(p) ⊥ Tp(∂Ω) und |ν(p)| = 1,

(ii) p+ tν(p) /∈ Ω für t > 0 hinreichend klein.
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Das Vektorfeld ν : ∂Ω → Rn, p 7→ ν(p), ist stetig und heißt äußere Normale
von Ω.

Beweis: Wähle zu p ∈ ∂Ω, nach eventueller Umnummerierung der Ko-
ordinaten, eine Darstellung Ω ∩ (U × I) = {(x, y) ∈ U × I

∣∣ y < u(x)}. Wir
zeigen die Existenz und Eindeutigkeit der äußeren Normalen gleich für alle
q ∈ ∂Ω ∩W mit W = U × I. Nach Lemma 14.2 ist die Graphendarstellung
f : U → Rn, f(x) = (x, u(x)), eine lokale Parametrisierung von ∂Ω. Nach
dem Beweis von Folgerung 13.17 besitzt Tq(∂Ω) also für q = (x, u(x)) die
Basis

(ei, ∂iu(x)) =
d

dt
(x+ tei, u(x+ tei))

∣∣
t=0

, i = 1, . . . , n− 1 .

Definiere auf ∂Ω ∩W das Vektorfeld

ν(q) =
(−Du(x), 1)⊤√

1 + |Du(x)|2
für q = (x, u(x)) . (14.5)

Damit hat ν(q) die Eigenschaft (i). Weiter gilt q + tν(q) = ((x(t), y(t)) mit

x(t) = x− t
Du(x)⊤√

1 + |Du(x)|2
und y(t) = u(x) + t

1√
1 + |Du(x)|2

.

Daraus folgt

d

dt
(y(t) − u(x(t))

∣∣
t=0

=
√

1 + |Du(x)|2 > 0 . (14.6)

Also gilt q + t ν(q) /∈ Ω für t > 0 hinreichend klein nach Lemma 14.2. Damit
ist für jedes q ∈ ∂Ω ∩W ein Vektor ν(q) mit den gewünschten Eigenschaften
bestimmt, der außerdem stetig von q ∈ ∂Ω ∩W abhängt.

Jetzt zeigen wir die Eindeutigkeit. Hat ν ∈ Rn die Eigenschaft (i) im Punkt
q, so folgt ν = ±ν(q) mit ν(q) wie in (14.5). Aber nach (14.6) und Lemma
14.2 gilt q − tν(q) ∈ Ω für t > 0 hinreichend klein, also wird das Vorzeichen
durch (ii) bestimmt.

14.7 Definition (C1(Ω)-Raum). Für Ω ⊂ Rn bezeichnen wir mit C1(Ω)
den Unterraum aller Funktionen f ∈ C1(Ω), für die f und das Differential
Df stetige Fortsetzungen auf Ω besitzen. Es ist dabei üblich, die Fortsetzung
von f wieder mit f zu bezeichnen.

Wir zeigen nun eine lokale Fassung des Satzes von Gauß, die den Kern des
Beweises ausmacht.

14.8 Lemma. Sei Ω = {(x, y) ∈ U × I
∣∣ y < u(x)}, wobei U ⊂ Rn−1 offen,

I = (a, b) ⊂ R und u ∈ C1(U, I) mit u(U) ⊂ (a, b). Hat das Vektorfeld
X ∈ C1(Ω,Rn) kompakten Träger in U × I, so gilt

∫

Ω

divX dλn =

∫

∂Ω

〈X, ν〉 dω .
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Beweis: Da X(x, a) = 0 für alle x ∈ U , folgt mit Fubini

∫

Ω

∂yXn dλ
n =

∫

U

∫ u(x)

a

∂yXn(x, y) dy dλn−1(x)

=

∫

U

Xn

(
x, u(x)

)
dλn−1(x) .

(14.9)

Weiter behaupten wir für i = 1, . . . , n− 1

∫

Ω

∂iXi dλ
n = −

∫

U

Xi

(
x, u(x)

)
∂iu(x) dλ

n−1(x) . (14.10)

Aus (14.9) und (14.10) folgt das Lemma, denn wir haben

∫

Ω

divX dλn = −
n−1∑

i=1

∫

U

Xi

(
x, u(x)

)
∂iu(x) dx+

∫

U

Xn

(
x, u(x)

)
dλn−1(x)

=

∫

U

〈
X(x, u(x)),

(−Du(x), 1)⊤√
1 + |Du(x)|2

〉√
1 + |Du(x)|2 dλn−1(x)

=

∫

∂Ω

〈X, ν〉 dω .

Dabei haben wir im letzten Schritt Formel (13.21) zur Berechnung des Ober-
flächenintegrals, Formel (13.7) für die Jacobische von Graphen und Formel
(14.5) für die äußere Normale benutzt. Um Gleichung (14.10) zu verifizieren,
wählen wir eine Abschneidefunktion η ∈ C∞(R) mit η(t) = 1 für t ≤ −2 und
η(t) = 0 für t ≥ −1, und setzen ηε(t) = η(t/ε). Es folgt ηε(y − u(x)) = 0 für
y ≥ u(x) − ε und

lim
εց0

ηε

(
y − u(x)

)
) =

{
1 falls y < u(x) ,

0 sonst .

Mit zweimaliger partieller Integration (Satz 10.20) sehen wir für i = 1, . . . , n− 1

∫

Ω

∂iXi(x, y)ηε(y − u(x)) dλn(x, y)

=

∫

Ω

Xi(x, y)η
′
ε(y − u(x))∂iu(x) dλ

n(x, y)

= −
∫

Ω

∂yXi(x, y)ηε(y − u(x))∂iu(x) dλ
n(x, y) .

Da die beteiligten Funktionen beschränkt sind, folgt mit dem Satz von Le-
besgue für εց 0
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∫

Ω

∂iXi dλ
n = −

∫

Ω

∂yXi(x, y)∂iu(x)dλ
n(x, y)

= −
∫

U

(∫ u(x)

a

∂yXi(x, y) dy

)
∂iu(x) dλ

n−1(x)

= −
∫

U

Xi(x, u(x))∂iu(x) dλ
n−1(x) .

Das ist (14.10), also ist das Lemma bewiesen.

Wir müssen schließlich das Resultat globalisieren. Das entscheidende Hilfs-
mittel ist dabei eine sogenannte Zerlegung der Eins.

14.11 Lemma (Zerlegung der Eins). Sei Wλ, λ ∈ Λ, eine offene Über-
deckung der kompakten Menge K ⊂ Rn. Dann gibt es eine endliche Familie
von Funktionen χj ∈ C∞

0 (Rn), 1 ≤ j ≤ N , so dass gilt:

(i)
∑N

j=1 χj(x) = 1 für alle x ∈ K.

(ii) Für jedes j ∈ {1, . . . , N} gibt es ein λ = λ(j) mit sptχj ⊂Wλ.

Beweis: Zu x ∈ K wähle λ(x) ∈ Λ mit x ∈Wλ(x), und dann r(x) > 0 mit

B2r(x)(x) ⊂ Wλ(x). Endlich viele Kugeln Br(xj)(xj), 1 ≤ j ≤ N , überdecken
K. Wähle χ̃j ∈ C∞

0 (Rn) mit

χ̃j =

{
1 auf Br(xj)(xj) ,

0 auf Rn \B2r(xj)(xj) .

Dann ist spt χ̃j ⊂ Wλ(xj) und
∑N

j=1 χ̃j(x) ≥ 1 für alle x ∈ K. Also können
wir setzen:

χj = χ̃j/
N∑

j=1

χ̃j .

14.12 Satz (Integralsatz von Gauß). Sei Ω ⊂ Rn eine offene, beschränkte
Menge mit C1-Rand und äußerer Normale ν : ∂Ω → Rn. Dann gilt für ein
Vektorfeld X ∈ C1(Ω,Rn)

∫

Ω

divX dλn =

∫

∂Ω

〈X, ν〉 dω .

Beweis: Wähle zu jedem p ∈ ∂Ω eine Umgebung Wp = U × I, in der
Ω bezüglich geeigneter Koordinaten als Subgraph dargestellt ist. Für p ∈ Ω
setze einfachWp = Ω. Die MengenWp bilden eine offene Überdeckung von Ω.
Wähle mit Lemma 14.11 eine untergeordnete Zerlegung der Eins χ1, . . . , χN ∈
C∞

0 (Rn). Liegt sptχj in einer Randumgebung, so folgt aus Lemma 14.8

∫

Ω

div (χjX) dλn =

∫

∂Ω

〈χjX, ν〉 dω .
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Ist sptχj ⊂Wp = Ω, so folgt einfach mit partieller Integration (Satz 10.20)

∫

Ω

div (χjX) dλn = 0 =

∫

∂Ω

〈χjX, ν〉 dω .

Durch Addition erhalten wir wie gewünscht

∫

Ω

divX dλn =
N∑

j=1

∫

Ω

div (χjX) dλn =
N∑

j=1

∫

∂Ω

〈χjX, ν〉 dω

=

∫

∂Ω

〈X, ν〉 dω .

Der Satz von Gauß wird oft für Gebiete benötigt, die nicht C1-Rand ha-
ben, zum Beispiel Polyeder. Der gegebene Beweis kann auf Gebiete ausge-
dehnt werden, deren Rand lokal ein Lipschitzgraph ist (vgl. H.W. Alt, Lineare
Funktionalanalysis).

14.13 Folgerung (Greensche Formeln). Sei Ω ⊂ Rn offen und be-
schränkt mit C1-Rand. Dann gilt für u ∈ C1(Ω) und v ∈ C2(Ω)

∫

Ω

u∆v + 〈gradu, grad v〉 dλn =

∫

∂Ω

u
∂v

∂ν
dω .

Weiter folgt für u.v ∈ C2(Ω)

∫

Ω

u∆v − v∆udλn =

∫

∂Ω

u
∂v

∂ν
− v

∂u

∂ν
dω .

Beweis: Die erste Aussage folgt aus dem Satz von Gauß wegen
div (u grad v) = 〈gradu, grad v〉 + u∆v. Die zweite Aussage ergibt sich aus
der ersten durch Vertauschen von u und v.

2.15 Faltungen

Die Faltung ordnet zwei gegebenen Funktionen eine dritte Funktion durch
gewichtete Mittelung zu. Dieses Verfahren kann unter anderem dazu benutzt
werden, gegebene Funktionen zu regularisieren bzw. zu glätten.

In diesem Kapitel haben wir es ausschließlich mit dem n-dimensionalen
Lebesguemaß zu tun, und wir schreiben statt dλn(x) stets einfach dx.

15.1 Lemma. Sei τh : Rn → Rn, τh(x) = x+h die Translation um h ∈ Rn.
Für f ∈ Lp(Rn) mit 1 ≤ p <∞ gelten folgende Aussagen:

(i) f ◦ τh ∈ Lp(Rn) und ‖f ◦ τh‖p = ‖f‖p.

(ii) ‖f ◦ τh − f‖p → 0 für h→ 0.
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Beweis: Aussage (i) folgt aus dem Transformationssatz (Satz 12.4). Wir
zeigen (ii) zunächst unter der Annahme f ∈ C0

0 (Rn). Dann gilt ωf (δ) :=
sup|x−y|<δ |f(x) − f(y)| ց 0 für δ ց 0, und es folgt

‖f ◦ τh − f‖C0(Rn) = sup
x∈Rn

|f(x+ h) − f(x)| ≤ ωf (|h|) → 0 mit h→ 0.

Wähle R > 0 mit spt f ⊂ BR(0). Wegen spt f ◦ τh ⊂ BR+1(0) für |h| < 1
folgt

‖f ◦ τh − f‖p ≤ ‖f ◦ τh − f‖C0(Rn) λ
n(BR+1(0))

1
p → 0 mit h→ 0.

Sei nun f ∈ Lp(Rn) beliebig. Nach Satz 9.17 ist C0
0 (Rn) dicht in Lp(Rn), also

gibt es zu ε > 0 ein fε ∈ C0
0 (Rn) mit ‖f − fε‖Lp < ε/2, und es folgt mit

Aussage (i)

‖f ◦ τh − f‖p ≤ ‖(f − fε) ◦ τh‖p + ‖fε ◦ τh − fε‖p + ‖fε − f‖p

< ‖fε ◦ τh − fε‖p + ε .

Also gilt lim suph→0 ‖f ◦ τh − f‖p ≤ ε, und mit εց 0 folgt Behauptung (ii).

15.2 Satz (Definition der Faltung). Sei f ∈ Lp(Rn) mit 1 ≤ p < ∞
und g ∈ L1(Rn). Die Faltung von f mit g ist die λn-fast-überall definierte
Funktion

f ∗ g : Rn → R, (f ∗ g)(x) =

∫

Rn

f(x− y)g(y) dy.

Es gilt f ∗ g ∈ Lp(Rn) sowie ‖f ∗ g‖Lp ≤ ‖f‖p ‖g‖1.

Beweis: Die Funktion F : Rn × Rn → R, F (x, y) = f(x − y)g(y) ist
messbar bezüglich λ2n = λn × λn. Denn f0(x, y) = f(x) und g0(x, y) = g(y)
sind λ2n-messbar, und wegen f(x−y) = (f0◦T )(x, y) mit T (x, y) = (x−y, y)
ist (x, y) 7→ f(x− y) ebenfalls λ2n-messbar nach dem Beweis von Satz 6.17.
Wir zeigen die Behauptung zunächst für f, g ≥ 0. Nach dem Satz von Fubini,
Satz 10.16, ist die Funktion (f ∗g)(x) =

∫
Rn F (x, y) dy für λn-fast-alle x ∈ Rn

definiert und λn-messbar. Weiter folgt mit der Hölderschen Ungleichung und
dem Satz von Fubini

‖f ∗ g‖p
p =

∫

Rn

(∫

Rn

f(x− y)g(y)
1
p g(y)

p−1
p dy

)p

dx

≤
∫

Rn

(∫

Rn

f(x− y)pg(y) dy

) (∫
g(y) dy

)p−1

dx

=

(∫

Rn

∫

Rn

f(x− y)pg(y) dx dy

) (∫
g(y) dy

)p−1

= ‖f‖p
p ‖g‖p

1 <∞ .
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Für allgemeine f ∈ Lp(Rn), g ∈ L1(Rn) folgt durch Zerlegung in f± bzw.
g±, dass die Funktion f ∗ g für λn-fast-alle x ∈ Rn definiert und endlich ist,
sowie λn-messbar. Der Satz ergibt sich nun aus dem Fall f, g ≥ 0 und der
Abschätzung

‖f ∗ g‖p
p ≤

∫

Rn

(∫

Rn

|f(x− y)| |g(y)| dy
)p

dx ≤ ‖f‖p
p ‖g‖p

1 .

Die Faltung ist kommutativ, denn mit der Substitution x− y = z folgt

(f ∗ g)(x) =

∫

Rn

f(x− y)g(y) dy =

∫

Rn

f(z)g(x− z) dz = (g ∗ f)(x). (15.3)

15.4 Satz (Approximation durch Faltung). Sei η ∈ L1(Rn) derart,
dass

∫
Rn η dx = 1. Für ̺ > 0 sei η̺(x) := ̺−n η(x

̺ ). Für f ∈ Lp(Rn) mit

p ∈ [1,∞) ist dann auch f ∗ η̺ ∈ Lp(Rn), es gilt ‖f ∗ η̺‖p ≤ ‖f‖p ‖η‖1 und

f ∗ η̺ → f in Lp(Rn) .

δ

0

ηρ für ρ << 1

η 1

R
n

I

Beweis: Durch Substitution sieht man ‖η̺‖1 = ‖η‖1, daher gilt f ∗ η̺ ∈
Lp(Rn) und ‖f ∗ η̺‖p ≤ ‖f‖p ‖η‖1 nach Satz 15.2. Weiter folgt mit der
Substitution y = ̺z

(f ∗ η̺)(x) =

∫

Rn

f(x− y)η̺(y) dy =

∫

Rn

f(x− ̺z)η(z) dz.

Aus der Definition der Faltung folgt
∫

Rn

|(f ∗ η̺)(x) − f(x)|p dx

=

∫

Rn

∣∣
∫

Rn

(
f(x− ̺z) − f(x)

)
η(z) dz

∣∣p dx

≤
∫

Rn

(∫

Rn

|f(x− ̺z) − f(x)| |η(z)| 1p |η(z)| p−1
p dz

)p

dx =: I .

Den letzten Term I schätzen wir nun mit der Hölderschen Ungleichung und
dem Satz von Fubini wie folgt ab:
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I ≤ ‖η‖p−1
1

∫

Rn

∫

Rn

|f(x− ̺z) − f(x)|p |η(z)| dz dx

= ‖η‖p−1
1

∫

Rn

|η(z)|
∫

Rn

|f(x− ̺z) − f(x)|p dx dz

= ‖η‖p−1
1

∫

Rn

|η(z)| ‖f ◦ τ−̺z − f‖p
p dz .

Im letzten Integral geht der Integrand punktweise gegen Null mit ̺→ 0 nach
Lemma 15.1(ii). Außerdem gilt die Abschätzung

|η(z)| ‖f ◦ τ−̺z − f‖p
p ≤ 2p ‖f‖p

p |η(z)| ∈ L1(Rn) .

Also konvergiert das Integral gegen Null nach dem Satz über majorisierte
Konvergenz.

Wir kommen nun zur Glättung von Lp-Funktionen und erinnern dazu an
die Multiindexnotation für Ableitungen von Funktionen im Rn. Für α =
(α1, . . . , αn) ∈ Nn

0 setzt man

|α| = α1 + . . .+ αn und Dα = ∂α1
1 . . . ∂αn

n .

15.5 Satz (Glättung). Sei η ∈ Ck(Rn) mit ‖Dαη‖C0(Rn) ≤ K für |α| ≤ k.

Für f ∈ L1(Rn) ist dann f ∗ η ∈ Ck(Rn) und es gilt

Dα(f ∗ η) = f ∗ (Dαη), insbesondere ‖Dα(f ∗ η)‖C0(Rn) ≤ K ‖f‖1 .

Beweis: Nach der Substitution z = x− y haben wir

(f ∗ η)(x) =

∫

Rn

F (x, z) dz mit F (x, z) = f(z)η(x− z) .

Im Fall k = 0 gilt F (x, ·) ∈ L1(Rn) für alle x ∈ Rn, die Funktion F (·, z) ist
stetig für λn-fast-alle z ∈ Rn und wir haben die Abschätzung

sup
x∈Rn

|F (x, z)| ≤ K |f(z)| ∈ L1(Rn) .

Also ist η ∗ f stetig nach Lemma 8.10 und es gilt ‖f ∗ η‖C0(Rn) ≤ K ‖f‖1. Im
Fall k = 1 gilt F (·, z) ∈ C1(Rn) für λn-fast-alle z ∈ Rn sowie

sup
x∈Rn

∣∣∣ ∂F
∂xj

(x, z)
∣∣∣ ≤ K |f(z)| ∈ L1(Rn).

Aus Satz 8.11 folgt f ∗ η ∈ C1(Rn) und ∂j(f ∗ η) =
∫

Rn f(z)∂jη(x− z) dz =
(f ∗ ∂jη)(z), insbesondere gilt die Abschätzung ‖∂j(f ∗ η)‖C0(Rn) ≤ K ‖f‖1.
Die Aussage für eine Ableitung Dα mit Ordnung |α| ≤ k ergibt sich in offen-
sichtlicher Weise durch Induktion.

Mit dem Verfahren der Glättung lässt sich das Dichteresultat aus Satz 9.17
verschärfen.
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15.6 Folgerung (Dichtheit von C∞
0 (Ω) in Lp(Ω)). Sei Ω ⊂ Rn offen

und 1 ≤ p < ∞. Dann gibt es zu f ∈ Lp(Ω) eine Folge fk ∈ C∞
0 (Ω) mit

‖f − fk‖Lp(Ω) → 0.

Beweis: Wegen Satz 9.17 können wir f ∈ C0
0 (Ω) annehmen. Wähle eine

Funktion η ∈ C∞
0 (Rn) mit η ≥ 0,

∫
η dx = 1 und spt η ⊂ B1(0). Mit η̺(x) =

̺−nη(x
̺ ) gilt dann f ∗ η̺ ∈ C∞(Rn) nach Satz 15.5 und f ∗ η̺ → f in

Lp(Rn) nach Satz 15.4. Es bleibt nur noch zu prüfen, dass spt f ∗η̺ kompakte
Teilmenge von Ω ist für ̺ > 0 hinreichend klein. Aber für dist(x, spt f) > ̺
gilt (f ∗ η̺)(x) = 0, denn für |y| ≥ ̺ ist η̺(y) = ̺−nη(y

̺ ) = 0 und für |y| ≤ ̺

gilt f(x− y) = 0. Damit ist die Folgerung bewiesen.

Das folgende Argument spielt unter anderem in der Theorie partieller Dif-
ferentialgleichungen eine Rolle. Es ist dabei nützlich, die Aussage mit lokal
integrierbaren Funktionen zu formulieren.

15.7 Definition. Sei Ω ⊂ Rn offen und 1 ≤ p ≤ ∞. Die messbare Funktion
f : Ω → R liegt in Lp

loc(Ω), falls χKf ∈ Lp(Ω) ist für alle kompakten Mengen
K ⊂ Ω.

15.8 Folgerung (Fundamentallemma der Variationsrechnung). Sei
Ω ⊂ Rn offen. Für die Funktion f ∈ L1

loc(Ω) gelte
∫

Ω

fϕ dx ≥ 0 für alle ϕ ∈ C∞
0 (Ω) mit ϕ ≥ 0 .

Dann folgt f(x) ≥ 0 für λn-fast-alle x ∈ Ω.

Beweis: Zu zeigen ist, dass E = {x ∈ Ω
∣∣ f(x) < 0} eine Nullmenge ist.

Nach Satz 6.8 gilt

λn(E) = sup{λn(K)
∣∣K ⊂ E kompakt} .

Sei K ⊂ E kompakt und sei η ∈ C∞(Rn) mit η ≥ 0, spt η ⊂ B1(0) und∫
η dx = 1. Dann folgt η̺ ∗ χK → χK in L1(Rn), und nach Folgerung 9.11

gilt für eine Teilfolge η̺i
∗ χK → χK punktweise λn-fast-überall. Wegen

‖η̺i
∗ χK‖∞ ≤ 1 liefert der Konvergenzsatz von Lebesgue

0 ≤ lim
i→∞

∫

Rn

f (η̺i
∗ χK) dx =

∫

Rn

fχK dx .

Aber nach Annahme gilt f < 0 auf K, also folgt λn(K) = 0 und damit
λn({f < 0}) = 0.

15.9 Beispiel. Es gibt keine Funktion η ∈ L1(Rn) mit f ∗ η = f für alle
f ∈ C∞

0 (Rn). Denn sonst folgt zum Beispiel in x = 0
∫

Rn

f(−y)η(y) dy = f(0) für alle f ∈ C∞
0 (Rn) ,

und Folgerung 15.8 impliziert η = 0 fast überall, ein Widerspruch.


