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Aufgabe 35 5 Punkte

Sei 1 ≤ p < ∞ und fn, f ∈ Lp mit fn → f in Lp. Zeigen Sie, dass für alle
ε > 0 ein δ > 0 und ein E ∈ A mit µ(E) < ∞ existiert derart, dass

(a) Für alle A ∈ A mit µ(A) < δ gilt sup
n∈N

∫

A

|fn|p dµ < ε.

(b) Es gilt sup
n∈N

∫

X\E

|fn|p dµ < ε.

Aufgabe 36 5 Punkte

Wir definieren

Zylinder: Z := {(x, z) ∈ R2 × R| z ∈ [0, 1], |x| ≤ 1},
Kegel : K := {(x, z) ∈ R2 × R| z ∈ [0, 1], |x| ≤ 1 − |z|},
Halbkugel : H := {(x, z) ∈ R2 × R| z ∈ [0, 1], |x| ≤

√
1 − z2}.

Berechnen Sie das 3-dimensionale Volumen von H, Z und K im Vergleich
zum 2-dimensionalen Volumen der 2-dimensionalen Einheitskugel.

Definition: Ein normierter Raum (X, ‖·‖) heisst separabel, falls es eine
abzählbare, dichte Teilmenge gibt,

Definition: Sei (X,A, µ) ein Maßraum. Dann heißt µ separabel, falls es Men-
gen Ei ∈ A für i ∈ N mit den folgenden Eigenschaften gibt:

(a) µ(Ei) < ∞ für i ∈ N.

(b) Für jedes E ∈ A mit µ(E) < ∞ und ε > 0 gibt es ein i ∈ N derart,
dass µ(E△Ei) < ε.

Aufgabe 37 5 Punkte

Sei (X,A, µ) ein Maßraum und µ separabel. Zeigen Sie, dass L1(µ) separabel
ist.
Tipp: Sei S0 die Menge der Funktionen der Form

∑N

i=1
αiχEi

mit N ∈ N und
αi ∈ Q und Ei wie in der Definition. Zeigen Sie, dass S0 dicht in der Menge
S der Funktionen der Form

∑N

i=1
siχAi

mit N ∈ N, si ∈ Q, Ai ∈ A und
µ(Ai) < ∞ ist. Nutzen Sie |χA − χB| ≤ |χA△B|.

Aufgabe 38 5 Punkte

Zeigen Sie, dass λn separabel ist. Folgern Sie, dass L1(Ω) für jede offene
Menge Ω ⊂ Rn separabel ist.
Tipp: Approximieren Sie zunächst die offenen Menge durch geeignete Quader.


