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Aufgabe 35 5 Punkte

Sei D ⊂ R2 das von (0, 0), (1, 0) und (0, 1) aufgespannte Dreieck und sei
g : R→ R eine stetige Funktion. Zeigen Sie mit Hilfe des Satzes von Fubini,
dass ∫

D

g(x+ y) dλ2(x, y) =

1∫
0

g(t)t dt.

Aufgabe 36 15 Punkte

Sei Ω ⊂ Rn eine offene Menge und p, q ∈ [1,∞). Sei f : Ω× R→ R derart,
dass

f(·, η) : x 7→ f(x, η) ist messbar auf Ω für alle η ∈ R,

f(x, ·) : η 7→ f(x, η) ist stetig auf R für fast alle x ∈ Ω.

Es gebe eine Funktion a ∈ Lq(Ω) und ein b > 0 so, dass für fast alle x ∈ Ω
und alle η ∈ R

|f(x, η)| ≤ |a(x)|+ b |η|p/q.

Für u ∈ Lp(Ω) definieren wir (Fu)(x) := f(x, u(x)). Ziel dieser Aufgabe ist
es zu zeigen, dass F eine stetige Abbildung von Lp(Ω) nach Lq(Ω) ist und
für ein c > 0 und alle u ∈ Lp(Ω) gilt

‖Fu‖Lq(Ω) ≤ c
(
‖a‖Lq(Ω) + ‖u‖Lp(Ω)

)
. (36.1)

Diese Aussage unterteilen wir in mehrere Schritte

(a) Messbarkeit:
Zeigen Sie, dass F (u) für alle u ∈ Lp(Ω) λn-messbar ist.
Tipp: Approximieren Sie durch Treppenfunktionen.

(b) Beschränktheit:
Zeigen Sie, dass für alle u ∈ Lp(Ω) die Abschätzung (36.1) gilt.
Tipp: Nutzen Sie die Hölderabschätzung und die Äquivalenz der Nor-
men auf R2.

(c) Stetigkeit:
Zeigen Sie, dass F stetig von Lp(Ω) nach Lq(Ω) ist.
Tipp: Sei un → u in Lp(Ω). Zeigen Sie zunächst Konvergenz von
F (un) → F (u) in Lq(Ω) für eine geeignete Teilfolge unk

: Zeigen Sie
f(·, unk

) → f(·, u) fast überall. Benutzen Sie nun Aufgabe 29 und die
Wachstumsbedingungen von f . Zeigen Sie, dass auch für die ganze Fol-
ge F (un)→ F (u) in Lq(Ω) gilt.


