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Aufgabe 12 4 Punkte

Sei A ⊂ R abzählbar. Zeigen Sie, dass A eine µ-Nullmenge ist, wobei µ das
im Satz 3.7 mithilfe des Elementarinhalts in R konstruierte äußere Maß ist.

Aufgabe 13 4 Punkte

Sei E ⊂ P(X) nicht-leer, durchschnittsstabil und vereinigungsstabil. Definie-
re

H :=
{
A \B

∣∣A,B ∈ E}.
Zeigen Sie, dass H ein Halbring ist.

Aufgabe 14 4 Punkte

Sei (µn)n eine isotone Folge von Prämaßen auf einem Ring R, d.h. µn(A) ≤
µn+1(A) für alle A ∈ R und alle n ∈ N. Zeigen Sie, dass µ∞(A) := lim

n→∞
µn(A)

ein Prämaß auf R definiert.

Aufgabe 15 8 Punkte

Sei J := {(a, b]
∣∣ a, b ∈ R, a ≤ b} der Halbring der links-offenen, rechts-abge-

schlossenen Intervalle.

(a) Sei F : R → R eine wachsende1 Funktion. Zeigen Sie, dass durch
µF ((a, b]) := F (b)− F (a) ein endlicher Inhalt auf J definiert wird.

(b) Seien F,G : R→ R wachsende Funktionen. Zeigen Sie, dass µF = µG
genau dann, wenn F −G konstant ist.

(c) Sei µ ein endlicher Inhalt of J und definiere Fµ : R→ R durch

Fµ(x) :=

{
µ
(
(0, x]

)
für x ≥ 0,

−µ(
(
x, 0]

)
für x < 0.

Zeigen Sie, dass Fµ wachsend ist und µFµ = µ gilt.

(d) Sei F : R→ R wachsend. Zeigen Sie F = FµF + F (0).

1Muss nicht strikt wachsend sein.


