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Definition: Sei (X,A) ein messbarer Raum. Eine Abbildung µ : A → R
heisst endliches, signiertes Maß auf A, falls µ(∅) = 0 und µ σ-additiv ist, d.h.
für paarweise disjunkte Mengen Aj ∈ A gilt µ(

⋃∞
j=1Aj) =

∑∞
j=1 µ(Aj). (Man

beachte, dass die Konvergenz der Reihe mit gefordert wird.) Eine Menge
P ∈ A heisst positiv (bzw. negativ), falls µ(A) ≥ 0 (bzw. µ(A) ≤ 0) für alle
A ∈ A mit A ⊂ P .

Aufgabe 16 2+2+2+1 Punkte

Sei (X,A) ein messbarer Raum und sei µ eine endliches, signiertes Maß aufA.
Zeigen Sie:

(a) Es gilt supA∈A µ(A) <∞ und infA∈A µ(A) > −∞.

(b) Sind Aj ∈ A paarweise disjunkt, so konvergiert
∑∞

j=1 µ(Aj) absolut.

(c) Ist Aj ∈ A mit Aj ↗ A, dann gilt limj→∞ µ(Aj) = µ(A).

(d) Ist Aj ∈ A mit Aj ↘ A, dann gilt limj→∞ µ(Aj) = µ(A).

Aufgabe 17 3+2+2+2 Punkte

Sei (X,A) ein messbarer Raum und sei µ eine endliches, signiertes Maß aufA.
Zeigen Sie:

(a) Für jedes A ∈ A und ε > 0 gibt es eine Menge B ∈ A mit B ⊂ A so,
dass µ(B) ≥ µ(A) und µ(M) > −ε für jede Menge M ∈ A mit M ⊂ B.

(b) Zu jedem A ∈ A gibt es eine positive Menge P ∈ A mit P ⊂ A und
µ(P ) ≥ µ(A).

(c) Es existiert eine disjunkte Zerlegung (Hahn-Zerlegung) X = P ∪N mit
P,N ∈ A in eine positive Menge P und eine negative Menge N . Dies
ist der sogenannte Hahn’sche-Zerlegungssatz.

(d) Sind X = P ∪N = P ′ ∪N ′ zwei Hahn-Zerlegungen mit positiven P, P ′

und negativen N,N ′, so gilt µ(P4P )′ = µ(N4N ′) = 0. Dies zeigt,
dass die Hahn-Zerlegung im gewissen Sinne eindeutig ist.

Aufgabe 18 4 Punkte

Sei (X,A) ein messbarer Raum. Zeigen Sie, dass µ genau dann ein endliches,
signiertes Maß auf A ist, wenn es endliche Maße µ+, µ− auf A gibt, mit
µ = µ+ − µ−. Tipp: Hahn’scher Zerlegungssatz Aufgabe 17 (c).


