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Abgabe: Montag, den 23. November, vor der Vorlesung

Definition: Sei (X,.A) ein messbarer Raum. Eine Abbildung ¢ : A — R
heisst endliches, signiertes Maf$ auf A, falls (@) = 0 und p o-additiv ist, d.h.
fiir paarweise disjunkte Mengen A; € A gilt u(U;Z, A;) = 272, u(A4;). (Man
beachte, dass die Konvergenz der Reihe mit gefordert wird.) Eine Menge
P € A heisst positiv (bzw. negativ), falls p(A) > 0 (bzw. p(A) < 0) fiir alle
Ae Amit AC P.

Aufgabe 16 2424241 Punkte

Sei (X, .A) ein messbarer Raum und sei p eine endliches, signiertes Maf auf A.
Zeigen Sie:

(a) Es gilt sup e 4 #1(A) < 0o und inf4e 4 u(A) > —o0.

in . € A paarweise disjunkt, so konvergiert » -~ ;) absolut.
b) Sind A4; € A d k ki j’il 1(A;) absol
(c) Ist A; € Amit A; A, dann gilt lim;_, u(A4;) = p(A).
(d) Ist A; € Amit A; \, A, dann gilt lim;_, (A4;) = p(A).

Aufgabe 17 3+2+24+2 Punkte

Sei (X, .A) ein messbarer Raum und sei p eine endliches, signiertes Maf auf A.
Zeigen Sie:

(a) Fir jedes A € A und £ > 0 gibt es eine Menge B € A mit B C A so,
dass u(B) > u(A) und u(M) > —e fiir jede Menge M € A mit M C B.

(b) Zu jedem A € A gibt es eine positive Menge P € A mit P C A und
u(P) = u(A).

(c) Es existiert eine disjunkte Zerlegung (Hahn-Zerlegung) X = PUN mit
P, N € A in eine positive Menge P und eine negative Menge N. Dies
ist der sogenannte Hahn’sche-Zerlegungssatz.

(d) Sind X = PUN = P'U N’ zwei Hahn-Zerlegungen mit positiven P, P’
und negativen N, N’, so gilt u(PAP) = p(NAN') = 0. Dies zeigt,
dass die Hahn-Zerlegung im gewissen Sinne eindeutig ist.

Aufgabe 18 4 Punkte
Sei (X, .A) ein messbarer Raum. Zeigen Sie, dass p genau dann ein endliches,
signiertes Maf§ auf A ist, wenn es endliche Mafie pu*, u~ auf A gibt, mit
= pt — p~. Tipp: Hahn’scher Zerlegungssatz Aufgabe 17 (c).



