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Abgabe: Montag, den 14. Dezember, vor der Vorlesung

Aufgabe 27 6 Punkte
Sei (X, A, i) ein MaBraum mit u(A) = 1. Sei ¢ € C*(R) konvex und f €

LY(1). Zeigen Sie, dass
© d o(f)d
(/x ! M) = /X (f) du

Dies ist die sogenannte Jensen’sche Ungleichung.
Tipp: Nutzen Sie p(y) > ¢(z) + ¢'(x)(y — x).

Aufgabe 28 3 Punkte

Sei (X, A,p) ein Mafiraum und seien f,, f € L'(u). Zeigen Sie, dass aus
fo— finL'(p), dh. [ |fu — fldp — 0, schon f, — fim MaB folgt. Folgern
Sie daraus, dass es eine Teilfolge gibt, die fast iiberall gegen f konvergiert.

Aufgabe 29 6 Punkte

Sei (X, A, 1) ein Mafiraum. Seien f,, und f p-messbar, so dass f,, fast iiberall
gegen f konvergiert. Weiterhin gebe es Funktionen h,,, h € £'(u) derart, dass
| fn] < h,, (fast iiberall) und h,, — h in £!(u). Zeigen Sie, dass fiir n — oo

[t flan—o  wd [ o [ fau

Dies ist eine verallgemeinerte Version der majorisierten Konvergenz.

Tipp: Zeigen Sie zunichst f,, f € L'(u). Zeigen Sie dann die Behauptung
fiir eine gute Teilfolge f,; indem Sie aus den h,; eine LY(p1)-Majorante kon-
struieren. Schliefen Sie dann auf die ganze Folge.

Definition: Sei (X, A, 1) ein Mafiraum. Den linearen Raum der p-messbaren,
p-fast iiberall endlichen Funktionen bezeichen wir mit £%(u). Fiir f,g €
L°(11) definieren wir die Aquivalenzrelation f ~ g, falls f = g p-fast iiberall.
Dadurch ergeben sich die Restklassen [f] := {g € L) | g ~ f} auf L%(u).
Sei LO(u) := L%(n)/ ~ der Raum der Restklassen.

Aufgabe 30 5 Punkte

Sei (X, A, u) ein MaBraum. Seien fi,g,h € L%(u) mit g < fr < h pu-
fast iiberall. Seien D, € A die Definitionsbereiche der f,. Auf dem ge-

meinsamen Definitionsbereich Do, := (\;—, Dy definieren wir punktweise
foo := liminfy .o fx. Zeigen Sie, dass foo € LO().
Ferner definieren wir liminfy, .o [fr] := [fs] € L°(1t). Zeigen Sie, dass dies

wohldefiniert ist, d.h. unabhéngig von der Wahl der Repréisentanten aus [f].



