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Die zweite Aussage folgt aus dem Transformationssatz, denn nach den Re-
chenregeln fiir die Determinante gilt

det g = det (DgoTDcp) = (det Dgp)2.
O

8.17 Beispiel (Polarkoordinaten im R?). Betrachte fiir U = (0,00) x
(0,7) x (0,27) und V = R3\{(z,0, 2) : # > 0} die Polarkoordinatenabbildung

0: U=V, o(rd,¢) = (rsindcosp, rsindsinp, rcosd).

Durch Bestimmung der Umkehrabbildung sieht man, dass ¢ diffeomorph ist.
Die Jacobimatrix von ¢ lautet

sind cos ¢ T cos? cosp —r sind sin @
Do(r,9,9) = | sind siny r cos? sing r sind cosp

cos v —r sin 0

Also ergibt sich fiir die induzierte Metrik

10 0
(gij(ra'l97<p))1gi7j§3 =10 r’ 0
0 0 r2sin®¥

Die Bogenlénge einer Kurve ¢ oy mit y(t) = (r(t), 9(t), ¢(t)) ist somit

Lipon) = / V@) + 2 (sin )2 ()2

Fiir das Lebesguemall von ¢(FE) fir E = [ry,rs] X [¥1,92] X [¢1, p2] ergibt
sich zum Beispiel

) ry U2 2
L2 (p(E)) = / / / r? sin 9 dpdddr
r1 JY91 Jor
Tg’ — TS

= Tl(cosﬂl —cos2)(p2 — p1)-

Allgemein wird durch Lemma 8.16 folgende Definition nahegelegt. Die Nota-
tion i betzeichnet dabei das Mafl mit Dichte 6, siehe Satz 6.3.

8.18 Definition (Riemannsches Volumen). Sei g eine Riemannsche Me-
trik der Klasse C° auf U. Dann heifit p, = L™ +/det g (Riemannsches) Maf
beziiglich g. Es gilt also

pg(E) = / \detgdL™  fir alle L™-messbaren E C U.
E
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Es ist nun interessant, dass auch die Differentialoperatoren Gradient, Diver-
genz und Laplace eine Riemannsche Verallgemeinerung besitzen.

8.19 Definition (Riemannsche Differentialoperatoren). Sei g eine
Riemannsche Metrz'k’ der Klasse C' auf U C R"™ mit Koeffizientenmatriz
(9ij)1<i,j<n, und (g" )1<”<n die dazu inverse Matriz. Dann sind Gradient,
Divergenz und Laplaceoperator bzgl. g wie folgt erkldrt:

grad, u = Z g (0ju) e; fiir u € CY(U),
ij=1
. - . 1 n
div, X = m;&(\/detg X;) fir X € CY(U,R™),
Ay u = divg grad, ! Z di(v/det g g"0;u)  fiir u € C*(U).

\/det

mzl

Natiirlich sind diese Definitionen noch erkldrungsbediirftig. Fiir z € U und
v e R"” gilt

g(w)(v,gradgu(x)) = Z Gij(x)v; grad u(x));

4,j=1
n
=Y giyl= Uzzg ) Opu(z
ij=1
n
= Z v; Opu(x) Zgij(x)gjk
ik=1 j=1

= zn:vi diu(x)
i=1

da Z?Zl 9ij(x)g7%(x) = 631 Also ist grad,u(x) der eindeutig bestimmte Vek-
tor, der die Linearform Du(x) beziiglich des Skalarprodukts g(x) darstellt,
das heif3t es gilt:

g(z) (v, grad u(z)) = Du(x)v fiir alle z € U, v € R"™. (8.20)

Fiir die Charakterisierung der Divergenz brauchen wir folgende Hilfsaussage.

8.21 Lemma. Sei U C R" offen und u € C°(U) mit [, updL™ =0 fiir alle
w € C(U). Dann ist u die Nullfunktion.

BEWEIS: Angenommen es gibt ein € U mit u(z) > 0. Dann gibt es o > 0
und 6 > 0 mit u(x) > ¢ auf B,(z) C U. Wéhle eine Funktion n € C°°(U) mit
sptn C Byja(x), n > 0 und fUndﬁn > 0. Aus der Monotonie des Integrals
folgt
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0=/u77d£"2/577d£">0,
U U

ein Widerspruch. O

8.22 Lemma (partielle Integration bzgl. g). Sei g eine Riemannsche
Metrik der Klasse C* auf U C R™ und X € C*(U,R"). Dann gilt

/ pdivy X dpg = —/ g(grad,p, X)du,  fir alle p € cHU). (8.23)
U U

Die Funktion divyX € C°(U) ist durch (8.23) eindeutig bestimmd.

BEWEIS: Erfiillen die Funktionen u; € C°(U), i = 1,2, beide anstelle von
div,X die Gleichung (8.23), so ergibt Subtraktion, und Anwendung von Satz
6.3(3),

0= / o(ur —ug) dpg = / o(uy —ug)\/det gdL™  fiir alle ¢ € CO(U).
U U

Aus Lemma 8.21 folgt u; = uz. Um die Eigenschaft (8.23) zu beweisen, be-
rechnen wir mit Satz 6.3(3), partieller Integration (Satz 7.16) und Gleichung
(8.20)

/(pdingdug:/goZ@i( det gX;)dL"
4 U =1
Ui=1

= 7/ g(grad,p, X) du,.
U

O

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun die gewiinschten Transformati-
onsformeln herleiten.

8.24 Satz (Transformation von Differentialoperatoren). Seien U,V C
R” offen und ¢ € C*(U,V) ein Diffeomorphismus mit induzierter Metrik g.
Dann gelten fiir v e CY(V) bzw. Y € CH(V,R") folgende Aussagen:

(1) (gradv) o p = Dy grad, u, wobei u=wvo g,

(2) (divY) o =divyX, wobei Dp X =Y o,

(3) (Av)op = Ayu, fallsv e C*(V) und u=wvo .

BeEwEIs: Mit Gleichung (8.20) und Definition 8.15 erhalten wir fiir x € U

(gradv(p(z)), Dp(z)e;) = D(vo p)(x)e;
9(x)(e;, grad u(z))
(Dp(x)ej, Dgp(m)gradgu(x)>.
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Da die Vektoren Dp(x)e; fiir j =1,...,n eine Basis des R™ bilden, folgt (1).
Hat ¢ : V — R kompakten Triger in V, so hat ¢ = 1 o ¢ auch kompakten
Triger in U. Mit partieller Integration (Satz 7.16), dem Transformationssatz
(in Verbindung mit Satz 6.3(3)), Behauptung (1) und Lemma 8.22 erhalten
wir deshalb fiir alle ¢ € C}(V)

/wdideL'” —/(gradw,Y> acr
% %

— /U<grad¢ 0@, Y o)dpu,

- /U<D<p ~gradgp, Do - X) dug

—/Ug(gradg&, X) dpg
:/&dingdug
U
:/Q/J(ding)ogfldE".
U

Aus Lemma 8.21 folgt nun Behauptung (2). Schlielich ergibt sich aus (1)
und (2)
(Av) 0 p = (div(gradv)) o ¢ = div, grad, u.

O

8.25 Beispiel (Polarkoordinatendarstellung des Laplaceoperators).
Fiir Polarkoordinaten im R3, siche Beispiel 8.17, ergibt sich beziiglich der
induzierten Metrik g

1
grad,u = druey + — Ogu eg + d,ues,
r

r2sin® 9
. 1 1 .
divg X = T—Zar(r2X1) + m&g(smﬁXg) + 0, X3,

1
Dy (sin ¥ Ogu) + ———— 92u

1
Agu = —0.(r?0pu) + .
gt (r'or) r2sin®9 ¥

1
r? r2sind
Fir v(z,y,2) = \/ﬁ gilt zum Beispiel u(r) =  und somit Av = 0 auf

R3\{0}.
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Hauptresultat dieses Abschnitts ist die Definition des FlachenmaBes fiir n-
dimensionale C'-Untermannigfaltigkeiten des R"**. Dazu wird zunichst der
Flacheninhalt fiir Immersionen ad hoc definiert und an einigen Beispielen mo-
tiviert. Diese Definition wird dann mittels lokaler Parameterdarstellungen auf
Untermannigfaltigkeiten iibertragen. Als Anwendung wird die Aufspaltung von
Gebietsintegralen beziiglich Radial- und Winkelkoordinaten, die sogenannte Zwie-
belformel, behandelt.

Zur Definition des Flicheninhalts muss zunéchst geklart werden, was un-
ter einer Fliche zu verstehen ist. Am einfachsten ist der Begriff der pa-
rametrisierten Flidche oder Immersion. Sei U C R" offen. Eine Abbildung
f € CY(U,R"**) heiBt Immersion, wenn gilt:

rang Df(x) =n  bzw. iquivalent ker Df(x) = {0} fiir alle z € U.

Die Vektoren 04 f(x),...,0,f(z) bilden dann eine Basis des Unterraums
Bild Df(x) € R™*. Die Zahl n heifit Dimension, die Zahl k Kodimensi-
on von f. In Definition 8.15 wurde der Begriff der induzierten Metrik fiir
Diffeomorphismen erklért; diese Definition kann verbatim fiir Immersionen
itbernommen werden. Die induzierte Metik ist also gegeben durch

9(x)(v,w) = (Df(z)v, Df(z)w)
bzw.
9(@) = (0 @), 0,/ ), .-, = DF(x) D).

Wegen Lemma 8.16 (2) ist es naheliegend, den Fléicheninhalt wie folgt zu
definieren.

9.1 Definition (Flichenformel). Sei f € C1(U,R"**) eine n-dimensionale
Immersion mit induzierter Metrik g, und E C U sei L™-messbar. Der
(n-dimensionale) Flicheninhalt von f auf E ist definiert durch

Ag(f) = /Ede.C" mit Jf = +/det g.

Die Funktion Jf heifit Flichenintegrand oder Jacobische von f.
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Als geometrische Grofie sollte der Flicheninhalt nicht von der Wahl der Pa-
rametrisierung abhéngen. Dies wollen wir sofort {iberpriifen.

9.2 Satz (Invarianz des Flicheninhalts bei Umparametrisierun-
gen). Seien U,V C R" offen, ¢ € CY(U,V) ein Diffeomorphismus und
f € CY(V,R™F) eine Immersion. Dann gilt

Aoy (f) = Ar(foy) fir jede L"-messbare Menge E C U.

BEWEIS: Seien g bzw. h die induzierten Metriken von f o ¢ bzw. f. Es gilt

D(f o) (2) D(f o p)(z) = Do()" Df(o(2))" Df(0()) Dip(a),

beziehungsweise
9(z) = De(x)" h(p(z)) Dp(). (9-3)

Mit den Rechenregeln fiir die Determinante ergibt sich

J(f o) = (Jf)op|det Dy|. (9.4)

Die Behauptung folgt damit aus dem Transformationssatz, Satz 8.6. O

Wir wollen nun einige Spezialfille betrachten.

9.5 Beispiel. Fiir k = 0, also f € C*(U,R™) mit U C R offen, sprechen wir
statt vom n-dimensionalen Flicheninhalt vom Volumen volg(f). Die Abbil-
dung f ist genau dann eine Immersion, wenn det D f(x) # 0 fiir alle z € U,
das heit f ist lokal diffeomorph. Es gilt Jf = /det(DfT Df) = |det Df|.
Ist zusétzlich f : U — f(U) injektiv und damit diffeomorph, so besagt der
Transformationssatz

£ ((B) = [ det DfIdL = volz ().

Im allgemeinen ist volg(f) nicht das £™-Maf} des Bildes f(E), sondern die
Bildpunkte werden mit der Vielfachheit gezdhlt, mit der sie angenommen
werden.

9.6 Beispiel. Eine eindimensionale Immersion f : I = (a,b) — R'** heif}t
auch reguliire Kurve. Nach Definition 9.1 ist ihre Linge L(f) gegeben durch

b
L(f) = / (1) d.

Analog zu Beispiel 9.5 wird hier die Lange des Bildes ebenfalls mit der Viel-
fachheit gezéhlt, mit der es durchlaufen wird. Zum Beispiel gilt Lo 3. (f) =
3 fiir f(t) = (cost,sint).
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9.7 Beispiel. Eine zweidimensionale Immersion f : U — R3, f = f(x,y),
heiBt auch reguldre Fliche. Es gilt, wenn A das Kreuzprodukt im R? bezeich-
af|? an<af af> ‘6]” of|

net,
= \/ Ox| |0y 9z’ By

Betrachte zum Beispiel Polarkoordinaten auf der Sphére, i.e.

f:U=(0,7) x (0,21) — S* C R3, f(19,p) = (sin ¥ cos ¢, sin ¥ sin ¢, cos 19).

Es gilt 3 6f A af (19 ) = (sin®) f(¥, ) # 0 fiir alle (9, ¢) € U. Also ist f eine
regulare Flache im R3, mit Flicheninhalt

™ 2m
= / / sin ¥ dpdd = 4.
o Jo

9.8 Beispiel. Fiir u € C'(U,RF) ist die Graphenabbildung
U =R f(2) = (2, u(x)),

eine n-dimensionale Immersion. Denn bezeichnet p : R"t* = R” x RF — R
die Projektion auf die ersten n Koordinaten, so gilt p o f = idy, also nach
Kettenregel p Df(z) = D(po f)(z) = Idg=, das heifit D f(z) ist injektiv. Man
berechnet

(0if,0;f) = ((es, Oiw), (e, 5u)) = dij + (Dyu, Dju).
Also folgt fiir den Flicheninhalt von f

A(f) = /U \/det (Idg- + Du™ Du) dL".

In Kodimension k& = 1 kénnen wir zu x € U eine Orthonormalbasis vy, ..., v,
von R™ wéhlen, so dass Du(z)v; = 0 fir j = 2,...,nund Du(z)v = |Du(z)|.
Es ergibt sich also

Jf = /1+|Du2 fiir f:U —R"™ f(z) = (z,u(x)),u € CHU). (9.9)

Wir wollen nun einen globaleren Standpunkt einnehmen und Fléchen be-
trachten, die nicht bzw. nicht a priori durch eine einzige Parametrisierung
gegeben sind. Unser Ziel ist es, auf diesen Flachen — genauer: Untermannig-
faltigkeiten — ein n-dimensionales Flachenmafl zu definieren.

9.10 Satz (Untermannigfaltigkeitskriterien). Sein € N, k € Ny. Flir
M C R™* sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) Pliattbarkeitskriterium: zu jedem p € M gibt es eine offene Umgebung
W C R"* und einen C'-Diffeomorphismus ¢ : W — (W) C R"* mit

oMnNW)={z€pW):zp41=...= 2nyr = 0}.
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(2) Niveaumengenkriterium: Zu jedem p € M gibt es eine offene Umgebung
W C R"* und eine Funktion h € C*(W,R¥) mit rang Dh(q) = k fiir
alle g € W, so dass

MOW ={qeW:h(q) =0}

(3) Graphenkriterium: Zu jedem p € M gibt es eine Euklidische Bewegung
B des R""* mit B(0) = p, offene Mengen U C R™, V. .C R* mit 0 €
U x V und eine Ct-Funktion v : U — V mit u(0) = 0, so dass mit
W =B(U x V) gilt:

MW =B({(z,u(z)) : z € U}).

M heifit n-dimensionale C'-Untermannigfaltigkeit von R™* wenn eines
(und damit jedes) der drei Kriterien erfillt ist.

BEWEIS: Wir zeigen (1) = (2) = (3) = (1). Sei zu p € M ein Diffeomor-
phismus ¢ : W — (W) wie in (1) gewéhlt. Dann ist Dp(q) € GLy4(R) fiir
alleq € W.Setze h = mtop : W — R¥, wobei 7t : R"** = R" xRF — R* die
Orthogonalprojektion bezeichnet. Es folgt rang Dh(q) = rang (74 Dy(q)) =
k fiir alle ¢ € W, und weiter

{geW:h(q) =0} ={qeW:pnii1(q) = ... = vnsr(q) =0}
— o ({2 € @(W)  2pg1 = oo = gk = 0})
=MnNW.

Als ni#chstes gelte die Niveaumengenbeschreibung, das heiffit wir kénnen zu
p € M eine Funktion h € C*(W,R¥) wie in (2) withlen. Wir nehmen zun#chst
an, dass die Vektoren 0p,41h(p), ..., Ontrh(p) linear unabhingig sind; aufer-
dem sei p = 0. Nach dem Satz iiber impliziten Funktionen gibt es dann offene
Mengen U C R™, V C R* sowie eine C'-Funktion u : U — V, so dass gilt:

MNUxV)={(z,u(x): 2 €U}.

Damit gilt (3) mit B = id. Allgemein existiert wegen rang Dh(p) = k eine
Permutation o € Sy, 4, so dass die Vektoren 9,(;)h(p) fiir j =n+1,...,n+
k linear unabhingig sind. Setze dann B(z) = p + Sz, wobei Se; = e, (j)
fiir j = 1,...,n + k, und betrachte M = B~1(M) und h = hoB. Wegen
3j7l(0) = Dh(p)Se; = 9,(;)h(p) kénnen wir das obige Argument anwenden
und erhalten u : U — V wie verlangt mit M N (U x V) = {(z,u(z)) : x € U},

also
MNBU xV)=B({(z,u(x)) : x € U}).

Sei schliefilich zu p € M eine Graphendarstellung wie in (3) gegeben, zunéchst
mit p = 0 und B = id. Betrachte dann die Injektion ¢ : U x V — (U x V),
o(x,z) = (x,z —u(x)). Es gilt
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Do) = (o) 1, ) € CLoial®)

Somit ist ¢ Diffeomorphismus auf sein Bild, und es folgt aus (3)
p(MNUxV))=e({(z,u(z) : x cU})

Sind p, B beliebig, also B(z) = p + Sz mit S € O(n + k), so wenden wir

das obige Argument an auf M= B~1(M) und erhalten den entsprechenden
Diffeomorphismus ¢ : UxV — @(Ux V). Mit W = B(UxV) und ¢ = goB~!
folgt

P(MNW) =M (U xV))

={z€ep(UxXV):zpt1=...=2p4r =0}
={z€oW):zn41 =...= zntr = 0}.
Damit ist der Beweis des Satzes abgeschlossen. ]

9.11 Beispiel. Die Sphire S = {p € R"T! : |p| = 1} ist eine C'-
Untermannigfaltigkeit von R"*! der Dimension n, denn fiir jedes p € S®
konnen wir im Niveaumengenkriterium W = R"*1\{0} und h(q) = |¢|* — 1
wéhlen:

Dh(g) =2¢#0auf W und S"NW =8"={qge W :h(q) =0}.

Wir brauchen nun einige topologische Tatsachen. Jede Menge M C R"+F
ist, versehen mit dem iiblichen Euklidischen Abstand d(p,q) = |p — ¢| fir
p,q € M, ein metrischer Raum. Damit ist der Begriff der offenen Menge in
M erklirt: V. C M heifit offen in M (oder offen bzgl. der Relativtopologie
von M), wenn es zu jedem p € V ein g > 0 gibt mit M N B,(p) C V.

9.12 Lemma (zur Relativtopologie). Sei M C R"+¥,
(1) Eine Menge V. C M ist genau dann offen in M, wenn es eine offene

Menge W C R™* gibt mit V=M NW.
(2) Eine Menge K C M ist genau dann kompakt in M, wenn K kompakt ist

in Rk,
BEWEIS: Sei V' C M offen in M. Dann gibt es zu jedem p € V ein o(p) > 0
mit M N By, C V. Die Menge W = ¢y By(p) (p) ist offen in R"** und es
gilt

MW = ] MnBy,(p) =V.
peEV

Ist umgekehrt die offene Menge W C R™* gegeben, so withle zu p € V :=
M N W ein ¢ > 0 mit By(p) C W, und erhalte M N By(p) C MNW = V.
Aussage (2) folgt mit (1) aus der Definition der Uberdeckungskompaktheit.

O



