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9.13 Satz (oc-Kompaktheit von Untermannigfaltigkeiten). Jede n-
dimensionale Untermannigfaltigkeit M C R™* ist als abzihlbare Vereinigung
M = J;2, K; von kompakten Mengen darstellbar.

BEWwEILSs: Wir {iberlegen zuerst, dass es in M eine abzéhlbare, dichte Teilmen-
ge gibt. Dazu betrachten wir zum Beispiel die Wiirfel Q; , = 27%(j + [0, 1]")
mit j € Z", k € Ny, und wahlen Punkte p; € M N Q; x, falls dieser Schnitt
nicht leer ist.

Setze r(p) = %sup{r > 0 : M N B,(p) ist kompakt} fir p € M. Es gilt
r(p) > 0 nach dem Niveaumengenkriterium, Satz 9.10 (2). Aus der Dreiecks-
ungleichung folgt B,.(p2) C Bs(p1) fir s > r+ |p1 — p2l. Ist nun M N Bs(p1)
kompakt, so ist M N B,(p2) gleichfalls kompakt, als Schnitt der kompakten
Mengen M N Bs(p1) und B,.(p2). Aus der Definition von r(p) folgt somit

1
r(p2) > r(p1) — §|p1 — pal.

Sei {p; : i € N} C M eine abzihlbare, dichte Teilmenge. Wir behaupten,
dass M durch die kompakten Mengen K; = M N Br(pi)(pi) ausgeschopft
wird. Denn fiir jedes p € M gibt es eine Teilfolge p;, — p, und es gilt
r(pi,) = r(p) — 3lp — pi,| — r(p) > 0, also folgt p € By, )(pi,) fiir v
hinreichend grof. ]
Unser Plan ist nun, die gegebene Mannigfaltigkeit lokal durch Immersionen zu
beschreiben und den Flidcheninhalt lokal durch die Flachenformel, Definition
9.1, zu berechnen.

9.14 Definition (lokale Parametrisierung). Sei M C R"** eine n-
dimensionale Untermannigfaltigkeit der Klasse C'. Eine lokale Parametri-
sierung von M ist eine injektive C''-Immersion

f:U—MCcCR"k (U offen in R").

9.15 Satz (Eigenschaften lokaler Parametrisierungen). Sei M C R"+*

eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™"* der Klasse C*. Dann

gilt:

(1) Ist f : U — M eine lokale Parametrisierung von M, so ist V. = f(U)
offen in M und f~1' : V — U ist stetig, also f : U — V homeomorph.

(2) Fiir lokale Parametrisierungen f; : Uy — Vi, i = 1,2, ist der Parameter-
wechsel fy o fy 2 frE(VinVa) — f3 H(VinVa) ein C'-Diffeomorphismus.

BEWEIS: Wir zeigen (1) zunéchst unter der Annahme V' C W, wobei W C
R™* offen und (M N W) = R™ N (W) fiir einen C*'-Diffeomorphismus
¢ : W — o(W). Dann ist die Abbildung ¢ o f : U — R"™ definiert, injektiv
und es gilt

rang D(¢ o f)(z) = rang (Dy(f(x)) Df(z)) =n fiir alle z € U.
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Also ist Y = (po f)(U) C R" offen, und g o f : U — Y ist ein C'-
Diffeomorphismus. Folglich ist Z = (Y x R¥) N (W) offen in R"* mit
R*"NZ =Y. Wegen V = o 1(Y) folgt

V=p"R"NZ) =0 "(R"Np(W))Ne ' (Z2)=Mne ' (Z),

wobei zuletzt R™ N (W) = (M N W) benutzt wurde. Somit ist V relativ
offen in M nach Lemma 9.12, und f~! = (¢ o f)~!p|y ist stetig. Fiir V
beliebig wéhlen wir zu p € V eine Plittung ¢ : W — (W) mit p € W wie in
Satz 9.10(1), und wenden das obige Argument an auf U = U N~ (W) sowie
f= flg- Dann ist V = f(U) offen in M mit p € V, und f~!|; = (flg) " ist
auf V stetig.

Fiir (2) kénnen wir ebenfalls annehmen, dass V; C W fiir ¢ = 1,2, wobei
¢ : W — (W) Diffeomorphismus mit (M N W) = R™ N ¢(W). Dann sind
die Abbildungen

pofit 71 (VinVe) — p(VinVe)

diffeomorph, also auch f; ' o fi = (po f2) "t o(po fi). O

9.16 Folgerung (Existenz eines abzihlbaren Atlas). Jede Unterman-
nigfaltigkeit M C R™F besitzt einen abzihlbaren Atlas, das heifit ein Sy-
stem von lokalen Parametrisierungen f; : U; — f(U;) = Vi, i € N, mit
M = UZO; Vi.

BEWEIS: Zu jedem p € M gibt es eine lokale Parametrisierung f : U — V
mit p € V, zum Beispiel konnen wir f = <p’1|W(W)mRn wéhlen, wobei ¢ :
W — (W) eine lokale Pliattung wie in Satz 9.10 (1) ist. Da ein Kartengebiet
V = f(U) offen ist nach Satz 9.15 (1), wird jede kompakte Menge K C M
durch endlich viele Kartengebiete iiberdeckt. Die Behauptung folgt mit Satz
9.13. ]

9.17 Definition (Tangentialvektor). Ein Vektor v € R"** heifit Tangen-
tialvektor von M C R™* in p, wenn es eine Abbildung v : (—9,0) — M gibt
mit v(0) = p und v'(0) = v.

9.18 Folgerung (Existenz des Tangentialraums). Sei M C R"** eine
n-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit und p € M. Dann ist die Menge
aller Tangentialvektoren von M in p ein n-dimensionaler Unterraum, der
Tangentialraum T, M .

BEWEIS: Sei M NW = {q € W : h(q) = 0} eine Niveaumengenbeschreibung
auf einer Umgebung W von p nach Satz 9.10 (2). Ist v € R"** Tangential-
vektor in p und 7 wie in Definition 9.17, so folgt h((¢)) = 0 nahe bei t = 0,
also p

0=~
dt

h(v(t))le=0 = Dh(~(0))7'(0) = Dh(p)v.
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Ist andererseits f : U — V eine lokale Parametrisierung mit f(zg) = p, so
folgt

d
Df(zo)e; dtf(:vo—i—tel)h o€T,M firi=1,...,n.

Aus Dimensionsgriinden muss Bild D f(xo) = T, M = ker Dh(p) gelten. O

9.19 Satz (Definition des Flichenmafles). Sei M C R"** eine n-
dimensionale C'-Untermannigfaltigkeit, und € das System aller E C M,
fiir die gilt:

fHUENV) ist L™-messbar fir jede lokale Parametrisierung f: U — V.

Dann gibt es genau ein requldres Maf$ w auf M mit folgenden Eigenschaften:

(1) Das System der w-messbaren Mengen ist £.
(2) Ist f: U — V lokale Parametrisierung und E € € mit E C V', so gilt

w(E) = /f—l(E) Jf dC".

BEWEIS: Das System & enthélt alle offenen Mengen {2 C M, denn fiir eine
lokale Parametrisierung f : U — V ist V C M offen nach Satz 9.15 (1), also
ist auch f~1(2N V) offen und damit £"-messbar nach Satz 4.6. Weiter gilt

“L(M\E)NV)=U\f~YENV) und f~* UE )nv) Uf (E;NV).

Also ist & eine o-Algebra. Wihle nun mit Folgerung 9.16 ein System von
lokalen Parametrisierungen f; : U; — Vi, ¢ € N, mit M = |J;2, V;. Die
Mengen M; = V;\ U;;ll V; € € sind dann paarweise disjunkt. Ist w ein Maf
mit den verlangten Eigenschaften, so folgt fiir £ € £

E)= iw(E NnM;) = i/l Jf; dC™. (9.20)
i=1 i=1"f;

(ENM;)

Aber nach Voraussetzung gilt w(S) = infgeg posw(E) fir jede Menge
S C M, also ist das Mafl w eindeutig bestimmt.

Fiir die Existenz zeigen wir, dass durch (9.20) ein Pramaf} auf £ gegeben ist:
sind E; € £, j € N, paarweise disjunkt mit £ = U;’;l E; € &, so folgt

(oo}

Z/ . JfidL™ = Z/ JfidL™ =) w(E;).

ij=1 (B;NM;) j=1

Mit Satz 3.4 erhalten wir die Caratheodory-Fortsetzung, die wir ebenfalls
mit w bezeichnen. Alle Mengen in £ sind w-messbar. Sei f : U — V loka-
le Parametrisierung und E € & mit E C V. Nach Satz 9.15 (2) ist dann
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v = f[l of : XV NV;) — f71(VNV;) ein C'-Diffeomorphismus, und aus
Satz 9.2 folgt

Z / Jfi dL"
YENM;)

= Z / Jf; dLm
=1 Jeu 1 (M)

= Z / J(fi o pi)dL"
f1(ENM;)

= / Jf dC.
)

Es bleibt, die o-Algebra der w-messbaren Mengen zu bestimmen. Fir K C U;
kompakt gilt w(f;(K)) = fK Jf; dC™ < oo. Da sich jede Menge U; durch
abzihlbar viele kompakte Mengen ausschopfen ldsst, ist w ein o-endliches
Pramafl auf £. Nach Satz 3.16 gibt es dann zu jeder w-messbaren Menge
D Cc M Mengen C,E € £ mit C C D C F und w(E\C) = 0. Es folgt fiir
eine lokale Parametrisierung f : U — V'

0= w((E\C)N V) = / T

Somit ist f~!((E\C)NV') eine £L"-Nullmenge. Also ist auch f~((D\C) N V)
eine £"-Nullmenge, insbesondere £L™-messbar. Wegen f~1(DNV) = f~1(Cn
VU f7H(D\C)NV) folgt D € €. O

9.21 Bemerkung. Sei M C R"* cine n-dimensionale C*-Untermannig-
faltigkeit und u: M — R eine integrierbare Funktion bzgl. des Oberflichen-
mafes w. Ist f: U — V lokale Parametrisierung, so gilt

/udw:/ wo fJfdL™. (9.22)
v f=1v)

Die Formel gilt offensichtlich fiir charakteristische Funktionen u = xp mit
B C V w-messbar. Durch Approzimation mit Treppenfunktionen von unten,
siehe 5.13, ergibt sich (9.22) dann fir u > 0, und schliefllich durch Zerlegung
inut und u™ fiir beliebige w-integrierbare u. Eine globale Formel ergibt sich
analog zu (9.20), d.h. mit M; = VZ\U;;l1 Vi gilt

udw = / wo f; Jf; dC™.
/M ; fot M)
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Im allgemeinen werden nicht unendlich viele Parametrisierungen benétigt,
um ein Fléchenintegral auszurechnen. Zum Beispiel kann man zeigen, dass
jede kompakte Untermannigfaltigkeit bis auf eine w-Nullmenge durch eine
einzige Parametrisierung erfasst werden kann.

Die gegebene Definition des Flichenmafles ist gut geeignet, um auf einer
festen Untermannigfaltigkeit M das Mafl von Teilmengen bzw. Integrale von
Funktionen zu berechnen. Dagegen ist die Konstruktion unpraktisch, wenn
Aussagen iiber Folgen von Untermannigfaltigkeiten benotigt werden. Es kann
auf R"** ein Ma8 H™ definiert werden — das n-dimensionale Hausdorffma8 —,
so dass die Einschrinkung auf jede n-dimensionale Untermannigfaltigkeit M
das jeweilige Fliachenmafl wy; ergibt. Die Flachenformel ergibt sich bei diesem
Zugang als Satz. Wir sind hier von der Fliachenformel als Definition ausge-
gangen, um sofort Beispiele von Flidcheninhalten ausrechnen zu kénnen.

9.23 Lemma (Transformation des Flicheninhalts unter Ahnlich-
keiten). Betrachte ¢ : R"F — R"F o(z) = AT(z + a), fir A > 0,
T € O(n+k) und a € R"*. Ist M C R"** eine C-Untermannigfaltigkeit, so
ist N = (M) auch eine C*-Untermannigfaltigkeit, und fiir die zugehdrigen
Mafle wyr bzw. wy gilt:

(1) wn(p(A)) = A" wpr(A) fir alle was-messbaren A C M,

(2) fN udwy = A" fM u o @ dwyy, falls uw wy-messbar ist und eines der In-
tegrale existiert.

BEWEIS: Es ist leicht zu sehen, dass N eine C''-Untermannigfaltigkeit ist. Ist
f : U — V lokale Parametrisierung von M, so ist ¢ o f : U — (V) lokale
Parametrisierung von N und fiir A C M gilt

(o /) He(A)np(V) =1 ANnV).

Nach Satz 9.19 ist also A C M genau dann wy-messbar, wenn @(A) wy-
messbar ist. Zum Beweis von (1) konnen wir mittels Zerlegung wie in (9.20)
annehmen, dass A C V fiir eine lokale Parametrisierung f : U — V. Es gilt

D(po ) (z)D(go f)(z) = Df"(x) Do (f(x)) Do(f(x)) Df(x)
=\ Df " (x)Df(x).

Mit Satz 9.19 folgt
av(ota) = [ Hoofyder =3 [ g = xtwu(a)
(pof)~1(p(A)) =14

Fiir u = xp mit B C N wy-messbar folgt (2) aus (1). Durch Approximation
mit Treppenfunktionen von unten, siehe 5.13, ergibt sich (2) dann fiir v > 0,
und schlieBlich durch Zerlegung in v und u~ fiir beliebige wx-messbare u.

O
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9.24 Satz (Zwiebelformel). Sei w, das Oberflichenmafl auf 0B, = {p €
R |p| = r}. Firu € LY (R™Y) ist ulpp, € L' (w,) fiir £'-fast-alle r > 0
und es gilt

[oraet= [0 ] wasar= [ ] mue doe) i

BEWEIS: Sei f : U — V C S™ eine lokale Parametrisierung, und C(V) =
{ré : € € V,r > 0} der Kegel iiber V. Betrachte den Diffeomorphismus
v :(0,00) x U — C(V), p(r,z) = rf(x), mit induziertem Skalarprodukt

t o 1 O s . . . ..
Do(r,z)Do(r,z) = (0 rgg(x)) , wobel g;; = (0;f,0;f) fir 1 <i,5 <n.

Ist E = f(A) fiir £L-messbares A C U und C(E) der Kegel iiber E, so folgt
aus dem Transformationssatz

/ wdLnt? :/ u(rf(x)) r™y/det g(z) dL" T (r, x)
C(E) (0,00)x A
:/ r”/ u(rf(z)) /det g(z) dz dr
0 A

_ /O T /E w(r€) dw(€) dr

= / / u(p) dw,(p) dr,
0 J{reccE}

wobei zuletzt Lemma 9.23 benutzt wurde. Wahle nun eine Zerlegung
ST = Ujvzl E; mit E; C Vj, wobei f; : U; — V; lokale Parametrisierung.
Durch Addition folgt die Behauptung. O

9.25 Beispiel. Mit u = xp, (o) folgt fiir den Flicheninhalt w, der n-
dimensionalen Sphére

Wn,

1 1
Unt1 = ‘Cn+1(B1(O)) = /0 wT(aBT) dr = /0 Wn’/‘n dr = n -+ 1’

also zum Beispiel wy = 27, wo = 47 und w3 = 272, vgl. Beispiel 7.11.



