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BEWEIS: Durch Substitution sieht man ||7,||rr = ||5]|r:, daher gilt f 7, €
LP(R™) und || f * npllee < [|f|lLe |0l nach Satz 11.2. Weiter folgt mit der
Substitution y = gz

(f xmp)(x) = . f(x—y)n,(y) dy = - f(x —o02)n(2)dz.

Wir schétzen mit der Holderschen Ungleichung und dem Satz von Fubini wie
folgt ab:

L6 )@ = @)l da
— [ 1] (=9 - ) dsf” do
rRr JRr

< [ ([ 15600~ sl el )7 =)

< lnllZs / / (@ — 02) — F@)IP |n(2)| dz de

= |l / @) [ 1@ - 02) — f(@)|P dedz
Rn R

=l [ T o e = £

Im letzten Integral geht der Integrand punktweise gegen Null mit ¢ — 0 nach
Lemma 11.1(ii). AuBerdem gilt die Abschétzung

NS o 72 = flIe < 2P (IFII% In(2)] € LT (R™).

Also konvergiert das Integral gegen Null nach dem Satz iiber majorisierte
Konvergenz. ]

Wir kommen nun zur Glittung von LP-Funktionen und erinnern dazu an
die Multiindexnotation fiir Ableitungen von Funktionen im R™. Fir a =
(a1,...,0p) € N setzt man

lo|=a1+...+ @, und D*=097"...00".

11.5 Satz (Glattung). Sein € C*(R") mit | Dnl|cowny < K fiir |a] < k.
Fiir f € LY(R™) ist dann f *n € C*(R™) und es gilt

D(f xn) = f* (D), insbesondere || D*(f *n)|comny < K| fllL1-

BEWEIS: Nach der Substitution z = x — y haben wir

(f*n)(z) = - F(x,z)dz mit F(z,2) = f(z)n(x — 2).
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Im Fall £ = 0 gilt F(x,-) € LY(R") fiir alle z € R", die Funktion F(-, z) ist
stetig fiir L™-fast-alle z € R™ und wir haben die Abschitzung

sup |F(z,2)| < K [f(2)] € L'(R™).
TeR™

Also ist 1 * f stetig nach Lemma 6.8 und es gilt || f * 7| co@ny < K[| f|z1. Im
Fall k =1 gilt F(-,2) € CY(R") fiir L"-fast-alle z € R" sowie

Swp |97 (2, 2)| < K |f(2)] € L' ("),
zeRn OTj

Aus Satz 6.9 folgt f+n e CHR™) und 9;(f *n) = [z f(2)0jn(z — 2)dz =

(f*09jn)(z), insbesondere gilt die Abschétzung ||95(f *n)|lcomn) < K || fllz1-

Die Aussage fiir eine Ableitung D® mit Ordnung |a| < k ergibt sich in offen-

sichtlicher Weise durch Induktion. O

Mit dem Verfahren der Glattung ldsst sich das Dichteresultat aus Satz 6.23
verschérfen.

11.6 Folgerung (Dichtheit von Cg°(f2) in LP(2)). Sei 2 C R™ offen
und 1 < p < oo. Dann gibt es zu f € LP(12) eine Folge fi, € C(£2) mit
If - kaLp(Q) — 0.

BEWEIS: Wegen Satz 6.23 kénnen wir f € C2(£2) annehmen. Wihle eine
Funktion n € C®(R™) mit n > 0, [ndL™ = 1 und sptn C By(0). Mit
Ne(x) = Q‘"n(%) gilt dann fxn, € C°°(R™) nach Satz 11.5 und f*n, — f in
LP(R™) nach Satz 11.4. Es bleibt nur noch zu priifen, dass spt f*n, kompakte
Teilmenge von (2 ist fiir o > 0 hinreichend klein. Aber fiir dist(z,spt f) > o
gilt (f #m,)(x) = 0, denn fiir [y| > o ist 1y(y) = 07"n(%) = 0 und fiir [y| < o
gilt f(xz —y) = 0. Damit ist die Folgerung bewiesen. O

Das folgende Argument spielt unter anderem in der Theorie partieller Dif-
ferentialgleichungen eine Rolle. Es ist dabei niitzlich, die Aussage mit lokal
integrierbaren Funktionen zu formulieren.

11.7 Definition. Sei 2 C R" offen und 1 < p < co. Die messbare Funktion
[ 02— Rliegtin LY (£2), falls xx f € LP(£2) ist fiir alle kompakten Mengen
K c .

11.8 Folgerung (Fundamentallemma der Variationsrechnung). Sei
2 C R™ offen. Fiir die Funktion f € Li (£2) gelte

loc
/f(pdeO fiir alle ¢ € C(£2) mit ¢ > 0.
I?)

Dann folgt f(x) > 0 fir L™-fast-alle x € 2.
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BEWEIS: Zu zeigen ist, dass E = {& € £ : f(z) < 0} eine Nullmenge ist.
Nach Satz 4.7 gilt

LM(E) =sup{L"(K) : K C E kompakt}.

Sei K C E kompakt und 5 € C*°(R™) mit 5 > 0, spt ) C B;(0) und [ndx =
1. Dann folgt 7, * xx — xx in L*(R™), und nach Folgerung 6. 19 gilt fiir eine
Teilfolge n,, *xx — XK punktweise L"-fast-iiberall. Wegen ||1,, * Xk || = < 1
liefert der Konvergenzsatz von Lebesgue

0< hm f(no; * XK d:zf/fXde

Aber nach Annahme gilt f < 0 auf K, also folgt L"(K) = 0 und damit
Lr{f <0})=0. O

11.9 Beispiel. Es gibt keine Funktion n € L'(R™) mit f xn = f fiir alle
f € C°(R™). Denn sonst folgt zum Beispiel in z = 0

f(=y)n(y) dy = f(0) fiir alle f € CF(R™),

RTL
und Folgerung 11.8 impliziert n = 0 fast iiberall, ein Widerspruch.
Wir wollen nun kurz die Theorie der Fourierreihen aus Analysis I wiederholen
und mithilfee unserer neuen Theorie formulieren. Sei L?(I; C) der Raum der

L'-messbaren Funktionen f : [ = (—7,7) — C, also u = Re f und v = Im f
sind £'-messbar, mit

™ 1/2
1)l = (/ If(:v)|2dx> .

Dabei schreiben wir im folgenden [ f(z) dx statt [, f(z) dC!(x). Nach Satz

6.18 ist L2(I; C) beziiglich der L2-Norm vollstéindig, also ein Hilbertraum mit
dem hermiteschen Skalarprodukt

(o= [ g da

Die Funktionen wy(z) = \/%e““, k € Z, bilden ein Orthonormalsystem

und spannen den Raum P der trigonometrischen Polynome auf. Das n-te
Fourierpolynom von f ist die Orthogonalprojektion von f auf den Raum P,
der trigonometrischen Polynome vom Grad hochstens n; es lautet

n

fn= Z (fs wr) 2wy = Z f(k)eikm.

k=—n k=—n

Dabei bezeichnet f(k‘) die Fourierkoeffizienten von f:
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F6) = 5 [ 1@ s = < tfw),e

Die Folge f,, heifit Fourierreihe von f. Wegen f — f, L2 P, gilt fiir alle
p € P, die Gleichung

1f =plZ: = I(f = fo) + (fa = D)7z = IIf = fullZ + I fn — plZ2 (11.10)
Insbesondere folgt mit p = 0 die Besselsche Ungleichung

2 S FRP =2r tm S FR)P = tim [[ful3s < £ < co.
k=—00 k=—n
(11.11)
Fiir f € L?(I;C) ist also f, eine L?-Cauchyfolge und konvergiert nach Satz
6.18, dem Satz von Riesz-Fischer, gegen eine gewisse L2-Funktion. Die ent-
scheidende Frage lautet: ist dieser Grenzwert die Funktion f? Wegen (11.10)
haben wir die folgende Bestapproximations-Eigenschaft der Fourierreihe:

If = fallez = min [|f — pl| 2. (11.12)
peP,

Die L?-Konvergenz der Fourierreihe gegen f folgt somit aus nachstehendem
Resultat:

11.13 Lemma. Der Raum P der trigonometrischen Polynome ist dicht in
L2(I;C).

BEWEIS: Nach Satz 6.23 ist CO(I;C) dicht in L?(I;C). Weiter kann jede
CY9-Funktion beziiglich der L2-Norm (sogar gleichméflig) durch stiickweise
konstante Funktionen approximiert werden. Wir zeigen nun, dass die Fou-
rierreihe f, einer beliebigen stiickweise konstanten Funktion f punktweise —
bis auf eventuell in den Sprungstellen — gegen f konvergiert. Dann konver-
giert f, auch beziiglich der L2-Norm gegen f, denn die Cauchyfolge f,, ist
in L?(I; C) konvergent und nach Folgerung 6.19 kann der Grenzwert nur die
Funktion f sein. Damit ist die Behauptung des Lemma bewiesen.

Die Funktion f sei mit Periode 27 auf R fortgesetzt. Nach Definition von f,
gilt fiir zg € 1

nooo . 1 T n ‘
fnl@o) = k;nf(k) etkro = o ) f(z) k;ﬂ e~ ik(z=20) o
= % / flao+€) Y e™de.

T k=—n

Dabei wurde © = xg + £ substituiert und die Periodizitédt ausgenutzt. Nun ist
(fo)n = fo fiir die konstante Funktion fo(z) =1, da fy € P,. Es folgt

1 T n "
— —ik§
1= D e

T k=—n
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Weiter berechnen wir fiir £ € R
i(2n+1)§ -1 ei(n+1)§ o e—in§

—iké _ _—in€ k& __ —
Z € =e Ze =e el — 1 - et — 1

k=—n

Damit erhalten wir die Darstellung

fulwo) — £(z0) = % | o) 30 e
k=—n
- ™ f(xo —;gg, 1f(330> (it DE g
f .’L'() +€ f( ) —1n
Com / e —1 e dE.

Ist f stiickweise konstant und zg keine Sprungstelle von f, so verschwindet
fzo + &) — f(xo) nahe bei & = 0. Auf der rechten Seite stehen dann die
Fourierkoeffizienten F(—n — 1) — F(n) der beschréinkten Funktion F (&)
(f(wo + &) — f(m0))/(e?® — 1), und aus der Besselschen Ungleichung (11.1
folgt limy, . fn(xo) = f((l?o)

Es bezeichne nun /?(C) den Raum aller komplexen Folgen ¢ = (cj)kez mit

cl|% = 2x Z lexk]? < oo.

kEZ

oz

Der Raum [2(C) ist vollstéindig und damit ein Hilbertraum. Dies folgt aus dem
Satz von Riesz-Fischer, angewandt auf des Zahlmaf} auf Z; es kann natiirlich
auch ad hoc gezeigt werden. Das bewiesene Resultat kann damit folgender-
maflen formuliert werden:

11.14 Satz (Vollstdndigkeit der trigonometrischen Polynome). Fiir
jedes f € L2(I;C) konvergiert die Fourierreihe in L? gegen f, das heifit f
wird durch seine Fourierreihe dargestellt. Dariiber hinaus ist die Abbildung

F (L), |- ||2) — P©) |- 2)s - F(F) = (F(k)nez
eine (bijektive) Isometrie von Hilbertriumen.

BEWEIS: Die Konvergenz f, — f in L?(I;C) gilt nach Lemma 11.13 und
(11.12); insbesondere folgt hieraus die Injektivitit der Abbildung F. Die
Surjektivitit ergibt sich aus Satz 6.18, denn fiir ¢ € [?(C) ist die Folge

= > r__, cre % eine Cauchyfolge in L?(I;C). SchlieBlich erhalten wir
aus (11.10) mit p = 0 und der gezeigten L?-Konvergenz f,, — f, vgl. (11.11),

20 30 1FR)E =t fal2e = T (113 — 1 = falle) = 1132



114 11 Faltung und Fouriertransformation

Die Fourierintegraldarstellung kann als kontinuierliche Version der Fou-
rierentwicklung aufgefasst werden; wir deuten kurz an, wie sie sich durch
Grenziibergang aus der Fourierreihe ergibt. Sei f € C°(R) und N > 0 so
grof}, dass spt f C (—Nm, N7). Die normierten Basisfunktionen mit Periode
2r N lauten 1
wi (x) = N fiir k € 7.
2t N

Nach Satz 11.14 wird die Funktion f auf (—Nm, N7) durch ihre Fourierreihe
dargestellt, das heift fiir fast alle © € (=N, N) gilt

wobel

=5 [ Hwe
R

Falls nun F(p) fiir p — oo hinreichend schnell gegen Null geht, so sollte

die Riemannsche Summe > 2 _F (%) L fir N — oo gegen das Integral

Jz F(p) dp konvergieren. Damit ergibt smh fir f € C°(R) die vermutete
Four1er1ntegra1darbtellung

f(z) = m/f ) dp it f(p m/f e dy,

Der geschilderte Ansatz kann zu einem Beweis ausgebaut werden, wir gehen
aber anders vor. Alle im Folgenden auftretenden Funktionen sind C-wertig.

11.15 Definition. Die Fouriertransformierte von f € L'(R™) ist die Funk-
tion )

forr—Co J0) = Gor |

f(x)e " P dg,

Die inverse Fouriertransformierte von g € L*(R™) ist

1 .
W/ 9(17)€Z<p’gc> dp.

Bevor wir die Frage angehen, inwiefern die beiden Transformationen invers
sind, notieren wir noch folgende Eigenschaften.

11.16 Satz (Fouriertransformation auf L'). Fir f,g € L'(R") gilt:
(1) f & COR™) wnd | fllenny < 2% 1.
(2) frg=(2m)% fg.

§:R"C, o) =



11 Faltung und Fouriertransformation 115
Beweis: Fiir F(p,z) = f(z)e " ®® ist F(p,-) € L*(R") fiir alle p € R"
sowie F(-,z) € C°(R") fiir L"-fast-alle x € R™, und es gilt
sup |F(z,p)| = |f(x)| € L'(R™).
pER™
Also folgt die Stetigkeit von f aus der entsprechenden Aussage fiir Parame-

terintegrale, Lemma 6.8. Die Abschétzung in (1) ist offensichtlich. Fiir (2)
berechnen wir mit Fubini

fxglp) = B /n Rnf glz —y)dye " P dg

2

i [ 1w [ g =g dzay

~ (@2n)f
F)e™ ¥ §(p) dy
R
= (2m)% f(p)y(p).

Auch (3) folgt aus dem Satz von Fubini, und zwar gilt

[ f0)a) %‘/n/; )0 da g(p) dp
my: /n )/ng(zo)e“f’*””> dp da

f(z) g(x) do

R

O

Wir berechnen nun zwei Beispiele — das erste werden wir im Beweis von Satz

11.19 verwenden.
z|2 ~
11.17 Beispiel. Fiir die Gaufifunktion G : R" — R, G(z) = = ,gilt G =

G = G. Wegen G(z) = G(—z) reicht es, G zu berechnen. Dle Behauptung
fiir G wiederum folgt aus dem Fall n = 1, denn mit p = (n,pn) € R xR
gilt nach Fubini

g 1 LR item) Y
G(p):W Rile 2 ’ Re 2 P day, dE .

Fir n = 1 liefert Differentiation unter dem Integralzeichen und partielle
Integration

d

22 . . 7& .
— [ e T e P dr = /(—zm)e Te "Pdx
dp Jr R
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das heift G (p) lost die gew'ohnliche Differentialgleichung

Aber nach Beipiel 8.10 gilt G(0) = \/— fR dx = 1. Die eindeutige

Losung dieses Anfangswertproblems ist e % , d.h. G = G. Mit Induktion
ergibt sich auch fiir beliebige n G = G, wie behauptet.

11.18 Beispiel. Fiir a > 0 gilt

2 sin(pa) ..
——— 0
SR fTE

X[—a,a] (p) = D)
\/ja fir p = 0.
Y

Das zweite Beispiel zeigt, dass die Fouriertransformierte einer L'-Funktion
im allgemeinen nicht wieder in L' liegt. Aufgrund dieser Asymmetrie kann
das Problem der Fourierintegraldarstellung im L!-Kontext nicht befriedigend
behandelt werden. Der richtige Raum ist L?(R"), denn beziiglich der L2-
Norm ist die Fouriertransformation sogar isometrisch.

11.19 Satz (Plancherel). Fir f € (L' N L2)(R") gilt || fllz2 = ||f]|z2 =
1f1l 2

BEWEIS: Es reicht die Aussage fiir f zu beweisen, da fz) = j?(f:r) Sei G
wie in Beispiel 11.17 und G,(z) = 07 "G (%) fir ¢ > 0 und z € R™. Dann
folgt

1 . Q_n —ilo 2
_ G «ps2) qp = _ / G ‘a3 4
SE / _Glop)e P= 00T o (9)e q

e
= Gy(2).

Wir berechnen nun mit dem Satz iiber monotone Konvergenz und dem Satz
von Fubini

WM—M/ PG (op) dp

—i(p,x—y)
QW N/n/n [ 1@ dy dz G(op) dp

N I —i(p,x—y)
gt [ [ Gl dp () T(5) dy da

—y)dyd
2MN/” [ 1@ WGt ~v) dy de

(271’)2 g\o f( )(f )(.’E) dx



