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Aus Beispiel 8.10 folgt mit Fubini [, G(z)dz = (2r)2. Nach Satz 11.4 kon-
vergiert deshalb (27)~"/2 f x G, gegen f in L?(R™), und es folgt £l =
1 fll 2. O
11.20 Satz (Fouriertransformation auf L?). Es gibt eindeutig bestimmte
Abbildungen F, F* : L>(R™) — L%(R™) mit folgenden FEigenschaften:

(1) Ff = f und F*f = [ fir alle f € (L* N L2)(R"),

2) IF fliz = I fllee = 1F* fll 2 fir alle f € L*(R™).

Weiter gelten fir f,g € L*(R™) folgende Aussagen:

(3) <ffafg>L2 = <fag>L2 = <f*faf*g>L2

(4) (Ffog)e2 =, F gL

(5) F*F = FF* =Idrz(mn).

BEWEIS: Der Raum (L' N L?)(R") ist dicht in L?(R™), denn fiir f € L?(R")
ist Xpp0)f € L'(R™) nach Cauchy-Schwarz, und es gilt xp,0)f — f in
L?*(R™) mit R — oo. Die Eindeutigkeit und Existenz der Abbildungen F

bzw. F* mit (1) und (2) folgt damit leicht aus Satz 11.19. In dem komplexen
Skalarproduktraum L?(R"™) gilt die Polarisationsformel

(If +9lZ2 = If = gllZ2 +illf +iglZe — il f —iglZ2)-

-

<f7 g)L2 =

Also folgt (3) aus (2). Da in (4) beide Seiten stetig bzgl. der L?>-Norm sind,
folgt die Aussage aus Satz 11.16 (3) durch Approximation. SchlieBlich ergibt
sich aus (4) und (3)

<‘7:‘7‘*fag>L2 = <‘7:*fa]:*g>L2 = <f7g>L25

also FF*f = f. Die Gleichung F*F f = f folgt analog. O
Im folgenden schreiben wir f bzw. § auch dann, wenn f,g nur in L?(R")
liegen. Die Fouriertransformation spielt eine wichtige Rolle in der Theorie
linearer partieller Differentialgleichungen. Dies basiert vor allem darauf, dass
Ableitungsoperatoren in Multiplikationsoperatoren transformiert werden. Es
ist oft praktisch, dabei im sogenannten Raum der schnell fallenden Funktio-
nen oder Schwartz-Raum zu operieren:

S(R") = {f € C®(R") : 2 DP f ist beschrinkt fiir alle o, 3 € NI} (11.21)

Wie iiblich ist hier 2 = 2% .. .- 2% und D? = 97" ... 9%, Fiir f € S(R™)
gilt |f(z)| < Cn (14 ]z|?)~N/2 fiir jedes N € N, insbesondere ist f € LP(R™)
tiir alle p € [1, 00]. AuBerdem sind mit f € S(R™) auch 0; f und z; f in S(R")
firl1 <j<n.
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11.22 Satz (Fouriertransformation auf S(R™)). Fiir f € S(R™) ist f €
S(R™) und es gilt:

(1) 9;F(p >—sz sowie xjf( ) =i0;f ().
(2) f(z) = T / Ff(p)e'»=) dp fiir alle x € R™,

BeweEIs: Die Funktion f ist beschriankt nach Satz 11.16 (1). Wir berechnen
mit partieller Integration, siehe Satz 7.16,

9,/ () = (2;)% / (OD@) e da
o
- (2;)% /]R f(z) %je‘“m da
=ip; f(p).

Weiter folgt durch Herausziehen der Ableitung aus dem Integral

i

%\ _ 9 iy

510 = G [ g
= @mT oy Jo e
ZZajf(p)~

Insbesondere sind auch die Funktionen p; f und 9, f beschrénkt, wieder nach
Satz 11.16 (1). Durch Induktion iiber || + |3| verifiziert man leicht die all-
gemeine Formel

Daghf = jlal+18l yapB f.

und erhiilt f € S(R™). Aus Satz 11.20 folgt Behauptung (2) zuniichst fiir
L"-fast-alle z € R™, wegen der Stetigkeit beider Seiten also sogar fiir alle
x € R™. Damit ist der Satz bewiesen. O

Wir wollen zum Schluss des Kapitels noch zwei Anwendungen auf die Losung
von linearen partiellen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten
behandeln. Typischerweise wird dabei zunéchst mit einem Fourieransatz eine
Losungsformel ermittelt, wobei die Eigenschaften der Fouriertransformation
formal angewandt werden. In einem zweiten Schritt wird dann gepriift, unter
welchen Voraussetzungen an die Daten die Formel eine giiltige Losung liefert.
Dieser Punkt kann technisch anspruchsvoll sein — je nach Gleichung — und
wird hier nur angedeutet.

11.23 Beispiel. Betrachte das Anfangswertproblem fiir die Warmeleitungs-
gleichung im R™:
Ou— Au=0 auf R" x (0,00),
u(-,0) = f auf R™
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Wir bilden die Fouriertransformierte @(-,t) = @ beziiglich der raumlichen
Variablen. Mit Satz 11.22 erhalten wir fiir & das Anfangswertproblem

0=0u— Au=di+|p*a auf R" x (0,00),
f=a(0,) aufR™
Es folgt a(p,t) = f(p) e~tIPI”. Aber nach Beispiel 11.17 gilt fiir G (7)) =
(2t)"% G (ﬁ)
G mi(p) = G(V2ip) = G(V2ip) = e P,

Aus Satz 11.16 (2) folgt nun u = (27) % f * G /3, das heiflt
1 le—y|?
)= —= T dy.
u(x,t) (dnt)3 /"6 - fly)dy

Es ist leicht zu sehen, dass die Formel fiir beschréinkte und stetige Anfangs-
daten f eine Losung u € C*°(R™ x (0,00)) N C°(R™ x [0,00)) des Anfangs-
wertproblems liefert.

11.24 Beispiel. Als zweites betrachten wir das Anfangswertproblem fiir die
Wellengleichung;:

O*u— Au=0 auf R" x (0, 00),
u(,0)=f auf R",
Opu(-,0) =g auf R™.

Wir fiihren den analogen Fourieransatz durch und erhalten das Anfangswert-
problem

Es folgt diesmal fiir die Fouriertransformierte

a(p.t) = F(p) costlp| +4(p) SiT;p'

Angenommen, es gibt eine Funktion R : R"™ x (0,00) — R mit R =

(2m)~3 % Dann liefert formale Anwendung von Satz 11.16(2)
— n o~ ., . sint|pl
Rxg=(2m)2 Rg=g(p) ol
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Die Losung des Anfangswertproblems wére dann v = 0;(R * f) + R * g. Fir
n = 1 kénnen wir R = %X[,t,t] wéhlen nach Beispiel 11.18 und erhalten

-+t

we) = (1er0+sw-0+ [ ama).

—t
Dies liefert eine giiltige Losung u € C*(R x (0,00)) N CY(R x [0, 00)), falls
f € C%(R) und g € C*(R). Fiir n = 2 behaupten wir

1

N

Denn mit Fubini folgt, zunéchst fiir p = (0, [p|) # 0,

on R ! e
t) = — _—
™ (pa ) o /{|x|<t} P |w|2 X

t —i(tp,y)
- / 672 dy
2 Jipyi<1y /1yl

1 /1—y2
3 e—itlplyz / = L

———=dy1 dy>
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Ip

Dann gilt aber R(p,t) = i Sirllfylalt fiir alle p # 0, da beide Seiten invariant

unter Drehungen sind. Wir haben also fiir n = 2 die Formel

u(t,z) = 0, i/ f(x—ty)Qdy +i/ g(x_ty)Zdy
21 Jqyl<1y V1 =yl 21 Jilyl<1y /1 - [yl

Damit die Formel eine Lésung u € C?(R x (0,00)) N CY(R x [0,00)) defi-
niert, miissen wir fiir n = 2 mehr voraussetzen, nimlich ¢ € C?(R") und
f € C3(R™). Beachte auch, dass R(-,t) fiir n = 2 nicht mehr in L?(R") liegt.
Fiir n > 3 ist die Gleichung R(p,t) = (2r)~ % % gar nicht mehr durch
eine Funktion losbar; trotzdem kann mit dem Ansatz eine Losung gefunden
werden. Der zweite Schritt — die Rechtfertigung der Losungsformel — ist je-

denfalls fiir die Wellengleichung subtiler als fiir die Warmeleitungsgleichung,.



