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2.14 Beispiel. Fiir eine Familie uy, A € A von dufleren Maflen auf X sei
H(A) = sup i (A).
A€eA
Dann ist p ein #ufleres Maf auf X, denn fiir A C (J;=; A; und festes A € A
gilt
in(4) <3 a4 < 3 Ay,
i=1 i=1

Bilde nun auf der linken Seite das Supremum iiber alle A € A und erhalte
(2.3). Es ist im allgemeinen nicht klar, welche Mengen bzgl. p messbar sind.

Die folgenden beiden Konstruktionen von Maflien werden 6fters benutzt.

2.15 Satz (BildmaB). Seien X,Y Mengen und f : X — Y. Fiir ein gege-
benes duferes Maf p : 2% — [0,00] erhdlt man ein duferes Maf$ f(p) auf Y
durch

fu) =27 = [0,00], f(1)(B) = p(f~1(B))-
f(p) heiftt Bildmaf$ von p unter f, und es gilt fir alle BCY
f~Y(B) p-messbar = B f(u)-messbar . (2.16)

BeEwers: Fir B C J;2, B; gilt f~'(B) C Uj2, f~'(B;) und folglich nach
Definition 2.3

Ju)(B) = n(f1(B) < > p(F7(Bi) = 3 [(w)(B:).

1=

=

AuBerdem ist trivialerweise f(u)(0) = pu(f~1(0)) = u(0) = 0. Nun ist nach
Definition von f(u) die Menge B C Y genau dann f(u)-messbar, wenn gilt:

W(f7HT)) > p(f N T O B) + p(fHT\B))  fir alle T C V.
Da f~YTNB) = f~YT)n f~YB) sowie f~HT\B) = f~HT)\f1(B), ist
dies dquivalent zu
p(fHT) 2w N FHB) +p(fTHINFTH(B))  firalle T C Y.
Dagegen ist f~!(B) genau dann p-messbar, wenn
w(S) > (SN fYB)) +u(S\fH(B)) fiiralle S C X.
Also folgt die Behauptung (2.16), indem wir S = f~1(T) setzen. O

2.17 Satz (Einschrankung). Sei u: 2% — [0, 00] ein dupferes Maf§ auf X .
Fiir eine gegebene Menge M C X erhdlt man ein dufleres Mafl u M auf X
durch

pM 2% — [0, 00], LM (A) = (AN M).

uL M heifst Einschrinkung von p auf M, und es gilt
A p-messbar = A pM-messbar. (2.18)
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BEWEIS: Aus der Definition folgt sofort, dass uLM ein duleres Maf ist, denn
fir A C U2, A; gilt:

pM(A) = p(ANM) <37 p(Ain M) =3 juM(4y).

Weiter gilt fiir A C X p-messbar und S C X beliebig

pM(S) = (SN M)
=uw((SNM)NA)+p((SNM)N\A) (da A p-messbar)
— (S 1 A) M) + p((S\A) N M)
= L M(S N A) + p M (S\A).
Dies beweist Behauptung (2.18). O

2.19 Satz (Stetigkeitseigenschaften von Maflen). Seien Aj, As,...
messbar bzgl. des dufleren Mafles p auf X.

(i) Fir paarweise disjunkte Mengen A; gilt:

oo

p(lJA) = nA) (o — Additivitit)
i=1

i=1

(ll) Fir Ay C...CA; CAi+1 C ... gilt:

( U A;) = Zlggo w(A;) (Stetigkeit von unten)
i=1

(iii) Fir Ay D...D A; D Ajrq..., mit p(Ar) < oo gilt:

( ﬂ A;) = lim p(A;) (Stetigkeit von oben).

i=1

BEWEIS: Zuerst zeigen wir, dass endliche Durchschnitte und Vereinigungen
p-messbarer Mengen wieder p-messbar sind.

Offensichtlich ist X p—messbar, da fiir alle S C X gilt: SN X = S und
S\ X =0. Da

SA(X\A)=S\4, S\(X\A4)=8nA4

gilt, ist das Komplement X\ A einer y—messbaren Menge A wieder y—messbar.
Seien A, B p—messbar. Dann gilt fiir alle S C X

n(S) = p(SNA)+ u(S\ A),
w(SNA) =p(SNANB)+u((SNA)\ B).



2 AuBere MaBe 17

Wenn man S\ (AN B) als Testmenge wihlt und die Messbarkeit von A
benutzt erhélt man:

p(S\(ANB)) = p((S\ (ANB))NA) +p((S\ (AN B))\ A)
= p((SNA)\B) +p(S\ A).

Aus diesen drei Identitéten folgt sofort
w(S)=pu(SNANB))+u(S\(ANB)).

Mithilfe von Induktion erhélt man also, dass endliche Durchschnitte pu—
messbarer Mengen wiederum p—messbar sind. Durch Komplementsbildung
folgt, dass auch endliche Vereinigungen p—messbarer Mengen p—messbar sind.
In der Tat gilt:

U4 =X\ (3 UJay) =X\ (N 4)).

J

Fiir p-messbare Mengen A, B ist auch A\ B u-messbar, da A\ B = AN(X\B)
gilt. Nun kénnen wir die eigentlichen Aussagen des Satzes beweisen.

(1) Seien A; paarweise disjunkte y—messbare Mengen. Wahlt man S = A;UA,
und benutzt die Messbarkeit von A; erhilt man

(AU Ag) = pu(Ar) + pu(Az2),

und iiber Induktion die analoge Aussage fiir endliche disjunkte Vereinigungen.
Also gilt

o0 k k 0
D op(Ay) = lim Y (A = im | (JA; ) < U4 )
J=1 J=1 j=1

Jj=1

wobei wir die Monotonie von p benutzt haben. Die umgekehrte Ungleichung
gilt aufgrund von (2.6) immer, und somit haben wir (i) bewiesen.

(ii) Sei (Ag) eine monoton aufsteigende Folge py—messbarer Mengen, d.h.
A C...C Ay C Ay C....Dannsind Ay = Ay, Ay = A\ UK Ai k> 2,
paarweise disjunkt, messbar und es gilt: Ay = Ule A; = Ule A;. Somit
erhalten wir unter Verwendung von (i)

p(UJ4) =n(U4) =3 w4
=1 7471]6 ~7,71 . i
=, > () = Jim o 4 = i ()

i=1 i=1

d.h. Aussage (ii) gilt.
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(iii) Sei (Ax) € M eine monoton fallende Folge mit u(A;) < oo, d.h.
A1 D ... 2 A D Agy1 O ... Fiir die aufsteigende Folge A) = A1\ Ay gilt,
da Ay p-messbar,

(A1) = p(Ar 0V Ap) + p(A\Ag) = p(Ar) + p(A).-

Daraus folgt wegen (ii)

k=1 k=1
> u(Ar) — p (ﬂ Ak> :
k=1
wobei wir die Subadditivitéit von p und p(A;) < oo benutzt haben. Aufgrund

der Monotonie von pu gilt

und somit
hm w(Ag) = (ﬂ Ak> ,

d.h. Aussage (iii) ist bewiesen. O

2.20 Beispiel. Die Bedingung (A1) < oo in (iii) kann natiirlich durch
w(Ag) < oo fiir ein k ersetzt werden. Sie kann aber nicht ganz weggelassen
werden. Mit Ay = {k,k+1,...} C N gilt zum Beispiel card(Ay) = oo fiir alle
k € N, aber card((;2; 4;) = card(D) = 0.

Wir wollen nun allgemein die Struktur des Systems M der py-messbaren Men-
gen untersuchen.

2.21 Definition (Nullmenge). Sei p duferes Mafs auf X. Die Menge
N C X heif$t u-Nullmenge, falls u(N) = 0.

2.22 Satz (Messbarkeit von Nullmengen). Sei p dufleres Maff auf X.
Dann gilt:

N Nullmenge = N p-messbar (2.23)

(o)
N1, Ns, ... Nullmengen = U Ny, Nullmenge. (2.24)
k=1
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BEWEIS: Sei u(N) = 0. Fiir S € X folgt aus der Monotonie u(S N N) <
w(N) =0, also

w(S) 2 p(S\N) = p(S OV N) + u(S\N).

Die zweite Aussage gilt nach Definition 2.2. O

Somit enthélt M alle Nullmengen N C X, und damit auch deren Komple-
mente X\ N, wie im Beweis von Satz 2.19 gezeigt wurde. Es kann sein, dass
keine anderen Mengen messbar sind, zum Beispiel ist M = {0, X} in Beispiel
2.13. Aber in den relevanten Féllen erwarten wir doch, dass es viele weitere
messbare Mengen gibt. Jedenfalls ist das System M unter abzéhlbaren Ver-
einigungen und Durchschnitten abgeschlossen, im Gegensatz zum Beispiel zu
den quadrierbaren Mengen Q" aus Satz 1.22. Dies soll nun gezeigt werden.

2.25 Definition (0-Algebra). Ein Mengensystem A C 2% heifit o-Algebra,
wenn gilt:

(i) XeAd

(i) AcA=X\Aec A

(i) 4, € AfirieN = |2, A4 €A

Eine o-Algebra A ist auch unter abzéhlbaren Durchschnitten abgeschlossen,
das heif}t es gilt

A€ A firi=12,... = [|AcA (2.26)
i=1
Dies folgt sofort aus der Darstellung (2, A; = X\ (Ujo X\4;). AuBer-

dem stellen wir fest: jede o-Algebra ist ein Ring, denn nach Definition gilt
= X\X € A sowie

A BeA = A\B=AN(X\B)ec A

2.27 Satz (0-Algebra der messbaren Mengen). Sei p @ X — [0, 0]
ein duferes Mafs. Dann ist das System M der p-messbaren Mengen eine
o-Algebra.

BEWwEIs: Die Eigenschaften (i) und (ii) aus Definition 2.25 wurden bereits im
Beweis von Satz 2.19 gezeigt. Jetzt zeigen wir die noch fehlende Eigenschaft

A, EM firi=1,2,... = A:UAieM.

i=1

Wir setzten B; = Uizl Ap. Somit ist B; eine monoton aufsteigende Folge
messbarer Mengen und es gilt | J, Ax = U, Bi. Fiir S C X beliebig, mit
p(S) < oo gilt mithilfe von Satz 2.17 und Satz 2.19:
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u(sm [jAk> +M<S\ Gm) —uLs<G<Bk>) +uLs<ﬁ<X\Bk>>

k=1 k=1 k=1 k=1
= klim ulS (By) + klirn uLS (X \ By)
= pu(S).

Fiir 44(S) = oo gilt offensichtlich p (SN Upey Ark) + 1 (S \ Upe; Ak) < u(S).
Somit ist |J;—; Ar messbar und der Satz ist bewiesen. O



3 Der Fortsetzungssatz von Caratheodory

Der elementargeometrische Inhalt liefert eine verniinftige Definition des n-
dimensionalen Volumens auf der Klasse der Quader P™ oder der Klasse der
Figuren F". Wir stehen nun vor der Aufgabe, diesen Inhalt zu einem &GuBeren
MaB auf das System aller Teilmengen des R"™ fortzusetzen, wobei die Mengen in
P™ natiirlich messbar sein sollen. In diesem Kapitel beschreiben wir in abstraktem
Rahmen die Konstruktion der MaBfortsetzung nach Caratheodory und beantwor-
ten auch die Frage, in welchem Umfang die Fortsetzung eindeutig bestimmt ist.
Die Spezialisierung auf das VolumenmaB im R"™, genauer das LebesguemaB, folgt
im nachsten Kapitel.

3.1 Definition (Fortsetzung). Sei A ein Inhalt auf dem Halbring P C 2.
Ein dufleres Maf$ p auf X heifit Fortsetzung von X, falls folgende zwei Be-
dingungen gelten:

(i) plp = A, das heifit u(P) = A(P) fir alle P € P

(il) P C M, also alle Mengen in P sind p-messbar.

Nach Aussage (i) in Satz 2.19 muss ein Inhalt, der zu einem #uleren Mass
fortsetzbar ist, auf dem Halbring P notwendig o-additiv sein. Hierfiir wird
die folgende Bezeichnung eingefiihrt.

3.2 Definition (Prédmafl). Sei P C 2% ein Halbring. Eine Funktion
A:P —[0,00] mit A(B) = 0 heifft Primaf, wenn gilt: ist P € P und
P =2, P, mit P; € P paarweise disjunkt, so folgt

AP) = i MP;) (o-Additivitit auf P).
i=1

3.3 Lemma. Ist A\ : P — [0,00] ein Primaf, R der von P erzeugte Ring
und A : R — [0,00] der eindeutig bestimmte Inhalt mit X\|p = \ (siche Satz
1.16), so ist A ebenfalls ein Prima.

BEWEIS: Habe F' € R die Darstellung F = |J;2, F; mit F; € R paarweise
disjunkt. Nach Lemma 1.15 gibt es dann paarweise disjunkte Zerlegungen
F = Ule P; und F; = U, P;,, mit P;, P;, € P. Es folgt die Darstellung
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oo

p=J@nk)=

i=1 i

(P NF,).

s
Ct

I
—

v=1

Da A PrimaB und A Inhalt, folgt hieraus A\(P;) =Y 02, """ A(P,NP;,) =
Doy o (P ﬂPw):Zzz )\(P N F;), undsomlt

k oo )
MF) =3 AP)=>_> XPNE) ZZ)\ (P; N Fy) :Z

j=1 j=11i=1 =1 j=1
]

3.4 Satz (Caratheodory-Fortsetzung). Sei A : P — [0,00] ein Primaf
auf dem Halbring P C 2X. Definiere yu : 2% — [0, 00] durch

—inf{i)\(Pi):PieP,EC GPZ}. (3.5)
i=1

i=1
Dann ist p eine Fortsetzung von A. Man bezeichnet p als das durch X indu-

zierte, duflere MafS oder als Caratheodory-Fortsetzung von \.

BEWEIS: Wir nehmen zunichst an, dass P sogar ein Ring ist und zeigen in
diesem Fall die Aussage in drei Schritten.

Schritt 1: p ist dufleres Majs

Mit P; = 0 fiir alle i € N folgt x(0) = 0 nach (3.5). Sei E C {J;2, E; mit
E,E; C X und oBdA pu(FE;) < co. Wihle Uberdeckungen F; C U2, P,y mit
P; ; € P, so dass zu gegebenem € > 0 gilt:

> NP;) < u(E;) +27% fiir alle i € N.

j=1

Dann folgt E C |J;"_, P;,; und somit

i,j=1

o0

E)< > APy i ) +27%) i,u(E

ij=1 i=1

Mit e \, 0 folgt u(E) < 3.2, u(E;).

Schritt 2: u(P) = A(P) fir P € P.

Die Ungleichung u(P) < A(P) folgt direkt aus (3.5), indem wir P; = P und
P; = fiir 4 > 2 wihlen. Fiir die umgekehrte Ungleichung A(P) < p(P) reicht
es zu zeigen:

Pc|JP mitPeP = \P)<) AMP)
i=1 =
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Wir betrachten die paarweise disjunkten Mengen @Q; = (P;\ U‘ ' p; )NP e P
und schliefen

= U ZAQz SZ

da X\ Pramafl und Q; C P;.

Schritt 3: Jedes P € P ist u-messbar

Sei P € P und S C X beliebig. Zu € > 0 wihle P; € P, so dass S C oy P;
und Y70 A(P) < p(S) +e. Es folgt SN P C Uioy (PN P) sowie S\P C
Ui2, (P\P). Aus (3.5) erhalten wir

o0 oo oo

p(SOP) +pu(S\P) <Y MPNP)+ Y MP\P) = > AP) < p(S) +e.

i=1 i=1 =1

Mit e \, 0 folgt Schritt 3 und der Satz ist bewiesen, wenn P ein Ring ist.

Sei nun P lediglich ein Halbring, und R der von P erzeugte Ring. Nach Satz
1.16 gibt es einen eindeutig bestimmten Inhalt A : R — [0, 00] mit Alp = A,
und A ist ein Prdmafl nach Lemma 3.3. Wir zeigen:

Mit a(FE) := inf {Z FeR, EC U FZ} gilt mw=p (3.6)
i=1

Fiir beliebiges E C X ergibt sich die Ungleichung n(E) < u(F) direkt aus
den Definitionen wegen A|p = \. Ist andererseits £ C (o, F; mit F; € R,
so gibt es nach Lemma 1.15 eine Darstellung F; = UZ:1 P;, mit paarweise
disjunkten P;, € P, und es folgt

£)< 33 AR = LA

i=1v=1

Durch Bilden des Infimums iiber alle Uberdeckungen E C U?; F,mit F; € R
folgt die umgekehrte Ungleichung p(E) < fi(£). Nun ist, wie oben gezeigt, i
Fortsetzung von A und damit folgt aus (3.6) die Behauptung des Satzes. O

Natiirlich schliefit sich die Frage der Charakterisierung der p-messbaren Men-
gen an. Laut Satz 3.4 sind zunéchst alle Mengen in P u-messbar, aber dann
nach Satz 2.27 auch alle abzdhlbaren Vereinigungen und Durchschnitte dieser
Mengen, und dann wiederum deren abzihlbare Vereinigungen und Durch-
schnitte, und so fort. Um dies umfassend zu beschreiben, ist der folgende
Begriff zweckmiBig.
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3.7 Definition (erzeugte o-Algebra). Fiir ein Mengensystem £ C 2% sei

(&) = ﬂ{A : A ist o-Algebra in X mit € C A}. (3.8)

Dann ist (&) eine o-Algebra, die £ enthilt, und heifst die von & erzeugte
o-Algebra. Es gilt

A o-Algebra mit EC A = o(€) C A (3.9)

3.10 Beispiel. Ist E C X und £ = {E}, so gilt o(€) = {0, E, X\E, X }

Waéhrend wir fiir den erzeugten Ring eine einfache konstruktive Beschreibung
in Satz 1.14 angeben konnten, ist das fiir die erzeugte o-Algebra im Allge-
meinen nicht moglich, siehe hierzu Elstrodt. Die Anwendung der Definition
stiitzt sich deshalb stets auf die Eigenschaft (3.9), dass ndmlich o (&) — salopp
gesprochen — die kleinste o-Algebra ist, die £ enthélt.

3.11 Lemma. Sei A : P — [0,00] ein Primaf. Ist das dufere Maf$ [t eine
Fortsetzung von A, so ist jede Menge A € o(P) p-messbar.

BEWEIS: Nach Satz 2.27 ist das System M der fi-messbaren Mengen eine
o-Algebra, die nach Definition P enthélt. Also folgt o(P) C M aus (3.9). O

3.12 Definition (Regularitit). Fine duferes Maf p : 2% — [0, 00] heifit
requldr, wenn es zu jeder Menge D C X eine p-messbare Menge EE C X gibt
mit D C E und u(E) = p(D).

3.13 Satz (Regularitiit der Caratheodory-Fortsetzung). Sei ju: 2% —
[0,00] die Caratheodory-Fortsetzung des Primafes A : P — [0,00]. Dann
gibt es zu jeder Menge D C X eine Menge E € o(P) mit E D D und
w(E) = (D). Insbesondere ist u ein regqulires Maf.

BEWwEIS: Im Fall (D) = oo kénnen wir E = X wihlen. Ist u(D) < oo, so
gibt es nach Definition von g in (3.5) zu jedem v € N eine Uberdeckung

o0 oo 1
DC E”=|JP/ mit P/ € Pund Y ANPY) < p(D) + ~

i=1 v=1

Wéhle E = (), E¥. Dann ist E € o(P) mit £ D D, und fiir jedes v € N
gilt

WD) < () < u(B*) < 37 p(PY) = SONPY) S D)+ <,

das heiit u(E) = pu(D). O
Fiir gewisse Eigenschaften der Caratheodory-Fortsetzung wird folgende Be-
dingung benotigt.
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3.14 Definition (o-endliches Pramaf). Ein Primaf A auf einem Halb-
ring P C 2% heifit o-endlich, wenn es eine Folge P, € P gibt mit X =
U2, P und MN(P,,) < oo fiir alle n € N.

Das Zahlmaf auf X ist genau dann o-endlich, wenn X abzédhlbar ist, und das
Pramafl A aus Beispiel 3.18 unten ist nicht o-endlich.

3.15 Lemma. Sei A\ ein o-endliches Primaf auf X mit Caratheodory-
Fortsetzung p. Dann hat jede p-messbare Menge D C X eine Darstellung
D =,~, Dy, fiir p-messbare D,, mit u(D,,) < oo und Dy C Dy C ...
BEWEIS: Sei X = J;2, P, wie in Definition 3.14. Setze dann D,, = | J;_, DN
Py.

Wir kénnen nun im o-endlichen Fall die beziiglich der Caratheodory-Fort-
setzung messbaren Mengen genau charakterisieren. Die im Zusatz gegebene

Prézisierung werden wir beim Beweis des Cavalierischen Prinzips in Satz 7.6
verwenden.

3.16 Satz (Messbarkeit bzgl. Caratheodory-Fortsetzung). Sei A :
P — [0,00] ein o-endliches Pramafi auf X mit Caratheodory-Fortsetzung
w. Eine Menge D C X ist genau dann p-messbar, wenn eine der folgenden
Bedingugen gilt:

(i) FEs gibt ein E € 0(P) mit E D D und u(E\D) = 0.

(ii) FEs gibt ein C € o(P) mit C C D und u(D\C) = 0.

Zusatz: Im Fall (D) < 0o kann E = (.2, EV gewdihlt werden, wobei E¥ =
Uiz, P! paarweise disjunkte Vereinigung von Mengen PY € P mit E' >
E?> ... und u(EY) < oo.

BEWEIS: Sei D C X, so dass (i) gilt. Fiir beliebige T C X folgt aus T\ E C
T\D=(T\E)U(TN(E\D))
w(T\E) <p(T\D) < pu(T\ E)+pu(TN(E\D))
ST\ E)+uE\D) =T\ E)
und somit u(T\ E) = u(T \ D). Analog folgt (TN D) = u(TNE). Da E
p—messbar ist, folgt somit

w(T) =T NE)+u(T\E)=pu(TND)+uT\D),

d.h. D ist y—messbar. Analog folgt aus (ii), dass D p—messbar ist.
Fiir die umgekehrte Implikation sei zunéchst D messbar mit p(D) < co. Wir
wéhlen E D D aus Satz 3.13. Es folgt aufgrund der Messbarkeit von D

w(D) = p(E) = p(EN D)+ p(E\D) = u(D) + p(E\D) = p(E\D)=0.

Fiir beliebiges messbares D sei D = |J;—; D, wie in Lemma 3.15. Wie
bewiesen gibt es E, D D, mit E, € o(P) und p(E,\D,) = 0. Fir
E=J;_,E,D>Dfolgt E€o(P).DaE\DCc .., (E,\D,) folgt



