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o0
w(E\D) < Z (E,\D,,)

Damit ist Aussage (i) gezeigt. Um (ii) zu zeigen, wihle mit Satz 3.13 eine
p-Nullmenge N € o(P) mit N D E\D, wobei E wie in (i) gewihlt wurde,
und setze C = E\N € o(P). Es folgt

C=E\NCE\(E\D)=D und u(D\C)=p(DNN)=0.

Um den Zusatz zu beweisen sei nun p(D) < oo. Die Konstruktion im Be-
weis von Satz 3.13 liefert die Darstellung F = ()—, E” mit B = (J;2, P/
fir P/ € P, wobei pu(E') < u(D) + 1 < co. Das System aller abzihlbaren
Vereinigungen von Mengen in P ist abgeschlossen unter endlichen Durch-
schnitten, denn es gilt (U;2, P) N (U2, Qi) = Uy j=; PN Q;. Indem wir zu
E” = E'N...NE" iibergehen, koénnen wir deshalb E' D E? O ... annehmen.
Fiir festes v sind die Mengen P} = PY \ Ul L P} paarweise d1SJunkt und es

gilt BV = U2, PY = (2, PY. In Lemma 1.13 wurde gezeigt, dass P/ als
paarweise disjunkte Vereinigung von Mengen aus P darstellbar ist. Damit ist

auch der Zusatz bewiesen. O

Nachdem die Maffortsetzung konstruiert ist und auch die messbaren Mengen
identifiziert sind, stellt sich zu guter letzt die Frage, inwieweit das gefundene
Maf} eindeutig bestimmt ist bzw. durch welche Eigenschaften die gegebene
Konstruktion ausgezeichnet ist. Direkt aus der Definition ergibt sich die fol-
gende Charakterisierung:

3.17 Lemma (Maximalitit der Caratheodory-Fortsetzung). Sei u die
Caratheodory-Fortsetzung des Pramafles A : P — [0, 00] auf X. Dann gilt fir
jede andere Fortsetzung i von A

w(E) < u(E)  firale E C X.

BeEweIs: Es gilt die Implikation

EcC GH— mit B eP = [(E) < iﬁ(a) = iA(P)
=1 =1

i=1
Bilden des Infimums iiber alle solchen Uberdeckungen liefert wegen (3.5) die
Behauptung. O
Im nicht o-endlichen Fall kann es Fortsetzungen geben, die auf der erzeugten

o-Algebra verschieden sind. Hier ist ein Standardbeispiel.

3.18 Beispiel. Betrachte auf X # () das Prdmafl A : P = {0} — [0, 00],
A(0) = 0. Definiere fiir t € [0, o]

0 falls E=0

. 9X =
e 1270 — [0,00}7 m(E) = {t sonst.
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Dann sind alle p; Fortsetzungen von A, die jedoch auf der von P erzeugten
o-Algebra o(P) = {0, X} nicht gleich sind. Die Caratheodory-Fortsetzung

ist floo-
3.19 Satz (Eindeutigkeit der Maflfortsetzung). Sei A ein o-endliches

Primaf auf einem Halbring P iiber X . Ist p : 2% — [0, 00] die Caratheodory-
Fortsetzung von A und pi eine beliebige Fortsetzung, so gilt

E p-messbar = E pi-messbar und i(E) = pu(E).

BEWEIS: Seien M bzw. M die jeweiligen Systeme messbarer Mengen fiir
bzw. fi. Nach Satz 3.16 (ii) gibt es zu E € M ein C € o(P) und eine pu-
Nullmenge N mit £ = C UN. Da j(N) < p(N) = 0 nach Lemma 3.17, ist
N p-messbar nach Satz 2.22. Aber C ist ebenfalls ji-messbar nach Lemma
3.11, also ist E' p-messbar. Insbesondere gilt M C M.

Wir zeigen zunéchst f(E) = u(E) unter der zusétzlichen Annahme, dass
E = J;2, P, mit P, € P. Sei R der von P erzeugte Ring. Aufgrund der
Definitionen und des bereits Gezeigten gilt R C o(P) C M C M. Satz 2.19
(i) liefert, dass p|R und z|R Inhalte sind. Diese sind nach Satz 1.16 eindeutig
bestimmt und somit gilt ¢|R = f|R. Dies und Satz 2.19 (ii) liefern dann

p(E) = Tim p (U Pi) = lim 7 <U Pi) =[(E). (3:20)

i=1 =1

Sei nun £ € M mit p(E) < oo. Dann existieren Mengen P; € P mit
EcP:=;2, P, und pu(E) < p(P)+ 1. Aus Lemma 3.17 und (3.20) fol-

gern wir

A(E) + F(P\E) < u(E) + u(P\E)

P) (da E p—messbar)

P) (aufgrund von (3.20))
)

(
(E)+ p(P\E) (da E p—messbar).

T =

(
(

IA ]
=

Somit gilt u(E) = p(E) fir alle E € M mit pu(E) < oo, da in allen
Abschétzungen Gleichheit gelten muss.

Sei nun E € M beliebig. Nach Lemma 3.15 gilt F = |J;__, E,, fiir y-messbare
E, mit pu(E,) < oo und E; C E3 C .... Es folgt wegen Satz 2.19 (ii)

p(E) = lim @(E,) = lim p(E,) = pu(E).

n—o0

O

Zum Schluss kommen wir auf die in Bemerkung 2.4 erwdhnten, verschiede-
nen Maf3begriffe zu sprechen. Bis zum Ende des Kapitels sprechen wir nun
ausdriicklich von #ufleren Maflen und verwenden den Begriff ,Maf* in fol-
gendem Sinn:
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3.21 Definition. Ein Primafi A : A — [0,00] heifit Maf, wenn A C 2%
eine o-Algebra ist. Das Tripel (X, A, \) heifit dann Mafraum.

Fiir ein Maf X ist nicht notwendig jede Teilmenge einer A-Nullmenge ebenfalls

in A.

3.22 Definition (Vollstindigkeit). Ein Maf A : A — [0,00] heift
vollstindig, wenn folgende Implikation gilt:

N CA fireinAe Amit \(A)=0 = NecA

Jedes MaBl A : A — [0,00] kann wie folgt zu einem vollstindigen Maf A
A — [0, 0] fortgesetzt werden:

DeA<3C,E€ Amit C C D C E und A(E\C) =0
D) :=XC) (= XE)).

Es ist leicht zu sehen, dass A eine o-Algebra und X : A — [0, 00] ein wohldefi-
niertes, vollstindiges Mafl mit A| 4 = A ist. Dieses wird als Vervollstindigung
von A bezeichnet.

Jedem #ufleren Maf p kann durch Einschréinkung auf das System M (u) der
p-messbaren Mengen das vollstédndige Maf8 | () zugeordnet werden, siehe
Satz 2.22. Umgekehrt liefert der Fortsetzungssatz von Caratheodory zu jedem
MaB A : A — [0, 0] eine Fortsetzung durch ein regulires, dufleres Mafl A\¢ :
2% — [0, o0], vgl. Satz 3.13. Wir wollen sehen, dass diese beiden Zuordnungen

e (:U’|M(;L)aM(lu‘)) und ()‘7“4) — )‘C

zueinander invers sind. Dabei miissen wir uns allerdings jeweils auf den o-
endlichen Fall beschrénken.

3.23 Definition. Ein duferes Maf$ p : 2% — [0,00] heifit o-endlich, wenn
X als abzihlbare Vereingung X = J;=, X; von p-messbaren Mengen X; mit
w(X;) < oo darstellbar ist.

Nach Definition 3.14 ist p genau dann o-endlich, wenn das Maf p|aq(,) o-
endlich ist. Die Sétze 3.4, 3.13 und 3.19 sagen nun Folgendes aus:

Ist ein o-endliches &ufleres Mafl u gegeben, so ist das &uflere Mafl
1o := (| aa(u))© reguléir (Sétze 3.4, 3.13), hat als System messbarer Mengen
genau die o-Algebra M(u) der p-messbaren Mengen und stimmt auf diesen
mit p iberein (Sdtze 3.19, 3.4). Offenbar ist g durch diese Eigenschaften
eindeutig bestimmt. Ist umgekehrt A : A — [0, 00] ein o-endliches Mafl mit
zugehoriger Caratheodory-Fortsetzung A\ : 2% — [0,00], so ist das Maf
A% pmae) s M(AY) — [0, 00] genau die Vervollstéindigung A : A — [0, oc] von
A. Insbesondere ist damit bewiesen:
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3.24 Satz. Zu jedem o-endlichen, vollstindigen Mafi A : A — [0, 00] auf X
gibt es genau ein o-endliches, requlires dufleres Map p : 2% — [0, 00] mit
M(p) = A und p| () = A, nimlich die Caratheodory-Fortsetzung pn = A°.






4 Das n-dimensionale Lebesguemaf}

Wir spezialisieren nun die allgemeinen Ausfiihrungen des vorigen Kapitels und
betrachten das LebesguemaB auf dem n-dimensionalen Euklidischen Raum. Als
erstes wird untersucht, in welcher Beziehung das System der Lebesgue-messbaren
Mengen zu der gegebenen Topologie auf R"™, also zu dem System der offe-
nen Mengen, steht. Insbesondere ergibt sich daraus eine Charakterisierung der
Lebesgue-messbaren Mengen. Zweitens wird die Invarianz des LebesguemaBes
unter Isometrien, das heiBt Translationen und orthogonalen Transformationen,
bewiesen, sowie allgemeiner eine Transformationsformel unter linearen Abbildun-
gen. Zum Schluss geben wir ein Beispiel einer nicht Lebesgue-messbaren Menge
in R.

4.1 Lemma. Der elementargeometrische Inhalt \™ : P™ — [0,00) ist ein
Primaf auf dem Halbring der Quader im R™.

BEWEIS: Sei P = U;’il P; mit P, P, € P" und P, N P; = () fiir ¢ # j. Nun ist
A" ein Inhalt auf dem Ring der Figuren, siehe Satz 1.16, also gilt aufgrund
der Monotonie

oo k
;/\ : —klgr;OZ)\" : —klir&A"(i:LJlPi) < A"(P).

Fiir die umgekehrte Ungleichung wéhle zu € > 0 offene Quader @; O P; und
einen kompakten Quader @ C P, so dass gilt

iv( <Z/\"

Nach Heine-Borel wird @@ durch endlich viele Quader Q1, ..., Q) iiberdeckt,
und mit Folgerung 1.18 schlielen wir

zi: )+ < <Z/\"

Daraus folgt die Behauptung. O

AM(P) < A"(Q) +

l\')lﬁ)
| ™

AY(P) < A™(Q

wlm
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4.2 Definition (Lebesguemaf). Das Lebesguemafl einer Menge E C R™
ist definiert durch

L™"(E) = inf { i)\”(ﬂ-) : P; Quader, E C D P} (4.3)
i=1

i=1

Damit ist L™ die Caratheodory-Fortsetzung des elementargeometrischen In-
halts A™ auf dem Halbring P" der Quader im R™.

4.4 Definition (Borelmenge). Die vom System O™ der offenen Teilmen-
gen des R™ erzeugte o-Algebra heif$t Borelalgebra B™, ihre Elemente heiffen
Borelmengen.

4.5 Lemma. B" ist die vom Halbring P™ der Quader erzeugte o-Algebra.

BEWEIS: Wir zeigen als erstes, dass jeder Quader eine Borelmenge ist. Ein
Intervall I C R ist entweder offen oder l&it sich als abz&hlbarer Schnitt
I = ﬂ;ozl Uy, von offenen Intervallen Uy, schreiben und liegt damit in B, zum
Beispiel gilt [a,b) = ()~ (a— 1,b). Fiir einen Quader Q = I x...x I,, C R"
schreiben wir I; = (=, Ujx und erhalten Q = (oo, (U1x X ... x Uy ) € B™.
Daraus folgt P™ C B™ und folglich o(P™) C B™.

Nun ist andererseits nach Lemma 1.25 jede offene Menge (2 C R”™ als
Vereinigung von abzihlbar vielen kompakten Wiirfeln darstellbar. Also gilt
O" C ¢(P™) und somit B" C a(P™). O

4.6 Satz (L"-Messbarkeit der Borelmengen). Fir das Lebesquemaf3 auf
R™ gilt:

(i) Alle Borelmengen sind Lebesque-messbar.

(ii) Zu E CR™ gibt es eine Borelmenge B D E mit L™(B) = L"(E).

(iii) L™(K) < oo fir alle K C R™ kompakt.

BEWEIS: Sei M" das System der L£L"-messbaren Mengen. Dann gilt P™* C M"
nach Satz 3.4, also B™ = o(P") C M™ nach Lemma 4.5 und Satz 2.27.

Aussage (ii) gilt nach Satz 3.13. Da £™ = A" auf Quadern, gilt fiir beliebiges
a>0L"[—a,a]™) = A"([—a,a]™) = (2a)"™ < oo, und (iii) folgt. O
4.7 Lemma (Approximationslemma). Fiir eine belicbige Menge E C R™
gilt:

(i) L™(E)=1inf{L™(U): U offen, U D E},

(ii) L™(F) =sup{L™(K) : K kompakt, K C E}, falls E L™-messbar.
BEwEIs: Offensichtlich gilt £™"(E) < inf{L"(U) : U offen, U D E}. Fiir die
umgekehrte Ungleichung kénnen wir £"(E) < oo annehmen. Nach Definition

des Lebesguemafes in (4.3) gibt es zu € > 0 eine Uberdeckung E C |J;°, P;
mit Quadern P;, so dass gilt:
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o0

> XU(P) < LME) +e.

=1

Wir kénnen annehmen, dass die P; offen sind. Also ist U = [ J;2, P; offen, es
gilt U D F und

L) < i A'(P) < L™(E) +¢.

In (ii) ist klar, dass £L"(E) > sup{L"(K) : K kompakt, K C E}. Wir zeigen
die umgekehrte Ungleichung zunéchst fiir E beschrankt. Wahle Ky C R”
kompakt mit £ C Kj. Nach (i) gibt es zu € > 0 eine offene Menge U D Ko\ E
mit

LMU) < LYNK)\E) +¢e=L"(Ky) — L"E) +e.

Dabei wurde benutzt, dass E L"-messbar ist. Nun ist K = Ko\U C
Ko\(Ko\F) = E kompakt und wegen der L£L™-Messbarkeit von U folgt

LM(K) = LY(Ky) — L(Ko N U) > L7 (Ko) — LMU) > L(E) — e.

Fir E beliebig betrachte E; = EN{z € R™ : |z| < j}. E; ist beschrankt und
Lebesgue-messbar, also folgt aus obigem

L"(Ej) <sup{L"(K) : K kompakt, K C E;}
< sup{L"(K) : K kompakt, K C E}.
Aber L™(E;) — L™(E) mit j — oo nach Satz 2.19. Damit ist (ii) bewiesen.
O
Die L£™-messbaren Mengen kénnen nun wie folgt charakterisiert werden.
4.8 Satz (Messbarkeit bzgl. £"). FEine Menge D C R™ ist genau dann
L"-messbar, wenn eine der beiden Bedingungen gilt:
(i) Es gibt eine Borelmenge E D D mit L™(E\D) = 0.
(ii) FEs gibt eine Borelmenge C C D mit L™(D\C) = 0.
Es kann E = (.2, U; mit U; offen, C' = U]Oil A; mit A; abgeschlossen
gewdhlt werden.

BewEIs: Die Aquivalenz von (i) bzw. (ii) mit der Messbarkeit von D wurde
bereits im Satz 3.16 bewiesen. Wir geben hier einen alternativen Beweis, der
auch die Charakterisierung von E und C' liefert. Schreibe D = J;Z, D; mit
Dj={zeD:j—1<|z| <j} fur j € N. Nach Lemma 4.7 gibt es offene
Mengen U, ; und kompakte Mengen K; ; mit U; ; O D; D K; ; und

LU ;) < L™(Dj) + 273‘/1', LMK, ;) > L"(D;) — 27j/i.
Dann ist U; = Ujoil U, ; offen, A; = Ujoil K; ; abgeschlossen und es gilt

U;DD>A;.Mit E =2, U; bzw. C = J;2, A; gelten fiir beliebiges i € N
die Abschitzungen
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LM(E\D) < L"(U\D) < iE"(Ui,j\Dj) < i (L™(Ui ;) — L™(Dy)) < —,
i=1 j

Jj=1

R

(£"(Dj) = L£"(Ki ;)

[M]8
S|

LY(D\C) < LY(D\A) < 3 L7 (DK, ) <

j=1 J

Dabei wurde die Messbarkeit von D; und K;; benutzt. Mit i — oo folgen
die Behauptungen. ]

4.9 Satz. (Lebesguemaf vs. Jordaninhalt)
(i) Fir E CR™ gilt vol"(E) < £L"(E) < vol (E)

(ii) Ist E quadrierbar, so ist E auch L™-messbar und es gilt L"(FE) =
vol"(E).

BEWEIS: Nach dem Maffortsetzungssatz stimmen der Elementarinhalt A\™
und das Lebesguemafl auf Quadern iiberein, also wegen Satz 1.16 auch auf
allen Figuren (vgl. Beweis von Satz 3.19). Fiir Fy, Fr € F" mit F; C E C Fy
folgt

A'(Fy) = L0 (Fy) < LM(E) < LM(Fy) = A (Fy).

Aussage (i) folgt, indem wir das Supremum iiber alle Fy C E bzw. das Infi-
mum iiber alle F, D F bilden. Ist nun E quadrierbar, so gilt nach Satz 1.26
vol (DE) = 0, also L"(JE) = 0. E ist also Vereinigung der offenen Menge
int(E) und der £L®-Nullmenge E N OF, und damit L£L™-messbar. O

Wir wollen jetzt untersuchen, wie sich das Lebesguemaf unter affinlinearen
Abbildungen transformiert. Dafiir ist der folgende Begriff niitzlich.

4.10 Definition (Borelmaf). Ein dufieres Mafi p auf R™ heifit Borelmaf,
falls gilt:

(i) Alle Borelmengen sind p-messbar.
(il) pu(K) < oo fiir jede kompakte Menge K C R™.

4.11 Beispiel. Das Lebesguemafl L™ ist ein Borelmafl nach Satz 4.6. Mit
Satz 2.17 ist dann auch L™_F ein Borelmaf, fiir jede Menge E C R™.

Ein Maf§ p auf R™ heifit translationsinvariant, wenn mit £+ a := {x + a :
x € E} gilt:

w(E+a) =p(E) firallea € R", £ CR".

Aus der Translationsinvarianz des Elementarinhalts A : P — [0,00) und
der Definition des Lebesguemafes folgt sofort, das L™ ein translationsinvari-
antes Maf ist. In Satz 4.13 unten wird gezeigt, dass das Borelmafl £™ durch
die Eigenschaft der Translationsinvarianz bis auf Normierung eindeutig cha-
rakterisiert ist.
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4.12 Lemma. Ist p translationsinvariantes Borelmafi auf R™, so ist jede
Koordinatenhyperebene H = {x € R™ : x; = ¢} eine p-Nullmenge.

BEWEIS: Sei Q@ = [0,1]" und F = {x € Q : z; = 0}. Fiir a € R" ist F +a
abgeschlossen, also y-messbar. Es folgt fiir jede endliche Menge {s1, ..., s} C
[0,1]

k k

ku(F) = p(sjei+ F)=p| |Jsjei+ F | <u(Q) < 0.
j=1 j=1

Da k beliebig grof} gew#hlt werden kann, ist u(F) = 0. Aber H ist Vereinigung
von abz#hlbar vielen Translationen von F, und somit u(H) = 0. O

4.13 Satz (Charakterisierung durch Translationsinvarianz). Sei p ein
translationsinvariantes Borelmaf auf R™. Dann gilt mit 0 = u([0,1]™)

w(E)=0L"(E) fir alle L"-messbaren E C R™.

BEWEIS: Setze Qx; = 27%(j 4+ [0,1]") fiir k € Np und j € Z". Dann ist
[0,1]™ Vereinigung der 2"* abgeschlossenen Teilwiirfel {Qy ; : j € Jx}, wobei
Je =1{j = (1,--,0n) €Z": 0 < j; < 2F — 1}, mit paarweise disjunktem
Inneren. Aus Lemma 4.12 folgt

p(0,1)" = > u(@ry).  L7([0.1]") = > L™(Qk;)-
JE€Jk jE€Jk

Die Translationsinvarianz impliziert u(Qr;) = p(Qro) und L"(Qk;) =
L(Q0) fir alle j € Z", also

_ow(00)Y)  pl@ro) 1 Qkry) fitr alle j € 2.

- L0(0,1]7)  L(Qro)  L™(Qkyy)

Daraus folgt mit Lemma 1.25 wobei wieder Lemma 4.12 benutzt wird,

w(U)=0L"(U) fir alle offenen U C R™.

Insbesondere gilt die Behauptung des Satzes fiir alle Quader, und damit fiir
alle L™-messbaren Mengen aufgrund der Eindeutigkeit der Maffortsetzung,
siehe Satz 3.19. O
Wir zeigen als néichstes die Messbarkeit von Bildmengen, wobei wir uns im
Hinblick auf die spétere Anwendung im Transformationssatz fiir Diffeomor-
phismen nicht auf lineare Abbildungen beschranken.

4.14 Lemma. Sei U C R" offen und f : U — R™ Lipschitzstetig mit Kon-
stante A bzgl. der Mazimumsnorm || - ||s. Dann gilt

LM(f(E)) < A" L"(E)  fiir alle E C U.



