36 4 Das n-dimensionale Lebesguemafl
BeEwEIs: Wir kénnen £"(E) < oo annehmen. Setze
Q(zo,0) ={z € R": ||z — 2¢]loo < 0} fiir xg € R™, o > 0.

Nach Voraussetzung gilt || f(z) — f(20)]|eo < A ||x — 20l|oo filr z, zo € U, also

Q=CQxo,0)CU = [f(Q) CQ(f(x0), Ao).

Nach Lemma 4.7 gibt es nun eine offene Menge V' O E mit L™(V) < L(E) +
g, wobei oBdA V' C U, und weiter eine Ausschopfung V = U;’il Q; durch
Wiirfel Q; mit paarweise disjunktem Inneren, siche Lemma 1.25. Damit folgt

LM(f(E) < L™(F(V) <Y LMF(Q)) S A" L™(Q;) < A™(L™M(E) +e).
j=1

j=1
Mit € — 0 folgt die Behauptung. ]

4.15 Satz (L"-Messbarkeit von Bildmengen). Fir U C R" offen und
f € CYU,R™) gilt:

(i) N CcU Nullmenge = f(N) Nullmenge.
(i) ECU L"messbar = f(E) L™-messbar.

BeEwEIs: Nach Lemma 1.25 kann U schreiben als U = Ufil K;, wobei K;
komapkte Wiirfel sind. Somit gilt N = [J;2, K; NN und da f auf kompakten
Teilmengen von U Lipschitzstetig ist, folgt Aussage (i) direkt aus Lemma
4.14. Fiir (i) kénnen wir annehmen, dass F beschrinkt ist, andernfalls be-
trachten wir E,, = {x € E : |z| < n}. Nach Satz 4.8 gibt es dann kompakte
Mengen A; und eine £"-Nullmenge N mit F = (U;’;l A;)UN. Da f(4;)
kompakt und £™(f(N)) = 0 nach Behauptung (i), ist f(F) L"-messbar. [

4.16 Satz (Bewegungsinvarianz von L"). Fir S € O(R") und a € R"
gilt
LM(S(E)+a)=L"(E) fir alle E C R".

BEwEIs: Die Translationsinvarianz von L£" ist schon bekannt, also kénnen
wir ¢ = 0 annehmen. Wir setzen zunéchst nur S € GL,(R) voraus und
betrachten mit 7' = S~! das Bildmaf}

p=T(L") 2% = [0,00], w(B) = LT HE) = LYS(E)) = p(E).

Wir behaupten, dass p ein translationsinvariantes Borelmaf ist. Ist B C R™
Borelmenge und damit £"-messbar nach Satz 4.6, so ist T-1(B) = S(B)
ebenfalls £™-messbar wegen Satz 4.15 und damit B py-messbar nach Satz 2.15.
Fiir K C R™ kompakt ist auch T7}(K) = S(K) kompakt, also u(K) < oo.
Damit ist gezeigt, dass p ein Borelmafl ist. Fiir die Translationsinvarianz
berechnen wir fiir b € R” und £ C R" beliebig
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H(E +b) = LY(S(E +1b)) = L*(S(E) + () = £ (S(E)) = p(E).

Aus Satz 4.13 folgt nun p(E) = 6(S) L(E) fiir alle £"-messbaren E C R",
wobei
0(5) = u((0,1]") = £™(S([0,1]")) € [0, 00).

Fiir nicht notwendig messbares £ C R” schliefen wir mit Lemma 4.7

w(E) = L"(S(E))
= inf{L"(V):V D S(FE) offen}
= inf{L"(S(U)) : U D F offen}
= inf{u(U) : U D E offen}.

Daraus folgt, wieder mit Lemma 4.7,
LM(S(E)) =6(S)L"(E) fir alle E C R™. (4.17)

Ist nun sogar S € O(R™), so setzen wir in (4.17) als Testmenge E = B;(0) =
{z € R : |z| < 1} ein und erhalten

0(S) L"(B1(0)) = L"(5(B1(0))) = L£"(B1(0))-

Da £"(B;1(0)) > 0 folgt 6(S) =1 fiir S € O(R™) und der Satz ist bewiesen.
O

Der Elementarinhalt A™ ist nur fiir achsenparallele Quader bzw. Figuren de-
finiert worden. Deshalb ist aus der Definition 4.2 von £" nicht unmittelbar
ersichtlich, dass das Lebesguemafl unabhéngig von der Wahl des Euklidischen
Koordinatensystems ist, sondern dies folgt erst aus dem vorangegangenen
Satz 4.16. Fiir die Transformationsformel unter beliebigen linearen Abbil-

dungen S € R™*" bendstigen wir die folgende Hilfsaussage aus der Linearen
Algebra.

4.18 Lemma (Polarzerlegung). Zu jedem S € GL,(R) gibt es eine Dia-
gonalmatriz A mit Eintrigen \; > 0, i =1,...,n, und T1,To € O(R"), so
dass S = T1 ATs.

BEWEIS: Die Matrix 1SS ist symmetrisch und hat positive Eigenwerte, denn
fir v € R™\{0} gilt (!9Sv,v) = |Sv|? > 0. Also gibt es ein T € O(R™) und
eine Diagonalmatrix A mit Eintragen A\; > 0,7 =1,...,n, so dass gilt:

98 = TA2T 1,

Die Matrix R = TAT~! ist symmetrisch mit R?> = !SS. Dann ist aber
Q = SR~! orthogonal, denn

'QQ="R''SSR™' =RT'R’R™' = E,.

Es folgt S = QR = QT AT ! = Th AT fiir Ty = QT, T, = T~ € O(R") wie
verlangt. ]
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4.19 Satz (Lineare Transformationsformel). Fiir eine lineare Abbildung
S e R™™ ™ gilt

LM(S(E)) = |det(S)|L"(E) fir alle E C R".

BEWEIS: Ist det(S) = 0, so liegt S(E) in einer Hyperebene und die Behaup-
tung ist richtig. Fiir det(S) # 0 haben wir aus dem Beweis von Satz 4.16
bereits die Aussage (4.17) zur Verfiigung und miissen dort nur zeigen:

0(S) = | det(S)].
Dies stimmt fiir eine Diagonalmatrix A mit positiven Eintrigen A\; > 0, i =
1,...,n, denn

0(A) = L™(A([0,1]™) = L™([0, A1] X ... x [0, An]) = H/\i = | det(A)|.

Fiir S beliebig sei S = T3 AT mit einer Diagonalmatrix A und 7y, To € O(R™)
wie in Lemma 4.18. Aus den schon bekannten Aussagen fiir orthogonale sowie
Diagonalmatrizen folgt

0(S) = L"(T1 AT»([0,1]")) = | det(A)| = | det(S)],
und der Satz ist bewiesen. O
4.20 Beispiel (Volumen eines Ellipsoids). Fiir Ay,..., A, > 0 ist die

Menge
I 2 In 2

1 n

ein Ellipsoid mit den Halbachsen A; > 0. Mit B1(0) = {z € R™ : |z| < 1} gilt
E = A(B1(0)), wobei A € Gl,(R) die Diagonalmatrix mit den Eintrigen \;
ist. Aus Satz 4.19 folgt

LYE) = LYAE)) = (A1 - ... - An) L7(B1(0)).

Zum Ende des Kapitels geben wir ein Standardbeispiel fiir die Existenz von
nicht messbaren Mengen an.

4.21 Beispiel (Vitali 1905). Es gibt eine Menge S C [0, 1], die nicht £'-
messbar ist. Betrachte dazu auf [0,1] die Aquivalenzrelation

r~y & xz—yeQ.

Mit dem Auswahlaxiom der Mengenlehre erhalten wir ein Reprisentantensy-
stem S C [0, 1] fiir die Relation ~, d.h. zu jedem y € [0, 1] gibt es genau ein
x € S mit  ~ y. Sei nun ¢, go, . .. eine Abzihlung von QN [—1, 1]. Dann gilt

(g; +S)N (g +S)=0 fiir j # k.
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Denn andernfalls gibt es z1,22 € S mit ¢; + 1 = qr + 2, also z2 — 21 =
g; — g € Q. Nach Definition von S folgt dann z; = z9, also ¢; = ¢ im
Widerspruch zur Annahme. Zweitens behaupten wir

0,1 c | )(ge +5) C[-1,2].

(@

k

1

Die rechte Inklusion ist trivial. Die linke Inklusion folgt aus der Definition
von S, denn zu y € [0,1] gibt esein z € Smit y —x =:¢€ QN[-1,1].

Nun ist £(q+ S) = L£1(S) wegen der Translationsinvarianz von £!. Wire S
und damit jede der Mengen ¢ +.5 £'-mefbar, so folgt aus den obigen beiden
Aussagen und der o-Additivitit, siche Satz 2.19,

S LS =3 £+ 8) - (U<qk+s>) c 1.3
k=1 k=1 k=1

Das ist aber unméglich, da links die Zahl £1(S) € [0, 00) unendlich oft addiert
wird.






5 Das Lebesgueintegral

Ziel dieses Kapitels ist die Definition des Lebesgueintegrals beziiglich eines MaBes
1 auf einer Menge X . Zunachst wird dazu der Begriff der u-messbaren Funktion
eingefiihrt, wobei aus praktischen Griinden auch die Funktionswerte +co zuge-
lassen sind. Die Messbarkeit stellt eine sehr schwache Regularitdtsbedingung dar.
Wesentlich ist, dass der Grenzwert einer (nur) punktweise konvergenten Folge
von p-messbaren Funktionen abermals p-messbar ist.

Das Integral einer nichtnegativen Funktion kann schon dann definiert werden,
wenn die Funktion messbar ist. Hierzu wird die Funktion von unten durch nicht-
negative Treppenfunktionen approximiert; fiir diese ist das Integral elementar
erklart. Das Integral einer beliebigen, p-messbaren Funktion f ergibt sich dann
durch Zerlegung f = f* — f~ in den Positiv- und Negativanteil und Subtraktion
der Integrale, falls eines von diesen endlich ist.

Die erweiterte Zahlengerade R = R U {£o00} wurde zu Beginn von Kapitel
2 eingefiihrt. Dort wurden die Ordnungsrelation, der Konvergenzbegriff und
die Addition in R erklrt. Fiir die Multiplikation und Division wird zusétzlich
zu den Regeln in R folgendes vereinbart:

too falls s € (0, 0]
s+ (£00) = (£o0) - s=1%0 falls s =0
Foo falls s € [—00,0),

=0 firt=+oco.

| =

Die Multiplikation R x R — R ist damit unstetig in den vier Punkten
{(0,£00), (£00,0)}, aber die Vereinbarung 0 - (+o0) = 0 erweist sich bei
der Definition des Integrals als praktisch. Nicht definiert ist nach wie vor die
Division durch Null.

Im folgenden sei (X, A, ) ein vollstindiger Mafiraum. Alternativ kann man
ein duBeres Maf p: 2% — [0,00] auf X betrachten. betrachten. Dann ist
in den folgenden Behauptungen A durch die o-Algebra M der p-messbaren
Mengen zu ersetzen.
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Man beachte, dass Satz 2.19 fiir Mengen A; € A gilt. In der Tat ist Be-
hauptung (i), die o-Additivitidt von u bereits in der Definitionm eines Mafes
enthalten und die Behauptungen (ii) und (iii) werden auf (i) zuriickgefiihrt.

5.1 Definition (messbare Funktion). Sei D € A eine messbare Menge.
Eine Funktion f : D — R heifit p-messbar auf D, falls fir alle s € R die
Menge

{zreD: f(z) € (s,00]} = {f>s}
in der o-Algebra A liegt.
Wir bezeichnen f auch kurz als messbar, wenn iiber das zugrundeliegende
Maf p und D € A kein Zweifel besteht. Mit Definition 5.1 ist natiirlich auch

die Messbarkeit einer Funktion f : X — R erklart. Das néchste Lemma ist
niitzlich, um die Messbarkeit von Funktionen nachzuweisen.

5.2 Lemma (Messbarkeitskriterium fiir Funktionen). Sei D € A und
f: D — R. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i)  Fiir jede offene Menge U C R ist f~Y(U) € A und die Mengen f~1{oo},
fH—oc} liegen in A.

(i) f ist u-messbar, d.h. {f > s} € A fiir alle s € R.

(iii) {f <s}={x e D: f(z) € [-o0,s]} € A fir alle s € R.

(iv) {f<s}={zeD: f(zx) € [-00,s)} € A fir alle s € R.

(v) {f>s}:={zeD: f(x)€ls, x|} €A fir alle s € R.

BEWEIS: Aus (i) folgt (ii) wegen {f > s} = f~1(s,00) U f~1{cc}. Aus den

folgenden Gleichungen ergibt sich, dass (ii) bis (v) untereinander dquivalent

sind:

ssh= W <s+ph {f >} =X\(f <},
k=1

(s = >s- ) (F<sh=D\(f > 5.

Es gelte nun eine und damit jede der Aussagen (ii) bis (v). Fiir ein kom-
paktes Intervall [a,b] ist dann f~='([a,b]) = {f > a}N{f < b} € A Da
sich nach Lemma 1.25 jede offene Menge U C R als abzihlbare Vereini-
gung U = |J;—, I}, von kompakten Intervallen darstellen lésst, ist f~1(U) =
Ui, f~'(Ix) € A. Ferner haben wir

f ook = ({f>k} wnd f{-oo}=[{f<—k}

k=1 k=1

Also erfiillt f (i). O
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5.3 Lemma. Seien f,g auf D definierte messbare Funktionen. Dann sind
die Mengen {f < g} :={z € D : f(z) < g(z)} und {f < g} ={x € D:
f(z) < g(x)} Elemente aus A.

Beweis: Die Behauptungen folgen aus {f < g} = U,cq ({f < ¢} N{g>4q})
und {f < g} =D\ {f > g}. O

5.4 Lemma. Fiir eine p-messbare Funktion f : X — R ist das Mengensy-
stem
E={ECR:fYE)c A}

eine o-Algebra. Insbesondere ist f~1(B) € A fiir jede Borelmenge B C R.
BEWEIS: Nach Lemma 5.2 ist R € £, und weiter gilt

FTUR\E) = fIR\fTH(B)e A fir E€E,

FUUE)=Ur ' E)ea  furB ek
1 =1

Da & das System der offenen Mengen enthilt, liegt auch die Borelalgebra B*
in €. ]

Der folgende Satz liefert eine verbliiffende Beziehung zwischen Lebesgue-
messbaren und stetigen Funktionen.

5.5 Satz (Lusin). Sei L™ das Lebesguemaf auf R™, f : R™ — R L™-messbar
und sei A C R™ eine offene Menge mit L™(A) < oco. Dann existiert fiir alle
e > 0 eine kompakte Menge K = K(g) C A so, dass

(i) L"A\K) <eg;
(ii) f|k ist stetig.

BeweEIs: Fiir alle ¢ € N setzen wir B;; = (%, @], j € N. Dann sind B;;
paarweise disjunkte Intervalle mit U;; B;; = R und diam (B;;) < 1. Die
Mengen A;; := AN f~1(By;) liegen in A und es gilt A = |J;Z, A;;. Nach
Lemma 4.7 existieren kompakte Mengen K;; C A;; mit L™ (A \ Kij) < 555
Somit gilt:

j=1 j=1

=1
o g
=1

Satz 2.19 (i) iefert lim £7 (A \UY, Kij) e (A VU, KJ) und sormit

existiert eine Zahl N(7) mit
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N(9)
cr(av U Ky) <

J=1

€
2t

Die Menge D; := U]-V,(i) K;; ist kompakt. Fiir alle ¢, 7 wihlen wir ein b;; € By

7j=1
und definieren g; : D; — R durch g;(z) = b;; fiir z € K;; (j < N(i)). Da
K1, ..., Kin(;) kompakte disjunkte Mengen sind haben sie einen positiven

Abstand voneinander. Also ist g; stetig. Aufgrund der Konstruktion haben
wir )
[f(z) = gi(@)] < A Vo e D;. (5.6)

o0
Wir setzen K := [ D;. Diese Menge ist kompakt und es gilt

i=1

Lr(A\ K) gi (A\ D)

Aus (5.6) und der Definition von K folgt, dass g; gleichméifig gegen f auf K
konvergiert. Also ist f|x stetig. O

Der Satz von Lusin gilt fiir viel allgemeinere Mafle. Es geniigt z.B. ein Borel-
reguliires Borelmaf3 p auf R™, d.h. fiir alle A C R™ existiert eine Borelmenge
B D Amit u(A) = p(B), zu betrachten. Fiir solche Mafle ;1 kann man zeigen,
dass Lemma 4.7 auch gilt.

Beim Umgang mit messbaren Funktionen kommt es sehr oft vor, dass eine
Aussage nur fiir Punkte auflerhalb einer Nullmenge gebraucht wird oder ge-
zeigt werden kann. Sei M € A und A[z] eine Aussage fiir Punkte z € M.
Man sagt, Alx] gilt fiir p-fast-alle x € M oder p-fast-iiberall auf M, falls

N :={x € M : Alx] ist falsch} € A

eine p-Nullmenge ist, d.h. u(N) = 0. Im Folgenden werden wir auch fiir einen
vollstiindigen Mafiraum (X, A, u) eine Menge N € A mit u(N) = 0 als p-
Nullmenge bezeichnen. Ein wichtiges Beispiel ist die Konvergenz fast iiberall:
eine Folge von Funktionen f;, : D — R konvergiert punktweise p-fast-iiberall
gegen f: D — R, wenn gilt:

w(D\E)=0 mit E={zeD: hmfk() f(z)} € A

5.7 Lemma. Sei D € A und sei die Funktion f: D — R p-messbar. Dann
ist auch die Funktion f: D — R mit f = f u-fast-tiberall pu-messbar.

BEWEIS: Setze N = {z € D : f(2) # f(z)} und E = D\N. Dann ist N € A
eine p-Nullmenge, und somit liegen die Mengen N, E in A. Es folgt

(f<s)={f<s}nE)U({f <s}nN)=({f <s}nE)u({f <s}NN).
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Da p ein vollstdndiges Mafl ist, erhalten wir {f < s} € A und somit f
p-messbar. O

In folgendem Satz sind die Grenzfunktionen punktweise definiert, zum Bei-
spiel ist _

liminf f : X — R, (liminf f)(z) = liminf f;(z).

k—s00 k—o0 k—o0
Punktweise Konvergenz ist eine sehr schwache Form der Konvergenz, unter

der sich Eigenschaften wie Stetigkeit oder Integrierbarkeit nicht notwendig
auf den Grenzwert iibertragen.

5.8 Satz (Grenzwerte messbarer Funktionen). Sei fy : D — R eine
Folge von p-messbaren Funktionen. Dann sind auch folgende Funktionen pi-
messbar:

inf fr, sup fx, liminf fg, limsup f.
keN keN k—oo k—o0
Gilt insbesondere f, — [ punktweise p-fast-tiberall, so ist f p-messbar.

Bewers: Fiir s € R gilt

{inf fi = s} = (V{fe = s} {supfu < s} = [V {fi <5}
k=1 k=1

Nach Lemma 5.2 sind die Funktionen infj fi und sup, fi also messbar, und
damit auch die Funktionen

liminf fy = sup (inf f;), limsup fx =
k—oo keN 2k

k—o0

inf .
inf (?Zuk) f)

Zum Beweis der letzten Aussage setze E = {x € D : klim fe(z) = f(2)} und

betrachte

= v Jfe(x) fallszeE 3 fle) fallszeFR
f’“(x)_{o fallse € D\E f(x)_{o falls 2 € D \ E.

Es gilt f: limg o0 ﬁ Aber nach Voraussetzung ist D\ E eine p-Nullmenge,
also folgt die Messbarkeit von f aus Lemma 5.7. O

Der Positiv- bzw. Negativanteil von f : X — R sind die Funktionen
fT=max(f,0)>0 wund f~ =max(—f,0)=—min(f,0)>0. (5.9)

5.10 Satz (Messbarkeit und Rechenoperationen). Seien f,g: D — R
p-messbar. Dann sind auch folgende Funktionen messbar, falls sie definiert
sind:

f+g, af firaeR, f£ max(f,g), min(f,g),|f|, fg. f/g.
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BEWEIS: Wir nehmen zunéchst an, dass f, g nur Werte in R annehmen. Es
gilt

{f+9<tyt= U {r<rinfg<st, {-f<tp={r>-t

r,s€Q, r+s<t

Also sind f + ¢ und — f messbar, ebenso af fiir a € R. Fiir jedes ¢ € C°(R)
ist die Verkettung ¢ o f messbar, denn fiir U C R offen ist ¢ ~!(U) offen und
folglich (po f)~1(U) = f~ (¢ 1 (U)) € A. Damit ergibt sich die Messbarkeit
der Funktionen f*, indem wir ¢(s) = max(4s,0) wihlen. Weiter sind dann
die Funktionen

Fl= Fr 4+ max(f,g) = 3 (f+g+1f—gl) wnd min(f,g) = £ (f+g-17g)

messbar. Nun ist f2 = po f mit ¢(s) = s2, also folgt die Messbarkeit von f2
und von

1
fo=5((f +9)° = (f = 9)%).
Schliefllich ist auch 1/g messbar, denn
{1/s < g <0} s<0

{1/g9 <s}=q{g<0} 5s=0
{g<0}U{g>1/s} s>0.

Nimmt nun f (bzw. g) den Wert co oder —co an, so betrachte die abgeschnit-
tene Funktion

k f(z) >k
fe(@) =9 -k flz)< -k
f(x) sonst.

Die Funktionen fx, gi sind messbar. Man priift nach, dass die Funktionen

Fi + gk, af, £, max(fr, gr), min(fr, gx ), | frl, fegrs fu/gn

punktweise gegen die entsprechenden Funktionen fiir f und g konvergieren,
auch im Fall des (unstetigen) Produkts. Also folgt die allgemeine Behauptung
aus Satz 5.8. U
Der folgende Satz zeigt, dass p-fast-iiberall Konvergenz einer Folge bis auf
kleine Mengen bereits gleichméflige Konvergenz impliziert.

5.11 Satz (Egorov). Sei A € A eine Menge mit u(A) < oo und seien
fn: A — R messbare Funktionen mit f, — g fast tiberall. Dann existiert fir
alle € > 0 eine Menge B C A, B € A mit

() uA\B)<e,

(i) fx = g gleichmipig auf B.
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Beweis: Sei C;; = Uy {z € A : |fx(2) —g(z)| > 27}, 4,5 € N. Dann
liegen aufgrund von Satz 5.10 die Mengen C; ; in A und es gilt C; ;41 C C; ;
fiir alle 4,7 € N. Da pu(A) < oo haben wir mit Satz 2.19 (iii)

jlirgou(ci,j):u(ﬂ@,j):o, i:1,2,...

j=1

Also gibt es ein N (i) mit pu(C; y(y) < 27" Wir setzen B = A\ ;= Ci N
und erhalten

A\ B) < ZN(Q‘,N@')) <e.
i=1
Fiir alle 4, alle x € B und alle n > N(4) gilt
[f(@) = g(@)] <277,

d.h. f, = g auf B. O
Fir £ C X heifit die Funktion xgp : X — R, definiert durch

1 fallsxe FE
xe(T) =
0 sonst

Indikatorfunktion von E (alternativ: charakteristische Funktion). Linearkom-
binationen solcher Funktionen sind der Grundbaustein des Lebesgueintegra-
les.

5.12 Definition (Treppenfunktion). Fine Funktion f: X — R heifit
Treppenfunktion (bzw. genauer w-Treppenfunktion), wenn sie als eine end-
liche Linearkombination von Indikatorfunktionen von Mengen aus A dar-
stellbar ist, d.h. es gibt a; € R und A; € A mit

m
f = ZaiXAi .
i=1

Die Menge der u-Treppenfunktionen bezeichnen wir mit T (u) und setzen
TH () ={p €T (u): >0 u-fast-iberall}.

Treppenfunktionen nehmen also nur endlich viele Werte an. Nach Satz 5.10
ist 7 (p) ein R-Vektorraum. Der folgende Approximationssatz wird benotigt,
um Aussagen fiir Treppenfunktionen auf beliebige messbare Funktionen zu
iibertragen.

5.13 Satz (Approximation durch Treppenfunktionen). Sei f: D —
[0,00] eine nichtnegative u-messbare Funktion. Dann existiert eine monoton
steigende Folge { f,} nichtnegativer Treppenfunktionen mit f, / f in D.



