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Bis zum Ende des Kapitels betrachten wir speziell das n-dimensionale Lebes-
guemafl. Im Gegensatz zu einem allgemeinen Mafiraum haben wir auf R" eine
Metrik zur Verfiigung. Eine naheliegende Frage ist dann, ob LP-Funktionen
durch stetige Funktionen approximiert werden konnen. Ziel ist eine Version
fiir LP-Funktionen auf einer offenen Teilmenge {2 C R", siehe Definition 6.12.
Wie allgemein iiblich schreiben wir kurz LP(£2) statt LP ({2, L™).

Fiir K C {2 kompakt sei dist(-, K) : R™ — [0, 00), dist(z, K) = inf e |z — 2|
die Abstandsfunktion von K. Wir brauchen die folgenden beiden Tatsachen:

dist(+, K) ist Lipschitzstetig mit Konstante Eins. (6.21)
dist(R™\2,K) = inf dist(z, K) > 0. (6.22)
zER™\ 2

6.23 Satz (Dichtheit von C?(£2) in LP(£2)). Sei 2 C R™ offen und 1 <
p < o0o. Dann gibt es zu jedem f € LP(£2) eine Folge fr € C%(£2) mit
If = fellze(2) — O.

BEWEIS: Wir zeigen die Aussage zuerst fiir f = xg, wobei E C {2 eine L"-
messbare Menge ist mit £™(E) < co. Nach Satz 4.7 existiert K C E kompakt
mit L"(E\K) < &/2. Setze

B dist(x,K)>+_

fo: 02 —10,1], folx) = (1 .

Nach (6.21), (6.22) ist f, € C°(R™) und sptf, = {z : dist(x, K) < o} kom-
pakte Teilmenge von {2 fiir o > 0 hinreichend klein. Da f, = f auf K und
|f9 - f| S ]-7 fOlgt

[ o= st < [ 15~ sacr

< /Q Ll +Ihac

< L'{z eR™: 0 < dist(z, K) < o}) + LM(E\K)
< ¢ fiir p > 0 hinreichend klein.

Sei nun f € LP(£2) beliebig. Wir kénnen f > 0 annehmen, sonst betrachte f*
und f~. Nach Satz 5.13 gibt es eine Folge f1 < fo < ... von nichtnegativen
L™-Treppenfunktionen auf R™ mit limg_,o fr(z) = fo(z) fir alle z € R™;
dabei bezeichnet fy die Fortsetzung von f mit f = 0 auf R™\f2. Es folgt
fr — fo in LP(R™) nach Satz 6.6. Da jede Treppenfunktion endliche Line-
arkombination von charakteristischen Funktionen ist, ist der Satz bewiesen.

O
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Mit dem Cavalierischen Prinzip kann das Volumen von Kérpern durch Zerlegung
in parallele Schnitte berechnet werden. Allgemeiner kénnen mit dem Satz von
Fubini mehrdimensionale Integrale bzw. allgemeiner Integrale in Produktrdumen
auf Integrationen in den Faktoren zuriickgefiihrt werden. Gleichzeitig liefert der
Satz eine optimale Aussage zur Vertauschbarkeit der Reihenfolge der Integratio-
nen bei iterierten Integralen.

Die Idee der Volumenberechnung durch Zerlegung in parallele Schnitte wurde
schon von Archimedes benutzt und ist in folgender Fassung als Cavalierisches
Prinzip bekannt: gilt fiir die Schnitte in jeder Hohe y von zwei Korpern
K, L C R? das Verhéltnis £2(K,) = 6 L?(L,), so folgt auch £3(K) = 0 L3(L).
Mit diesem Argument ldsst sich das Volumen einer Kugel folgendermafien
berechnen.

7.1 Beispiel. Betrachte in R? = R? x R die folgenden Mengen und die Mafe
ihrer zweidimensionalen Schnitte in Hohe y € (0,1); dabei sei m = L2({x €
R2: |2] < 1}).

Zylinder: Z={(z,y):]z|<1,0<y<1} L2(Zy) =,
Kegel: K={(z,y): |z <y, 0<y <1} L2(K,) =my?,
Halbkugel: H = {(x,y) : |z| < v/1—y2, 0 <y <1} L2(H,) = 7 (1 —y?).

Durch Vergleich mit einem Quader gleicher Hohe und gleichen Querschnitts
folgt aus dem Cavalierischen Prinzip £3(Z) = 7. Betrachte weiter die Py-
ramide P = {y(z,1) : = € (—1,1)2,0 < y < 1}. Sechs kongruente Ex-
emplare setzen sich zu einem Wiirfel der Kantenlinge zwei zusammen, also
gilt 6 £3(P) = 8. Wegen L2(P,) = 4y? folgt aus dem Cavalierischen Prinzip
L3(K) = % £3(P) = . Schlieflich erhalten wir, wieder mit Cavalieri,

2
L32)=L3(K)+ L3(H) = L£3H)= ?”
Insbesondere folgt £L3(K) : L3(H) : L3(Z) =1:2:3.

Wir wollen nun allgemein Produktmafle einfithren, wobei wir uns an der
Konstruktion des Lebesguemafles aus Kapitel 4 orientieren kénnen.
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7.2 Definition (Produktmenge). Seien «; duflere Mafle auf X; fiir i =
1,...,n. Fine Menge P C X1 X ... x X, heifit Produktmenge, wenn es ;-
messbare Mengen A; C X; gibt mit P = A; x ... x A,.

Die Darstellung P = A1 X ... x A, ist eindeutig, aufler wenn P = (). In der
nachfolgenden Definition des Produktinhalts A ist die Vereinbarung 0-co = 0
relevant.

7.3 Lemma. Seien «; duflere Mafe auf X; firi=1,...,n. Dann gilt:

(1) Das System P der Produktmengen ist ein Halbring.

(2) Die Funktion X : P — [0,00], M(A1 x ... x A,) = [[i; ai(A;), ist ein
Pramaf auf P.

BeEWwEISs: Aussage (1) wurde in Folgerung 1.6 bewiesen. Ist P = A; x ... X
A, =0, soist A; = 0 fiir mindestens ein ¢ und folglich A(P) = 0. Die o-
Additivitat zeigen wir durch Induktion iiber n, dhnlich wie in Satz 1.9. Setze
dazu N (A1 X ... X Ap_q) = H;:ll a(A4;) fiir a;-messbare Mengen A; C X;,
i =1,...,n—1. Betrachte nun eine n-fache Produktmenge P = A; X...X A4,,.
Fiir y € X, ist der y-Schnitt von P gegeben durch

Ay x...xA,1 fallsye A,

Py:{xeX1><...><Xn—11(%9)6])}:{@ sonst

Ist P = Ujoil P; paarweise disjunkte Vereinigung von Produktmengen P;,
so erhalten wir wegen P, = U;.’il(Pj)y aus der Induktionsannahme mit dem
Satz iiber monotone Konvergenz, Satz 6.2,

AP) = [W(B)dan) = [ SN (P),) danty
=3 [N dan) = SN
Dies beweist Aussage (2). O

7.4 Definition (Produktmaf). Seien «; auflere Mafe auf X; fir i =
1,...,n. Das Produktmafl oy X ... X ay, ist auf E C X7 X ... x X,, wie folgt
gegeben:

(a1 X ... xap)(E) = inf{z X(Pj) : P; Produktmenge, E C U P;}.
j=1

j=1
Damit ist ay X ... X an die Caratheodory-Fortsetzung des Pramafes A.

Das Lebesguemafl auf R™ = R™ x ... x R™ ist ein wichtiges Beispiel fiir ein
Produktmaf.
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7.5 Lemma. FEs gilt L = L™ X ... x L™ firn=mny + ...+ ng.

BEWwEIS: Jeder Quader P C R" ist das Produkt von Quadern P; C R™ mit
Inhalt |P| = L™ (Py) - ... L™ (Py). Die Ungleichung £ x ... x L™ < L™
folgt damit aus den Definitionen 4.2 und 7.4. Umgekehrt ist zu zeigen, dass
fiir jede Uberdeckung E C Ufil A;q X ... x A; einer Menge £ C R" mit
L" -messbaren Mengen A; ; C R™ gilt:

E) <> L"(Ain) - L™ (Aig).
=1

Indem wir aus E eine £"-Nullmenge entfernen, kénnen wir £%(A4; 1 X ... X
A; ) > 0 fiir alle ¢ € N annehmen. Zu 6 > 1 gibt es dann Quader Py, CR™

mit 4;; € U2, Py}, so dass gilt:

Z| I <0Lm(A;;) firalleieNund j=1,... k.

DaA;1x... A4, C Uif Pfi X ... X Pil:,’;7 folgt die Behauptung aus der

,...,szl
Abschéitzung
o0 o oo o0 o0
V1 Vi | vy Vi
E g | P X ><Pi7,€ = E E \le\ E |Pi7,C
i=1vq,...,vp=1 i=1 \v1=1 vp=1

SOFSTLT(Ai) L L7 (Ar)
=1

O

7.6 Satz (Cavalierisches Prinzip). Seien o und 8 o-endliche Mafle auf
X bzw. Y, und D C X xY sei a x B-messbar. Dann ist D, = {z € X :
(xz,y) € D} a-messbar fir (-fast-alle y € Y, die Funktion y — a(D,) ist
B-messbar und es gilt

(a x B)(D) = /Y o(Dy) dA(y) = /Y /X xo (&) da() dB(y).

Eine entsprechende Aussage gilt, wenn erst das B-Maf$ von D, = {y € Y :
(xz,y) € D} gebildet und dann beziiglich « iber X integriert wird.

BEWEIS: Wir zeigen den Satz erst fiir (ax 3)(D) < co. Nach Satz 3.16 gibt es
eine Menge £ D D mit E € o(P) und (ax 8)(F\D) = 0. Genauer besagt der
dortige Zusatz: es kann E = ()2, E¥ gew#hlt werden, wobei E¥ = |J;2, P}
paarweise disjunkte Vereinigung von Produktmengen PY mit E* D E? D

und (a x 3)(E') < co. Wir wollen zunichst folgende drei Aussagen beweisen:
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E,={x e X : (z,y) € E} ist a-messbar fiir alle y € Y, (7.7)
die Funktion fg:Y — [0,00], y — a(E,) ist S-messbar, (7.8)
VE) = [y fedB = (a x B)(E). 9)

Sei € das System aller «x 8-messbaren Mengen mit (7.7), (7.8) und (7.9). Fiir
eine Produktmenge A x B gilt (A x B), = A, falls y € B, und (A x B), =
sonst. Daraus folgt A x B € £, und zwar genauer

faxp=a(A)xp und y(A x B) = a(A)B(B) = (a x 8)(A x B).

Als néichstes betrachte eine disjunkte Vereinigung E = (J;2, E; mit E; € .
Dann ist B, = {J;2,(E;), a-messbar, fp = > =, fg, ist S-messbar, und aus
dem Satz {iber monotone Konvergenz folgt

AWB) = [ S pnds =Y [ frds =3 ax HE) = (@ x AE).

Schliefllich sei E'! D E? O ... eine absteigende Folge mit E¥ € £ und
(ax B)(E') < co. Fiir E =\, E” ist B, = ()2, (E"), a-messbar fiir alle

y € Y, und wegen [, fpdf3 = (ax B)(E") < oo gilt a((E')y) = fr1(y) < o0
fiir O-fast-alle y € Y. Aus Satz 2.19 folgt

fe(y) =a(E)) = lim o((EY),) = lim fgv(y) fir G-fast-alley € Y.

vV—00 vV—00

Insbesondere ist fr O-messbar, und wegen fpr < fg liefert der Satz von
Lebesgue

AWB) = [ feds=Jim [ feds = lim (o x B)E") = (@ x B)(E)
Y V—00 Y V— 00
Insgesamt sind nun (7.7), (7.8) und (7.9) fiir F wie oben gezeigt. Durch

Anwendung auf eine o x -Nullmenge N statt D erhalten wir eine Menge
C D N mit C € £ und (a x 8)(C) = 0, also folgt

0= (axB)(C) = /Yoz(Cy) dély) = «aVy) <a(Cy) =0 fir f-fast-alle y € Y.

Daraus folgt mit N = E\D fiir §-fast-alle y € Y: die Menge D, = E,\N,, ist
a-messbar und es gilt fp(y) = fe(y). Insbesondere ist fp [S-messbar und

/fpdb’:/ fudf = (a x B)(E) = (a x B)(D).
Y Y

Ist D lediglich a: x S-messbar, so verwenden wir die Vorausetzung an « und 3.
Nach Lemma 3.15 gilt D = |, D,, fiir a:x 3-messbare D,, mit (ax3)(D,,) <
oo und Dy C Dy C ... Also ist D, = |J;—,(Dy), messbar beziiglich «, es
gllt fDl < sz <... und
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fo(y) = a(Dy) = lim a((Dn)y) = lim fp, (y).

n—oo n—oo

Folglich ist fp messbar bzgl. § und der Satz iiber monotone Konvergenz
impliziert

/ fpdB = lim / fp, dB = lim (a x 8)(D,,) = (a x B8)(D).
Y n—oo Y n—oo

Damit ist der Satz bewiesen. O
Das folgende Beispiel zeigt, dass auf die Bedingung der o-Endlichkeit der
Mafe im allgemeinen nicht verzichtet werden kann.

7.10 Beispiel. Fir D = {(z,y) € [0,1] x [0,1] : z =y} C R x [0,1] gilt

/ card(D,)dL (x) =1 #0 = / LY(D,) dcard(y).
R

[0,1]
Mit I, = [E=2, B gilt D = (72, (Ur_; Ix % Ix), also ist D messbar beziiglich
L' x card. Aus Satz 7.6 folgt (L x card)(D) = cc.
Wir kommen nun zu Anwendungen des Cavalierischen Prinzips.

7.11 Beispiel. Wir berechnen das Lebesguema$i «,, = L"(B1(0)) der n-
dimensionalen Kugel B1(0) = {z € R™ : |z| < 1}. Aus Lemma 7.5 und Satz
7.6 folgt mit der Substitution y = cos?

1
oy = / Lt {z eR™fz) < V/1—y2h)dy
1
1 _— ™
=Qn1 / 1—y*) "2 dy=an_ / sin” ¥ dv .
N L/_/

1
=:A,

Durch partielle Integration ergibt sich die Rekursionsformel 4, = =LA, _,
fiir n > 2, wobei Ag = 7 und A; = 2. Es folgt

Agy = S Ag=
2k 2k g =T H
j=1
2k 2
2l = 5y 3 A= H2j+1
Also gilt Aggi1 Az, = 2k+1 bzw. AgiAgk—1 = T, und somit
ok
a2k — (AQkAQk‘—l) T (A2 Al)Oéo _ ﬁ7
ok

o1 = (Agkg1Aar) - ... (A3 Az)an

—
N
+

NO[—=

~—

—
Bl

|

N

~—

N[
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7.12 Beispiel. Fiir A C R" sei K(A) = {(z,y) eR"xR=R"" :0<y<
1, x/y € A}; dies ist der Kegel mit Spitze 0 iiber der Basis A x {1} C R"+1,
Wir behaupten: Ist A messbar bzgl. L™, so ist K(A) messbar bzgl. £+ und
es gilt
n+1 n
LUT(K(A)) = +1 L"(A).
Dazu beachten wir zunéchst K (R™) = R™ x (0,1) sowie

K(U A;) = U K(4;) und K(R™\A)=(R" x (0,1))\K(A).

Also ist das System {A C R™: K(A) ist Borelmenge} eine o-Algebra. Es ist
leicht zu sehen, dass fiir £2 C R™ offen auch K (2) offen in R"*! ist. Also ist
fiir jede Borelmenge B C R™ der Kegel K (B) eine Borelmenge, insbesondere
L7 -messbar, und aus Satz 7.6 folgt

LMK (B)) = /01 Lr{xz e R"™ :z/y € B})dy

:/0 y" L™"(B)dy = ! L™(B).

n+1

Ist nun A C R™ lediglich £™-messbar, so gibt es nach Satz 4.8 Borelmengen
B1,Bs C R™ mit By C A C By und L"(B2\B;) = 0. Es folgt K(B;) C
K(A) € K(By) und L™ (K (B2)\K(B1)) = LYK (B2\By)) = 0. Also ist
K(A) £ -messbar und die Formel fiir das Volumen des Kegels gilt auch
fiir A.

Der folgende Satz iiber Integrale auf Produktriaumen besitzt zahlreiche An-
wendungen.

7.13 Satz (Fubini). Seien a und 3 o-endliche Mafle auf X bzw. Y und

f: X XY — R sei a x B-messbar. Ist das Integral [ fd(a x B) definiert, so

gilt:

o f(-,y) ist a-messbar und [ f(x,y) do(x) ist definiert fir 3-fast-alley € Y,

o f(x,-) ist f-messbar und [, f(x,y)dB(y) ist definiert fiir a-fast-allex € X,

o y— [y f(x,y)do(x) ist B-messbar und [, [\ f(z,y) da(z)dB(y) ist defi-
niert

o x— [, f(x,y)dB(y) ist a-messbar und [ [, f(x,y) dB(y) da(x) ist defi-
niert,

und vor allem

/Xxyfdo‘xﬁ //fﬂ«“yda ) dp(y //f:cydﬁ ) da(z).

Zusatz: Fiir a x B-messbares f ist die Voraussetzung erfillt, wenn f > 0 oder
wenn

| [ 1w nlda@ ast) < oo vz [ [ 1#G)last) dote) < .
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BEWEIS: Sei ¢ € TT(a x 3) eine Treppenfunktion mit Funktionswerten
{s1,...,8k}. Dann gilt mit E; = {¢ = s;}

k
S WY I EAEED
X

i=1

Fiir ¢ folgen alle Behauptungen damit aus Satz 7.6. Betrachte als néchstes
eine o x (-messbare Funktion f : X x Y — [0,00]. Nach Satz 5.13 gibt
es eine Folge von Treppenfunktionen 0 < ¢ < o < ... mit pg(z,y)
f(z,y) fur alle (z,y) € X x Y. Dann gilt pi(-,y)  f(-,y) fir alley € Y,
insbesondere ist f(-,y) messbar beziiglich Q. Weiter liefert der Satz iiber
monotone Konvergenz [, pi(x,y)da(z) / [y f(z,y)do(z) fir alle y € Y.
Folglich ist die Funktion y — [y f(z,y)do(x) messbar beziiglich 8, und es
folgt wieder mit dem Satz iiber monotone Konvergenz

/Y/Xf(%y)da(m)dﬁ(y)=k1LH;o/3//)(sok(x,y)da(x)d5(y)

lim o d(a x 3)
k—oo Jxxy

/Xxy fd(a % B).

Da sich bei vertauschter Reihenfolge der Integrationen bzgl. x und y ganz
analog argumentieren lésst, ist der Satz fiir f > 0 bewiesen. Sei schliellich
nur das Integral von f definiert, also zum Beispiel ff* d(a x ) < co. Wie
gezeigt gilt dann

//f (2, ) do(z) dB(y //f (2, ) dB(y) da(z)

f/Xny d(o x ) <

und es gibt eine f-Nullmenge N C Y mit [, f~(z,y)do(z) < oo fiir alle
y € Y\N. Durch Abénderung zu f = 0 auf X x N kénnen wir N = ()
annehmen; beachte, dass hierdurch die Voraussetzungen und Behauptungen
des Satzes nicht beriihrt werden. Folglich ist das Integral [ f(z,y)do(z) fiir
alle y € Y definiert, die Funktion

yn—>/fxyda /f*xyda /f (z,y) da(x)

ist messbar beziiglich 3, und es gilt

/Y (/X f(a,y) da(x))fiﬂ(y) < /Y/Xf*(%y) da(z) dB(y) < oo



76 7 Der Satz von Fubini

Somit ist auch das Integral der Funktion y — [ f(z,y) do(x) definiert, und
aus der Linearitét des Integrals, Satz 5.24, folgt

| [ tenda@ase) = [ [ (@) =1 @) date) dsi
- [ [ 1@ datasi)
- [ [ r @ dat asw)
<[ rrdexs - [ piaxo)
:/Xxyfd(axﬁ).

Damit ist der Satz von Fubini bewiesen. Der Zusatz ist trivial fir f > 0.
Andernfalls gilt, wenn zum Beispiel das erste Integral endlich ist,

| wid@xs) = [ [ il dote) dsw) < o

und f ist integrierbar beziiglich o x # nach dem Majorantenkriterium, Satz
5.24. O

7.14 Beispiel. Ein Beispiel, wo die iterierten Integrale existieren aber ver-
schieden sind, ist

z? —y
/ / x2—|—y s dydr = — / / Jc2—|—y s dovdy = .

Beachte dabei, dass der Integrand gegeben ist durch f(xz,y) = 5= aﬁ arctan £
fiir y # 0. In diesem Fall folgt aus dem Satz von Fubini, dass dab Integral
beziiglich des Produktmafles nicht existiert. Es kommt aber auch vor, dass
die iterierten Integrale gleich sind, und dennoch das Integral beziiglich des

Produktmafes nicht definiert ist:

1 1 xy 1 1 xy
— 2  __dxdy = —2 ___dydx =0
/_/ @ +y22 Y //_ @ +y22 VY

aber das £2-Integral iiber [—1,1]? existiert nicht wegen

zy 2
— ___dr s dxd
[ e = [ [ s i
1 Yy
= —— _— d:
2/0 (y 1+y> v




