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Aufgabe 1: 5 Punkte

Sei f : X → Y eine Abbildung und A ⊂ 2X ein Ring (eine Algebra, eine σ-
Algebra). Zeigen Sie, dass

B :=
{

B ⊂ Y : f−1(B) ∈ A
}

ein Ring (eine Algebra, eine σ-Algebra) ist.

Aufgabe 2: 6 Punkte

Sei f : X → Y eine Abbildung und sei E ⊂ 2Y ein beliebiges Mengensystem.
Zeigen Sie, dass f−1(σ(E)) = σ(f−1(E)).

Tipp zur Inklusion
”
⊂“: Sei B := {B ⊂ Y : f−1(B) ∈ σ(f−1(E))} wie in Aufga-

be 1 (Prinzip der guten Mengen). Zeigen Sie E ⊂ B, σ(E) ⊂ B und nutzen Sie
f−1(B) = σ(f−1(E)).

Aufgabe 3: 5 Punkte

Sei µ : 2X → [0,∞) ein äußeres Maß und sei M das System der µ-messbaren
Mengen. Sei d : M×M → [0,∞) definiert durch

d(A, B) := µ(A4B), A ∼ B ⇔ µ(A4B) = 0.

Zeigen Sie, dass (M/ ∼, d) ein metrischer Raum ist.

Definition: Eine Menge R ⊂ 2X heißt Dynkin-System, falls

(i) X ∈ R,

(ii) A \ B ∈ R für alle A, B ∈ R mit B ⊂ A,

(iii)
⋃

∞

n=1
An ∈ R für alle paarweise disjunkten An ∈ R.

Aufgabe 4: 4 Punkte

Sei R ⊂ 2X . Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen äquivalent sind:

(a) R ist eine σ-Algebra.

(b) R ist ein durchschnittsstabiles Dynkin-System.


