Abteilung fiir Angewandte Mathematik 28.11.05
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Analysis ITT — WS 2005/06 — Woche 6
Abgabe: Montag, den 5. Dezember, vor der Vorlesung

Aufgabe 1: 8 Punkte

Sei —0o < a < b < oound f € C[a,b]).
(a) Sei E :={x € [a,b] : f'(x) = 0}. Zeigen Sie, dass f(FE) eine Lebesgue Null-

menge ist.
Tipp: Benutzen Sie Satz 4.14 aus der Vorlesung.

(b) Sei G = {w € [a.b] : f(a) =0} und H := {a € [a,8] : [(&) =0, f(x) = 0}.
Zeigen Sie, dass G \ H eine Lebesgue Nullmenge ist.

Tipp: Fiir n € N sei A, := {z € [a,b] : f(z)=0,|f'(z)| > L}. Zeigen Sie,
dass jedes A, kompakt ist und nur endliche viele Elemente enthélt.

Definition: Sei A,, € 2X. Dann definieren wir den Limes Superior und den Limes
Inferior durch

limsup A, := ﬂ U Ay, linliann = U ﬂ Ay

n—oo n>1k>n n>1k>n

Aufgabe 2: 6 Punkte

Sei (X, A, 1) ein Mafiraum. Sei A,, € A.
(a) Zeigen Sie, dass limsup A, liminf A, € A.

n—oo

(b) Sei p(Upsy An) < oo fiir ein N € N. Zeigen Sie, dass p(limsup A,) >

lim sup p(A4,,).
(c) Zeigen Sie p(liminf A,) < liminf u(A,).
Aufgabe 3: 6 Punkte
Sei @ 2% — [0,00) ein duBeres Maf und sei M das System der p-messbaren

Mengen. Sei d : M x M — [0,00) definiert durch
d(A, B) := n(AAB), A~B & u(AAB)=0.

Aus Aufgabe 3 Woche 4 wissen wir, dass (M/ ~,d) ein metrischer Raum ist.
Zeigen Sie, dass (M/ ~,d) ein vollstdndiger metrischer Raum ist.

Tipp: Zu einer Cauchyfolge A, wéhlen sie eine ,schnell konvergierende“ Teil-
folge B,, d.h. d(B,,B,+1) < 27" Sei B, := limsup, B,. Fir m < n sei
Cmn = Uj_, By Folgern Sie aus B,,AU;_, By C U;Z! (BrAByy1), dass
(B AChp) < 21 Sei Cy, := e, Bk, 80 ist Boo = ()oo_; Cy. Folgern Sie
aus d(B,, B) < d(B,, Cy) + d(Cr,, B), dass limy, o d(By,, B) = 0. Warum folgt
hieraus lim;_,., d(A4;, B) = 07



