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Aufgabe 1: 3 Punkte

Sei A ⊂ R
n konvex, int(A) 6= ∅ und Ln(A) < ∞. Zeigen Sie, dass A beschränkt

ist.

Aufgabe 2: 4 Punkte

Sei A ⊂ R
n Ln-messbar mit Ln(A) > 0. Zeigen Sie, dass es ein ε > 0 gibt mit

Bε(0) ⊂ {x − y : x, y ∈ A}.

Tipp: Beweis durch Widerspruch. Betrachen Sie
∫

χA∪(A+zn) dµ für eine geeignete
Nullfolge zn. Benutzen Sie die Translationsinvarianz des Lebesguemaßes.

Aufgabe 3: 3 Punkte

Sei µ ein Maß auf X mit µ(X) < ∞. Seien fn, f µ-messbar und fast überall
endlich. Dann konvergiert die Folge fn gegen f im Maß, wenn jede Teilfolge
{fnk

} eine Teilfolge {fnkj
} besitzt, die µ-fast überall gegen f konvergiert.

Aufgabe 4: 5 Punkte

Sei 1 ≤ p < ∞ und fn, f ∈ Lp. Weiterhin konvergiere fn → f fast überall und
‖fn‖Lp → ‖f‖Lp . Zeigen Sie, dass fn → f in Lp gilt.

Tipp: Wenden Sie das Lemma von Fatou auf ϕn := 2p−1(|fn|
p + |f |p) − |fn − f |p

an.

Aufgabe 5: 5 Punkte

Sei (X,A, µ) ein Maßraum und sei

d(f, g) :=
∞∑

j=1

2−j
µ({|f − g| > 1

j
})

1 + µ({|f − g| > 1
j
})

.

(a) Sei Y der Raum, der µ-messbaren Funktionen, die fast überall endlich sind.
Wir definieren ∼ auf Y wie folgt: f ∼ g genau dann, wenn f = g fast überall.
Zeigen Sie, dass d eine Metrik auf Y/ ∼ ist.

(b) Sei fn, f ∈ Y . Zeigen Sie: fn → f im Maß genau dann, wenn d(f, fn) → 0.


