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Aufgabe 1 (4 Punkte)

Sei S eine σ–Algebra auf X. Eine Mengenabbildung γ : S → R ∪ {±∞} heisst
signiertes Maß auf S genau dann, wenn

(a) γ(∅) = 0,

(b) γ
( ∞⋃
n=1

An

)
=
∞∑
n=1

γ(An) für alle paarweise disjunkten An ∈ S.

Sei f ∈ L1(Rd). Zeigen Sie, dass die Abbildung

E 7→
∫
E

f dx

ein signiertes Maß auf der σ–Algebra der Lebesgue–messbaren Mengen definiert.

Aufgabe 2 (10 Punkte)

Sei Ω ⊂ Rd eine messbare Menge und sei 1 ≤ p ≤ ∞. Eine Folge fn aus Lp(Ω)
heißt Cauchyfolge in Lp(Ω) genau dann, wenn

∀ε > 0∃Nε ∀n,m ≥ Nε : ‖fn − fm‖p < ε.

(a) Zeigen Sie, dass es zu jeder Cauchyfolge in L∞(Ω) ein f ∈ L∞(Ω) gibt, mit
‖f − fn‖∞ → 0 für n→∞.

(b) Zeigen Sie, dass es zu jeder Cauchyfolge in Lp(Ω) mit 1 ≤ p < ∞ ein
f ∈ Lp(Ω) gibt, mit ‖f − fn‖p → 0 für n→∞.

Tipp: Wählen Sie Teilfolge fnj , so dass für gj+1 := fnj+1
−fnj gilt: ‖gj‖p ≤ 2−j.

Zeigen Sie, dass
∑

j |gj| fast überall endlich ist und deshalb fnj fast überall
eine Cauchyfolge bzgl. j ist. Definieren Sie das Grenzelement f ∈ Lp(Ω) und
zeigen Sie ‖f−fnj‖p → 0 für j →∞. Schließen Sie dann auf die ursprüngliche
Folge.



Aufgabe 3 (6 Punkte)

Sei µ das Lebesguemaß und Ω ⊂ Rd eine messbare Menge mit µ(Ω) <∞.

(a) Zeigen Sie, dass man in der dritten Aufgabe auf Blatt 2 auf die Voraussetzung
f ∈ L1(Ω) verzichten kann, d.h. zeigen Sie:

Ist fk ∈ L1(Ω) mit fk → f fast überall. Dann sind äquivalent:

(a) f ∈ L1(Ω) und
∫
Ω

|fk − f | dx→ 0.

(b) Es gilt sup
k

∫
E

|fk| dx→ 0, wenn µ(E)→ 0.

(b) Sei fn eine Folge in Lp(Ω) mit 1 < p <∞, die fast überall gegen eine Funktion
f konvergiert. Es gelte weiterhin supn ‖fn‖p <∞. Zeigen Sie, dass f ∈ L1(Ω)
und ‖f − fn‖1 → 0 für n→∞.


