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Aufgabe 1 (4 Punkte)

Sei S eine o—Algebra auf X. Eine Mengenabbildung v : § — R U {zo00} heisst
signiertes Mafl auf § genau dann, wenn

(a) ~(0)

(b) fy( U An> = > v(A4,) fiir alle paarweise disjunkten A4, € S.
n=1 n=1

0,

Sei f € LY(R?). Zeigen Sie, dass die Abbildung

EHZfM

ein signiertes Maf} auf der o—Algebra der Lebesgue-messbaren Mengen definiert.

Aufgabe 2 (10 Punkte)

Sei Q C R? eine messbare Menge und sei 1 < p < oco. Eine Folge f,, aus LP(Q)
heifit Cauchyfolge in LP()) genau dann, wenn

Ve > 03N Vn,m > N, : ||fo — fullp < e

(a) Zeigen Sie, dass es zu jeder Cauchyfolge in L>®(Q2) ein f € L>(2) gibt, mit
| f — fulloo — 0 fiir n — oo.

eigen Sie, dass es zu jeder Cauchyfolge in mit 1 < p < oo ein
b) Zei Sie, d jeder Cauchyfolge in LP(€2 it 1 i
f e LP(Q) gibt, mit ||f — f,]|, — 0 fiir n — oo.

Tipp: Wihlen Sie Teilfolge f,,, so dass fiir g1 := fu,,, — fn, gilt: [|g;]l, < 277.
Zeigen Sie, dass ) |g;| fast iiberall endlich ist und deshalb f,; fast iiberall
eine Cauchyfolge bzgl. j ist. Definieren Sie das Grenzelement f € LP(2) und
zeigen Sie || f — fy, ||, — 0 fiir j — oo. Schlieen Sie dann auf die urspriingliche
Folge.



Aufgabe 3 (6 Punkte)
Sei 1 das LebesguemaB und ©Q C R? eine messbare Menge mit 1(2) < oco.

(a) Zeigen Sie, dass man in der dritten Aufgabe auf Blatt 2 auf die Voraussetzung
[ € L'(Q) verzichten kann, d.h. zeigen Sie:

Ist f € L'(Q) mit fi — f fast iiberall. Dann sind #quivalent:
(a) f € LYQ) und [|fx — f|dz — 0.
Q

(b) Es gilt sup [ |fx|dz — 0, wenn p(E) — 0.
k E

(b) Sei f,, eine Folge in LP(2) mit 1 < p < oo, die fast iiberall gegen eine Funktion
f konvergiert. Es gelte weiterhin sup,, || f,|, < 0. Zeigen Sie, dass f € L'(Q)
und ||f — full1 — 0 fiir n — oo.



