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Aufgabe 1 (6 Punkte)

Beweisen Sie folgende Variante des Satzes iiber die dominierte Konvergenz:
Sei gx,g € L' mit g, — g fast iiberall und

lilgn/gkdpe/gdu.
b'e X

Ist fr € L' und f eine messbare Funktion mit f; — f fast iiberall und |fi| < g
fast iiberall fiir alle & € N, dann gilt f € L' und

lim [ |f, — f]dx = 0.
X

Tipp: Zeigen Sie zunichst f € L'. Wenden Sie anschlieBend das Lemma von
Fatou auf |f| + gr — |f — fx| an.

Aufgabe 2 (6 Punkte)

Sei H ein Hilbertraum und F' : H — R ein beschrinktes, lineares Funktional.
Nach Definition ist

|F|| = inf {K; |F(u)| < K||ul| fir alle w € H}.
(a) Zeigen Sie, dass gilt

1] —sup{%; ue H\{O}} — sup {|F(u)]; lu]l < 1}.

(b) Zeigen Sie, dass die Abbildung F' + || F'|| eine Norm auf H*, dem Raum der
linearen, beschankten Funktionale auf H, definiert.



Aufgabe 3 (8 Punkte)

Seil < p < oo. Fiir f € LP(R) und s € R sei der Translationsoperator T definiert
durch

T(N)(t) = [t = s).

Die Menge {T; : s € R} definiert offensichtlich eine Gruppe mit Ty o Ty = Ty
und Ty = Id.

(a) Zeigen Sie ||Tsgll, = ||g]|, und lir% |Ts9 — g, = 0 fiir alle g € LP(R).
(b) Zeigen Sie, dass nicht lir% |75 —1d||, = 0 gilt. (Vorsicht Operatornorm!)

Tipp zu (a): Wihlen Sie h € C§°(2) mit ||g — hlj; <e.



