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Aufgabe 1 (4 Punkte)

Sei I = {(aj)jen : a; € Rund Y °7, |a;]* < oo}. Zeigen Sie, dass I* mit dem
Skalarprodukt (f,g) := >_72, a;b; mit f = (a;)jen und g = (bj)jen zum Hilbert-
raum wird.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Seien Hq, Hy, H3 Hilbertraume. Zeigen Sie, dass fiir alle stetigen, linearen Abbil-
dungen A, B : Hy — H,, C': Hy — H3 und \ € R gilt:

A+ Bl <lAI+ 18I, IrAl = AAL - dcAl < el Al

Aufgabe 3 (3 Punkte)

Sei H ein Hilbertraum und F' € H*. Dann gibt es nach dem Rieszschen Darstel-
lungssatz ein f € H, so dass

F(u) = (u, f) fiir alle uw € H.

Zeigen Sie, dass || F||g« = || f||# gilt.

Aufgabe 4 (3 Punkte)

Sei H ein Hilbertraum und M eine dichte Teilmenge. Beweisen Sie fiir alle x € H:

|z]| = sup [(z,y)|= sup |(z,y)l
yeH,||y||<1 yeM,||ly||<1

Aufgabe 5 (6 Punkte)
Seien Hi, Hy Hilbertraume und sei L(H;; Hs) der Raum der linearen, stetigen
Abbildungen von H; nach H,.

(a) Zeigen Sie, dass L(Hy; Hy) ein vollstdndiger, normierter Raum ist.

(b) Zeigen Sie, dass die Abbildung ® : L(Hy; Hy) — L(Hs; Hy) : A — A* ein
isometrischer Isomorphismus zwischen L(H;; Hy) und L(Hs; Hy) ist, d.h. @
ist linear, injektiv, surjektiv und es gilt || Al ) = || A% Lo m,) fiir alle
A€ L(Hy; Hy).

(c) Zeigen Sie, dass A = A™ fiir alle A € L(Hy; Hy).



