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Aufgabe 1 (5 Punkte)

Sei H ein Hilbertraum und xn, x, yn, y ∈ H. Zeigen Sie:

(a) Aus xn ⇀ x und yn → y, folgt (xn, yn)→ (x, y).

(b) Aus xn ⇀ x und ‖xn‖H → ‖x‖H , folgt xn → x stark in H.

Aufgabe 2 (5 Punkte)

Sei H ein separabler Hilbertraum und B1(0) := {x ∈ H : ‖x‖H < 1}.
(a) Sei B1(0) der Abschluss (bzgl. der starken Konvergenz) von B1(0) und sei

∂B1(0) der dazugehörige Rand. Zeigen Sie, dassB1(0) = {x ∈ H : ‖x‖H ≤ 1}
und ∂B1(0) = {x ∈ H : ‖x‖H = 1}.

(b) Zeigen Sie, dass der Abschluss von ∂B1(0) bzgl. der schwachen Konvergenz
wieder B1(0) ergibt.

Tipp: Sei en ein vollständiges Orthonormalsystem. Für x ∈ B1(0) wähle
xn := x+ αnen mit geeigneten αn ∈ R.

Aufgabe 3 (6 Punkte)

Sei H ein Hilbertraum und A,B ∈ L(H;H). Man sagt A ≥ B genau dann, wenn
A−B positiv semidefinit ist, d.h. ∀x ∈ H :

(
(A−B)x, x

)
≥ 0. Zeigen Sie:

(a)
”
≥“ ist transitiv (A ≥ B, B ≥ C ⇒ A ≥ C), reflexiv (A ≥ A) und additiv

(A ≥ B, C ≥ D ⇒ A+ C ≥ B +D).

(b) Sind A,B selbstadjungiert mit A ≥ B und B ≥ A, so folgt A = B.

(c) Sind A,B selbstadjungiert und A ≥ B ≥ 0, so folgt |||A‖L(H;H) ≥ ‖B‖L(H;H).

(d) Sei H separabel und sei Aj, B ∈ L(H;H) selbstadjungiert mit Aj+1 ≥ Aj
und B ≥ Aj für alle j ∈ N. Dann existiert A ∈ L(H;H) mit Ajx ⇀ Ax für
alle x ∈ H.

Tipp: Wählen Sie ein vollständiges Orthonormalsystem en. Wählen Sie Teil-
folge von Aj, so dass Ajen schwach konvergiert. Wählen Sie Diagonalunter-
folge, so dass Ajen für alle n konvergiert. Dies definiert eine lineare Abbil-
dung A ∈ L(H;H), die Ajen

j
⇀ Aen für alle n erfüllt. Schließen Sie daraus

Ajx
j
⇀ Ax für alle x ∈ H (immer noch für die Teilfolge). Mit Re(Ajx, y) =

1
4
((Aj(x+y), x+y)−(Aj(x−y), x−y)) und der von der Teilfolge unabhängi-

gen Konvergenz der rechten Seite können Sie von der Teilfolge auf die Folge
schließen.



Aufgabe 4 (4 Punkte)

Sei Ω ⊂ Rd offen und

A := {ϕ ∈ C(Ω) ∩ L2(Ω) : ‖ϕ‖L2(Ω) < 1},
B := {ψ0} für ein ψ0 ∈ L2(Ω) \ C(Ω) mit ‖ψ0‖L2(Ω) = 1

2
.

Zeigen Sie, dann man die konvexen Mengen A und B nicht trennen kann, d.h. es
gibt kein f ∈ (L2(Ω))∗\{0} und α ∈ Rmit f(a) ≤ α < f(b) für alle a ∈ A, b ∈ B.
(Die Menge {ϕ ∈ L2(Ω) : f(ϕ) = α} ist eine Hyperebene in L2(Ω).)


