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Aufgabe 1 (3 Punkte)

Sei Hi, H, Hilbertraume und A,, A € L(H;, Hy) mit A,z — Az in H, fir alle
x € Hy. Zeigen Sie, dass ||A| < liminf, . || A]-

Aufgabe 2 (12 Punkte)

Sei H ein separabler Hilbertraum und sei A € L(H, H) selbstadjungiert, vollstetig

und A > ald fiir ein o > 0. Zeigen Sie, dass es einen selbstadjungierten Operator
B € L(H, H) gibt mit B > 0 und B* = A. AuBerdem gilt | B]|* = ||A]l. Gehen
Sie dabei wie folgt vor:

(a) Sei e, ein bzgl. des Skalarprodukts (z,y)4 = (Ax,y) vollstindiges Ortho-
normalsystem und V,, := span{ey,...,e,}. Sei P, : H — V,, die orthogonale
Projektion (orthonal bzgl. (-,-)4) von H auf V,,. Zeigen Sie, dass P, stetig
bzgl. || -|| i ist. Als (-, -) a—orthogonale Projektion ist P, selbstadjungiert bzgl.
(,-)a und P2 = P,. Sei P* die Adjungierte von P, bzgl. (,-).

(b) Sei A, : V,, — V,, definiert durch A,, := PAP,. Zeigen Sie:

(i) A, ist selbstadjungiert bzgl. (-,-)a, A, >0,

(i) Vi €N : Ay < Ay und Al < JAnil
(ili) A,z — Awx fir alle z € H,

(iv) Vo e N = A, <A, 4[| < [|A],

(c) DaVj, endlichdimensional, kann man A,, durch eine positiv semidefinite, sym-
metrische Matrix darstellen. Damit existieren orthogonale Matrizen S,, und
eine Diagonalmatrix D,, mit S} A,S, = D,. Sei B,, := S,v/D,,S}. Damit de-
finiert B, einen Operator B, : V,, — V,,. Zeigen Sie: B> = A,, || B,||* = || A.||
und B, erfiillt ebenfalls die Eigenschaften (i) und (ii).

(d) Konstruieren Sie nun B € L(H, H) mit B,x — Bz fiir alle € H. Folgern Sie
B, < B und B,z — Bu fiir alle z € H (Tipp: limsup,,_. . ||Bx — B.z||%).
Zeigen Sie damit B2 = A.

Aufgabe 3 (5 Punkte)

Seien Hy, H, und Hj Hilbertraume, T' € L(H;; Hy) und J € L(Hy; Hs). Sei
weiterhin 7" vollstetig und J injektiv. Zeigen Sie: Fiir alle € > 0 existiert C. > 0
mit

Tzl g, <el|lz|p + Cel|JTx||g, firallex € H.

Tipp: Widerspruchsbeweis.



